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WSPOMNIENIE
O PROFESORZE ROMANIE STANISEAWIE INGARDENIE

Profesor dr hab. Roman Stanistaw Ingarden byl twérca torunskiej szkoty
fizyki matematycznej, wieloletnim dyrektorem Instytutu Fizyki Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika, autorem wielu ksiazek i podrecznikéw z dziedziny fizyki
i matematyki, a takze zalozycielem i redaktorem naczelnym dwoch prestizo-
wych, miedzynarodowych czasopism naukowych: ,Reports on Mathematical
Physics” oraz ,,Open Systems and Information Dynamics”.

Urodzil si¢ w Zakopanem w 1920 roku, w rodzinie wybitnego polskiego fi-
lozofa Romana Witolda Ingardena. Dziecinistwo i mtodos¢ spedzit we Lwowie,
gdzie krotko przed wojna rozpoczal studia z fizyki i filozofii na Uniwersytecie
Jana Kazimierza. Wéwczas to zetknal sie — zaréwno jako student, jak i na ptasz-
czyznie towarzyskiej — z zaprzyjaznionymi z jego rodzicami wybitnymi polskimi
matematykami, fizykami i filozofami, m.in. ze Stefanem Banachem, Hugonem
Steinhausem, Juliuszem Schauderem, Stanistawem Saksem, Wojciechem Rubi-
nowiczem, Kazimierzem Ajdukiwieczem i Leonem Chwistkiem. Prawdopodob-
nie wladnie wéwczas uksztaltowaly sie jego szerokie zainteresowania, wykracza-
jace daleko poza uprawiana pozniej zawodowo fizyke teoretyczna i obejmujace
w szczegblnosei lingwistyke, teorie poznania, logike, historig¢ nauki, a takze bio-
logie, biofizyke i informatyke.

Profesor Ingarden ukonczyl studia w Krakowie tuz po wojnie w 1946 r.,
po czym trafil jako asystent do tworzonej na Uniwersytecie Wroctawskim Ka-
tedry Fizyki Teoretycznej. Doktoryzowal sie w Warszawie trzy lata pdzniej
pod opieka swojego Iwowskiego nauczyciela, Profesora W. Rubinowicza. Jego
rozprawa doktorska dotyczyta optyki geometrycznej z pionierskim wykorzysta-
niem pewnych metod geometrii rézniczkowej, w szczegdlnosci tzw. geometrii
Finslera. PéZniej, w latach 1970-80, geometria Finslera pojawi sie ponownie
w pracach Profesora Ingardena, tym razem w powiazaniu z fizyka statystyczna
i teorig informacji stanowiaca jego druga pasje naukows.

Ukoronowaniem wieloletnich badan stalo sie wydanie w 1993 roku mono-
grafii The theory of sprays and Finsler spaces with applications in physics and
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biology w wydawnictwie Kluwer Academic Publishers, wspélnie z P. Antonellim
z Kanady i M. Matsumoto z Japonii.

W latach 50. Profesor Ingarden kierowal organizacja Instytutu Niskich
Temperatur PAN we Wroclawiu, zwyciezyla jednak jego dusza teoretyka i w la-
tach 60. skupil sie na pracy w Katedrze Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu
Wroctawskiego. Tam w 1964 roku uzyskal tytul profesora zwyczajnego. Z tego
okresu pochodzi zainteresowanie Profesora teorig informacji, wéwczas postrze-
gang niemal wylacznie jako teoria kodowania i przesylania danych. Profesor
Ingarden uwazal jednak, ze informacja jest jednym z fundamentalnych pojeé¢
fizycznych i ze powinna w aksjomatyczny sposéb pojawiac¢ sie w teoriach fizycz-
nych. Poczatkowo myélal gtéwnie o optyce, jednak z czasem w jego pracach
teoria informacji zaczeta przenikaé takze do fizyki statystycznej, termodyna-
miki, a takze do mechaniki kwantowej. W 1961 roku opublikowat kilka prac,
wspélnie z wroctawskim probabilistg K. Urbanikiem, o matematycznej réwno-
wazno$ci poje¢ prawdopodobienstwa i informacji. Okazalo sie w ten sposéb, ze
informacja moze by¢ punktem wyjécia do budowy teorii statystycznych.

W 1976 roku ukazala si¢ pionierska praca Profesora pt. Quantum infor-
mation theory, wyprzedzajaca o 20 lat eksplozje zainteresowania procesami
przeplywu informacji w mikro$wiecie. Moda na kwantowa teorie informacji
rozwineta si¢ w latach 90. w zwiazku z wielkim postepem w technikach ekspe-
rymentalnych mechaniki kwantowej i rozbudzonymi nadziejami na zbudowanie
kwantowego komputera.

W 1967 roku Profesor Ingarden przeniést sie na state z Wroclawia do Toru-
nia. W 1969 roku zostal dyrektorem nowo utworzonego Instytutu Fizyki UMK
i kierowal nim do 1978 roku. Byl jednoczesnie kierownikiem Zaktadu Fizyki
Statystycznej i Matematycznej. W torunskim zespole Profesora Ingardena po-
wstalo wiele waznych prac dotyczacych wspomnianych wyzej zastosowan geo-
metrii Finslera w fizyce statystycznej, dynamiki kwantowych ukladéw otwar-
tych i geometrii przestrzeni stanéw kwantowych, kwantowych uogélnien pojecia
entropii i wiele innych. Z inicjatywy i przy wspotautorstwie Profesora powstato
takze wiele podrecznikéw obejmujacych podstawowe kursy fizyki w nowocze-
snym, geometrycznym ujeciu, np.: Mechanika klasyczna, Fizyka statystyczna
1 termodynamika, Elektrodynamika klasyczna, Mechanika kwantowa, a ponadto
podreczniki matematyczne: niniejsza Analiza matematyczna dla fizykéw oraz
Algebra z geometrig dla fizykow.

W 1975 roku Profesor Ingarden wyjechal w swa pierwsza podréz naukowsa
do Japonii, by od tej pory czesto tam wracac¢. Zafascynowany historia i kulturg
tego kraju zaczal uczy¢ sie jezyka japonskiego, a swoja pasje przeniést na teren
UMK, organizujac i prowadzac lektorat japonskiego. Do ostatnich lat swego zy-
cia Profesor mial zwycza]j codziennego zapisywania pismem japonskim dwéch
stron zeszytu, ,by nie wyj$¢ z wprawy i nauczy¢ sie nowych znakéw kanji”.
7 Jego inspiracji po latach na UMK powolana zostata Pracownia Jezyka i Kul-
tury Japonskiej.
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Po przejsciu na emeryture Profesor Ingarden nadal pracowal naukowo, zaj-
mujac sie gléwnie historia fizyki, prowadzil takze swoje ulubione zajecia z jezyka
japonskiego. Zmarl w Krakowie latem 2011 roku.

Dr Mitosz Michalski

Instytut Fizyki

Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
w Toruniu

Torun, marzec 2012



PRZEDMOWA DO WYDANIA PIATEGO

W roku 1971 ukazal sie podrecznik Krzysztofa Maurina Analiza, cz. 1, wy-
dany przez Panstwowe Wydawnictwo Naukowe w Warszawie. Podrecznik ten
zawieral nowoczesny wyktad analizy matematycznej, jednakze zdaniem studen-
téw oraz wykladowcéw byl zbyt trudny, w szczegdlnosci dla studentéw pierw-
szego roku matematyki, fizyki czy tez nauk technicznych, ktérym, miedzy in-
nymi, byt on dedykowany. Wydaje sie, ze w zwiazku z tym w roku 1975 Profesor
Roman Stanistaw Ingarden zaproponowal napisanie podrecznika wzorowanego
w zakresie tematyki oraz nowoczesnosci wykladu na ksiazce K. Maurina, ale
w pelni przystepnego dla studentéw matematyki, fizyki i nauk technicznych.
W efekcie tej propozycji w roku 1981 ukazal sie pierwszy tom podrecznika
L. Gérniewicza i R. S. Ingardena Analiza matematyczna dla fizykow, a w roku
1983 tom drugi — obydwa wydane przez Panstwowe Wydawnictwo Naukowe
w Warszawie. W zwiazku z brakiem finansowania w roku 1992 Panstwowe Wy-
dawnictwo Naukowe odstapilo swe prawa wydawnicze Wydawnictwu Nauko-
wemu Uniwersytetu Mikolaja Kopernika w Toruniu. Drugie wydanie ukazalo
sie w roku 1994, trzecie w roku 2000, a ostatnie, czwarte wydanie, w roku 2004.

Niniejsze, piate wydanie, nie zawiera nowych koncepcji merytorycznych
i dydaktycznych, dokonane zostaly jedynie korekty zauwazonych w wydaniu
czwartym usterek technicznych oraz pewne niezbedne uzupelnienia.

Wydanie to ma jednak wyjatkowy charakter. Pragne je w calodci zade-
dykowa¢ Panu Profesorowi Romanowi Stanistawowi Ingardenowi jako wyraz
pamieci oraz gtebokiego szacunku zaréwno naukowego, jak i osobistego.

Lech Gorniewicz

Torun, marzec 2012



Rozdzial 1
LICZBY RZECZYWISTE

W rozdziale tym chcemy zrealizowaé¢ dwa cele, a mianowicie:

e uporzadkowac¢ wiadomosci Czytelnika w zakresie elementow teorii zbio-
r6w 1 odwzorowan oraz teorii liczb rzeczywistych (paragrafy 1-3),

e przedstawié teorie ciagdw i szeregéw liczbowych (paragrafy 4-10).
Dlatego paragrafy 1-3 traktujemy jako informacyjne, a formulujemy i dowo-
dzimy przede wszystkim te sposréd trudniejszych twierdzen, ktore beda istotne
w dalszych czesciach podrecznika. Zestaw zadan i komentarz uzupelniajacy
do tego rozdzialu jest zawarty w paragrafie 11.

§ 1. Oznaczenia logiczne

Sume logiczng (alternatywe) dwbch zdan p, ¢ bedziemy zapisywaé p V ¢
(czytamy: p lub q); iloczyn logiczny (koniunkcje) zdan p, ¢ zapisujemy p A ¢
(czytamy: p i q).

Zdanie ,jezeli p, to ¢” nazywamy implikacjq i zapisujemy p = ¢, implika-
cje p = q uznajemy za falszywa tylko w tym przypadku, gdy p jest prawdziwe,
a q falszywe. Jezeli implikacje p = ¢ i ¢ = p sa prawdziwe, to méwimy, ze
p jest réwnowazne q i fakt ten zapisujemy p <= ¢ (p <= ¢ czytamy réwniez:
p wtedy i tylko wtedy, gdy q).

Zdanie ,nie p” zapisujemy: ~ p.

Sposérod wielu praw rachunku zdan odnotujmy nastepujace:

~ (Vg <= (~pA~q)
~(pAg) = (~pV~q)
p=14q = (~q= ~Dp) — prawo kontrapozycji.

} — prawa De Morgana,

Méwimy, ze przedmiot a spelnia funkcje zdaniowg K(x), jezeli zdanie po-
wstajace z K(x) przez zastapienie argumentu x nazwa przedmiotu a, tj. zdanie
K(a) jest prawdziwe.

Jezeli dla kazdego argumentu = zdanie X(z) jest prawdziwe, to fakt ten
zapisujemy: Vz : K(z) (czytamy: dla kazdego x zachodzi K(z)).
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Zapis Iz : K(x) oznacza, ze dla jakiego$ x zachodzi K(z) (czytamy: istnieje
takie z, ze K(x) jest prawdziwe).
Symbol V nazywamy kwantyfikatorem ogélnym, a symbol 3 kwantyfikatorem

szczegotowym.
Prawdziwe sg nastepujace twierdzenia (prawa logiczne) dotyczace opero-

wania kwantyfikatorami:

(Vo : K(z) VVz : P(z)) = Va: (K(z) vV P(x));
(K@) AP(z)) = Bz :K(z) ATz : P(x));
~ Vz:K(z)) <= Jz: (~K(z));
~(Fz:K(z)) <= Vz:(~K(z)).

§ 2. Zbiory. Odwzorowania zbioré6w

Zbiory oznaczaé¢ bedziemy duzymi literami A, B,C, ... , X,Y, Z. Elementy
zbioréw oznaczamy matymi literami a, b, ¢, . .. , x,y, z, przy czym piszemy a € A
w przypadku, gdy a jest elementem zbioru A, oraz a ¢ A, gdy a nie jest
elementem zbioru A. Zbidér pusty oznaczaé bedziemy symbolem (. Symbolami
AUB i AN B oznaczamy odpowiednio sume i iloczyn (przekrdj) zbioréw A i B.

Zapis {z; X(z)} czytamy: zbiér tych (wszystkich) z, dla ktérych K(x) jest
zdaniem prawdziwym.

Stosujac powyzsze oznaczenia, mamy:

AUB = {z;(z € A)V (z € B)}, ANB={x;(x € A) A (z € B)}.

Zbiory A i B nazywamy rozlgcznymi, jezeli AN B = . Odnotujmy znane
wlasnosci dziatan U i N:
ANA =A,
AUA = A,
(ANB)NC =ANn(BNCQC),
(AUB)UC =AU (BUCQO),
ANB =BnNA,
AUBBUA,
AN(BUC) =(ANB)U(ANQO),
AU(BNC) =(AUuB)N(AUQ).

} tacznosé
} przemiennosé

} rozdzielczosé

Wypisane wlasnosci wynikaja z odpowiednich praw dla sumy logicznej i ilo-
czynu logicznego. Istnieje Scisty zwiazek pomiedzy alternatywsa V i suma mno-
gosciowa U, a takze koniunkcja A i iloczynem mnogosciowym N.
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Jezeli spelniony jest warunek: Vz((x € A) = (x € B)), to méwimy,
ze A jest podzbiorem zbioru B i fakt ten oznaczamy A C B (lub B D A).
Jezeli A C B'i B C A, to méwimy, ze zbiory A i B sa identyczne (réwne), co
zapisujemy A = B.

Zbiér A\ B = {z; (z € A)A(x € B)} nazywamy réznicg zbioréw Ai B (mé-
wimy: A minus B). W przypadku B C A r6znice A\ B nazywamy dopelnieniem
zbioru B w A.

Niech beda dane zbiory A i B. Przypu$émy, ze kazdemu elementowi x € A
przyporzadkowany jest doktadnie jeden element y € B. Kazde takie przypo-
rzadkowanie f nazywamy odwzorowaniem zbioru A w B i oznaczamy:

fiA—B b AL B

Wtedy zbiér A nazywamy dziedzing odwzorowania f, a zbiér B przeciwdzie-
dzing f; ponadto przez f(z) rozumieé¢ bedziemy element zbioru B przyporzad-
kowany (za pomoca f) elementowi x € A.

Niech f: A — B i g:C — D beda dwoma odwzorowaniami. Méwimy, ze
odwzorowania f i g sa ré6wne (identyczne) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione
sa warunki

(1) A=C, B=D,
(2) Ve e A: f(z) = g(x).

Zauwazmy ze warunki (1) gwarantuja poprawnosé (2). Fakt, ze odwzorowania
f 1 g sa rowne zapisujemy: f = g.

(2.1) PRZYKLAD. Definiujemy Ida: A — A, przyjmujac: Ida(z) = =z,
dla kazdego x € A. Widoczne jest, ze Id4 jest odwzorowaniem; Id 4 nazywamy
tozsamosciowym odwzorowaniem zbioru A.

(2.2) PRZYKLAD. Fakt, ze B C A wyznacza odwzorowanie, zwane inklu-
zjg, i: B — A zapisujemy: i(x) = x dla kazdego x € B. Zgodnie z przyjeta
definicjg réwnosé Id4 = ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A = B.

(2.3) PRZYKLAD. Niech g bedzie ustalonym elementem zbioru B. Okre-
§lamy przyporzadkowanie f: A — B, kladac: f(x) = yo dla kazdego = € A.
Akcentujemy mocno fakt, ze w opisanym przyporzadkowaniu kazdemu = € A
odpowiada dokladnie jeden element f(z) (réwny yo), a zatem f jest odwzoro-
waniem.

Przypuéémy, ze yg jest réwniez elementem pewnego zbioru C. Mamy wtedy
odwzorowanie g: A — C dane wzorem: g(x) = yo, dla kazdego x € A. Réwnosé
f = g zachodzi, gdy B = C.

W dalszym ciagu poznamy wiele przykladéw odwzorowan. Warto pamietaé
o tym, ze badaniu odwzorowan poswiecona jest w istocie cala matematyka.





