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Wstep

Filozofia matematyki przezywata burzliwy rozwdj w pierwszych de-
kadach XX wieku, kiedy to wykrystalizowaly si¢ klasyczne stano-
wiska (formalizm, logicyzm i intuicjonizm). Pdzniej nastapit okres
pewnej stagnacji, jednak od przynajmniej 30 lat daje si¢ zaobserwo-
wac swoisty renesans tej dyscypliny. Za prowizoryczng cezure cza-
sowa w rozwoju dyskusji mozna przyja¢ lata 8o. — wtedy ukazaly si¢
podstawowe dla wspolczesnej dyskusji monografie. Dotyczyly one
gltéwnie problematyki ontologicznej, w szczegélnosci sporu realizm-
—antyrealizm, ktéry pod wplywem koncepcji Quine’a i jego argumen-
tu z niezbednosci rozgorzat z nowa sita. W efekcie powstato wie-
le oryginalnych koncepcji antyrealistycznych (np. Fielda, Chihary,
Hellmana). Zywa dyskusja toczyta sie takze wokét problemu struk-
turalistycznej interpretacji matematyki (Shapiro, Resnik, Chihara).

W niniejszej pracy skupiam si¢ jednak na innej problematyce,
ktéra mozna okresli¢ jako metodologiczng: przedmiotem badan jest
gltéwnie proces tworzenia matematyki. Zgodnie z uproszczong, lecz
popularng wizjg tej dziedziny nauki praca matematyka polega na
dowodzeniu nowych twierdzen w oparciu o przyjete wezedniej ak-
sjomaty. Wyrdznienie faz przyjmowania aksjomatéw i dowodzenia
twierdzen ma charakter do pewnego stopnia umowny i nie odzwier-
ciedla porzadku historycznego powstawania teorii i poje¢ matema-
tycznych. Jest ono jednak uzyteczne, gdyz w pewien sposéb porzad-
kuje obszar badan.

Niniejsza monografia jest po$wigcona analizie statusu i swo-
isto$ci dowodéw matematycznych. Na proces dowodzenia w mate-
matyce mozna patrze¢ jako na pewnego typu argumentacje, ktora
jest ujeta w precyzyjnie skodyfikowane reguly. Jednak standardy do-
wodowe ewoluuja, nie sg niezmienne, pojawiaja si¢ nowe typy do-
wodow. Nieuchronnie mamy w zwigzku z tym do czynienia z ele-
mentami uznaniowymi - przyjecie pewnych regut jako powszechnie
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akceptowanych odbywa si¢ bowiem na etapie preteoretycznym. Co
wiecej, dowody matematyczne znane z praktyki sg dalekie od wer-
sji sformalizowanej. Powstaje zatem swoiste napiecie, prowadzace do
ciekawych problemow filozoficznych.

Mozna wskaza¢ kilka podstawowych grup zagadnien, ktore sta-
nowig motywy przewodnie w ksigzce (cho¢ oczywiscie w poszcze-
golnych rozdziatach na pierwszy plan wysuwaja si¢ zagadnienia szcze-
gotowe). Nalezg do nich:

1. Problem relacji miedzy realnymi, znanymi z praktyki dowo-
dami matematycznymi a tymi, ktére sg przedmiotem zainteresowa-
nia teorii dowodu (traktowanymi jako formalne ciggi symboli).

2. Problem eksplanacyjnej roli dowodéw matematycznych i ro-
zumienia w matematyce.

3. Problem empirycznych elementéw w dowodach matematycz-
nych, w szczegdlnoséci pytanie o status argumentacji odwotujacej sie
do metod empirycznych (w tym takze do najnowszych modeli ob-
liczen).

Zagadnienia te sg podejmowane w poszczegolnych rozdziatach
pracy. Oto ich krétka prezentacja.

Rozdzial 1. Dwie wizje dowodu. Uwagi historyczne

W rozdziale pierwszym zaprezentowano historyczne zrédlia ksztal-
towania sie rdznych wizji dowodu jako procesu majgcego charakter
tre$ciowy, przeciwstawionego dowodowi jako pewnej sformalizowa-
nej procedurze. W mysl pierwszego z tych stanowisk dla dowodow
konstytutywny jest sktadnik semantyczny o nieredukowalnym do
regul formalnych charakterze; w mysl drugiego — konstytutywna jest
mozliwos¢ formalizacji. Jako historycznie waznych reprezentantow
tych dwoch wizji przedstawiam Kartezjusza i Berkeleya. Rozdziat
zawiera tez uwagi historyczne, dotyczace np. prac Pascha czy Hil-
berta na temat geometrii, dyskusji miedzy Hilbertem a Fregem etc.
Sadze, ze przedstawienie na wybranych przyktadach ewolucji sposo-
bu myslenia o dowodzeniu pozwoli na wyrazniejsze ukazanie natu-
ry problemu.
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Rozdzial 2. Antyfundacjonalizm Lakatosa

Rozdzial drugi jest poswigcony koncepcji Lakatosa. Badacz akcen-
tuje te problemy, ktére nie s3 wyjasnione — ani nawet podejmowa-
ne — w formalistycznej wizji dowodu matematycznego: znaczenie
kontekstu odkrycia i opis realnych mechanizméw zdobywania wie-
dzy matematycznej, problem adekwatnos$ci formalnych parafraz czy
wreszcie problem rozumienia poje¢ matematycznych i eksplanacyj-
nej funkcji dowodéw matematycznych. Lakatos ujmuje zagadnie-
nie wiedzy matematycznej w sposob radykalnie odmienny od uje-
cia dominujacego w dotychczasowej dyskusji: jego zdaniem nie ma
ona bowiem charakteru wiedzy ostatecznej i niezmiennej, lecz pod-
lega rewizji, za§ samym twierdzeniom matematycznym nie powin-
nismy przypisywac statusu niepodwazalnych prawd, ale raczej hipo-
tez, ktore — obrazowo méwigc — muszag walczy¢ o przetrwanie. Sg to
poglady bardzo odlegte od wizji matematyki jako nauki ujmujacej od-
wieczne i niezmienne prawdy, zas koncepcja Lakatosa jest bardzo wy-
razistym przykltadem stanowiska antyfundacjonalistycznego. Pomi-
mo pewnych uproszczen tego ujecia i nieco przesadnej radykalnosci,
z pewnoscig jest ono wazne dla dyskusji dotyczacej istoty dowodu ma-
tematycznego. Ma tez naturalne odniesienia do problematyki uza-
sadniania aksjomatdw, ktéra wprawdzie nie jest przedmiotem ba-
dan w niniejszej monografii, lecz stanowi réwniez wazny i szeroko
dyskutowany obszar badan w filozofii matematyki. Mozna powie-
dzie¢, ze koncepcja Lakatosa pelni tu role pewnego rodzaju klamry
wskazujacej na zwiazki i analogie miedzy zagadnieniami uzasadnia-
nia aksjomatéw i dowodzenia twierdzen, ktére w ujeciu czysto for-
malistycznym tworza w zasadzie odrgbne grupy problemow.

Rozdzial 3. Dowody komputerowe

Kolejny rozdzial jest poswigcony problematyce dowodéw kompute-
rowych; kanoniczny przykfad stanowi tu dowod twierdzenia o czte-
rech barwach. W rozdziale sg analizowane m.in. nastepujace zagad-
nienia:

1. Problem zalezno$ci miedzy dowodami znanymi z praktyki
a ich sformalizowanymi wersjami. Poniewaz dowdd komputerowy
ma charakter w pelni sformalizowany, trudno méwic¢ w takim przy-
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padku o elementach tresciowych (semantycznych). Mozna zatem
w wyrazny sposob postawi¢ problem zaleznosci migdzy dowodem
w rozumieniu teorii dowodu (jako formalnego konstruktu) a prak-
tyka argumentacyjna matematykow.

2. Problem wyjasniania w matematyce i eksplanacyjny status
dowodéw matematycznych (w szczegdlnosci dowodéw kompute-
rowych). Chociaz w praktyce matematycy postuguja si¢ pojeciem
wyjasniania, termin ten nie ma jednoznacznie ustalonego sensu.
W rozdziale przedstawiam pewne proby ujecia tego zagadnienia
(oparte m.in. na analizach Resnika i Mancosu). Proponuje¢ réwniez
pewien eksperyment myslowy dotyczacy dowodéw komputerowych
i badam problem ich mocy eksplanacyjne;.

3. Problem czynnikéw empirycznych w procesie zdobywania wie-
dzy matematycznej. Uzycie komputera przy dowodzeniu twierdzen
moze by¢ uwazane za eksperyment fizyczny. Pojawia sie¢ w zwigz-
ku z tym kwestia, czy ten fakt ma istotne znaczenie z punktu wi-
dzenia dyskusji dotyczacej statusu wiedzy matematycznej. Nie ulega
bowiem watpliwosci, iz matematyka jest niezbedna w naukach em-
pirycznych, czyli niezbedna dla zdobywania wiedzy fizycznej. Moz-
na jednak postawi¢ pytanie, czy owa zalezno$¢ nie jest obustronna:
czy wiedza fizyczna o $wiecie moze by¢ wykorzystywana w tworze-
niu nowej wiedzy matematycznej? Czy nasza znajomos¢ praw fizy-
ki moze nam ulatwi¢ zdobycie wiedzy matematycznej i czy ten fakt
zmienia jej status?

Problematyka dowodéw komputerowych pozwala na wyrazne
postawienie powyzszych problemdw, stanowiagc jednoczes$nie wstep
do dyskusji na temat teorii obliczen kwantowych i hiperobliczen
oraz ich znaczenia dla okreélenia natury wiedzy matematycznej.

Rozdzial 4. Teoria obliczen kwantowych

Badania dotyczace dowodéw komputerowych sa dobrym punktem
wyjécia do analiz dotyczacych statusu (hipotetycznych) dowodow
kwantowych. Teoria obliczen kwantowych rozwija si¢ w ostatnich
latach bardzo dynamicznie (silnym impulsem bylo stworzenie przez
Shora w 1994 roku szybkiego, tj. wielomianowego, algorytmu roz-
kladu liczby na czynniki pierwsze). Motywacji dla podjecia badan
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w tym zakresie dostarcza problem zfozonosci obliczeniowej: istnieje
bowiem szereg algorytmoéw klasycznych (najprostszym przykladem
jest algorytm sprawdzania tautologicznosci formut klasycznego ra-
chunku zdan), ktére maja ztozonos¢ wyktadnicza, czyli w praktyce
sg bezuzyteczne. Jednak w wypadku niektérych probleméw mozna
stworzy¢ algorytm operujacy na innej strukturze danych, odwotuja-
cych sie do specyfiki §wiata kwantowego. Podstawowym obiektem
jest tam nie bit, a tzw. kubit (qubit), za$ przetwarzanie informacji to
przetwarzanie ciggu kubitéw (zdefiniowanych w odpowiedniej prze-
strzeni Hilberta).

W rozdziale czwartym sg kontynuowane rozwazania z rozdzia-
tu trzeciego, dotyczace kwestii empirycznych aspektéw dowodzenia
(w kontekscie hipotetycznych dowodéw kwantowych). Zaposredni-
czenie w teorii empirycznej jest tu prima facie znacznie glebsze niz
w przypadku klasycznego komputera i pojawienie si¢ algorytmoéow
kwantowych wprowadza nowg jakos¢ do dyskusji na temat natury
dowodu matematycznego i standardow matematycznej argumenta-
¢ji. Waznym zagadnieniem jest poznawcza wartos¢ tak uzyskanych
wynikow. Przypusémy bowiem, Ze pewien problem matematyczny P
zostal rozwigzany za pomocg komputera kwantowego i ze, co wigcej,
nie jest znany szybki algorytm klasyczny pozwalajacy na jego roz-
wiazanie. Mozemy sobie wyobrazi¢ ze komputer kwantowy po ty-
godniowej pracy ustalil, iz hipoteza Riemanna ma dowdd i poinfor-
mowal nas o tym. Czy uznamy, ze posiadamy faktycznie wiedze na
temat hipotezy Riemanna i ze status owej wiedzy nie rézni sie od sta-
tusu wiedzy np. na temat 4-kolorowalnosci graféw planarnych (uzy-
skanej za pomocg klasycznego komputera)? Zagadnienie rozumie-
nia i eksplanacyjnej roli dowodu nabiera wigkszej dramaturgii, zas
analizy dotyczace dowodéw kwantowych wprowadzaja nowa jakos§¢
do dyskusji.

Rozdzial 5. Hiperobliczenia a status dowodow matematycznych

Swoista kulminacja wczesniejszych rozwazan jest rozdzial dotycza-
cy niestandardowych modeli obliczen wykraczajacych poza model
turingowski (czyli tzw. hiperobliczen). Dyskusja nad problematyka
hiperobliczen pozwala na wyrazne postawienie szeregu pytan doty-
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czacych procesu zdobywania wiedzy matematycznej. Z obserwacji
prowadzonych w tym rozdziale ptyng nastepujace wnioski:

1. Hiperobliczenia ukazujg mozliwe empiryczne uwiklania ma-
tematyki. Przedstawione modele maja charakter teoretyczny, jednak
pozwalaja na wyrazniejsze uswiadomienie sobie, jakie sa fak ty c z-
ne empiryczne uwiklania procesu dowodzenia.

2. Rozumienie w matematyce jest kategoriag nieeliminowalna
i istotng dla dyskusji na temat statusu wiedzy matematycznej (mo-
wiac swobodnie: nie ma wiedzy matematycznej bez rozumienia).

3. Istnieje hipotetyczna mozliwo$¢ pogodzenia naturalizmu z od-
rzuceniem mechanicyzmu i wyjasnienie intuicji matematycznej
w duchu naturalistycznym. W szczegdlnosci odnosi si¢ to do pro-
blemu uzasadniania aksjomatéw - hiperobliczenia pokazuja bo-
wiem, ze granica miedzy uzasadnianiem aksjomatéw a dowodze-
niem twierdzen moze ulec pewnemu zatarciu.

%%

Praca powstala w ramach grantu N N1o1 094136.

Dzigkuje Fundacji na rzecz Nauki Polskiej za umozliwienie wy-
dania ksigzki i stworzenie komfortowych warunkéw do przeprowa-
dzenia prac redakcyjnych.



ROZDZIAL 1
Dwie wizje dowodu. Uwagi historyczne

We wstepie do ksigzki byta mowa o dwdch aspektach rozumienia do-
wodu matematycznego, ktére dla uproszczenia mozna nazwac syn-
taktycznym i semantycznym (lub formalnym i tre§ciowym). Istnieje
pewne napigcie, czy wrecz rozdzwiek, pomiedzy znanym z prakty-
ki matematycznej ujeciem dowodu a jego wizja jako obiektu dobrze
zdefiniowanego (zrekonstruowanego) w teorii formalnej. Dowody
znane z praktyki nie sg sformalizowane, ale komunikatywne. Dowo-
dy sformalizowane nie s3 komunikatywne i nie wystepuja w prak-
tyce. Skoro tak jest, to warto zada¢ pytanie o relacje miedzy nimi.
To za$ wymaga, aby — przynajmniej fragmentarycznie - wskaza¢ na
elementy historycznego procesu, ktéry doprowadzit do uksztatto-
wania sie owego formalistycznego rozumienia dowodu. Przy okazji
bedzie mozna postawi¢ zagadnienie, ktore z tez stanowiska forma-
listycznego stanowia naduzycie (motywowane wzgledami zewnetrz-
nymi wobec matematyki), a ktore faktycznie pozwalajg lepiej zro-
zumie¢ nature procesu matematycznej argumentacji. Celem tego
rozdziatu jest wiec ukazanie ksztaltowania si¢ owego formalnego
punktu widzenia, ktéry odegrat bardzo wazng role w refleksji nad
matematyka i ktory - jak si¢ wydaje — jest dominujacy we wspot-
czesnym spojrzeniu na istote dowodu matematycznego (a w kazdym
razie byt dominujacy do niedawna)'. Proces ten mozna w pewnym
uproszczeniu okresli¢ jako odejscie od pogladu, zgodnie z ktérym
matematyczna argumentacja winna opiera¢ si¢ na intuicji, na rzecz
pogladu, ze musi mie¢ ona charakter czysto formalny (za$ rola intu-
icji zostaje mocno zredukowana).

! Prezentacja historyczna jest oparta w zasadniczej czeéci na artykutach Wojtowicz

(20074, 2007b), za$ cale ujecie jest inspirowane praca Detlefsen 2005.



14 ROZDZIAL 1

Moéwiac o formalizmie matematycznym, bede mial na mysli pe-
wien sposob myslenia o matematyce, pewng wizje tego, czym jest
matematyka i na czym polega jej uprawianie. Od razu nalezy pod-
kresli¢, ze nie chodzi tu o tezg, iz faktycznie praktyka matematyczna
sprowadza si¢ do przeksztalcania symboli pozbawionych interpre-
tacji (taka teza bylaby w oczywisty sposéb falszywa). Chodzi raczej
o to, ze w refleksji nad dowodem matematycznym jako specyficznym
sposobem argumentacji w pewnym momencie zaczeto dominowaé
(i zapewne nadal dominuje) akcentowanie czysto formalnych cech
dowodow, czemu towarzysza czgsto tezy o charakterze normatyw-
nym. Ma to oczywiscie zwigzek ze spektakularnym rozwojem logi-
ki formalnej, ktora dostarczyta narzedzi do analizy rozumowan (nie
tylko matematycznych). Niewatpliwie znaczacym impulsem byl tez
rozwoj teorii obliczen i implementacja tworzonych modeli obliczen.
Odwotujac sie do jej pojec¢, dowodzenie mozna opisaé jako pewne-
go typu obliczenie formalne. Méwiac o formalizmie, mam zatem na
mys$li raczej stanowisko o charakterze metodologicznym (czy moze
nawet metametodologicznym). Skorzystam z charakterystyki poda-
nej przez Detlefsena, aby wskaza¢ najwazniejsze, konstytutywne dla
formalistycznego sposobu myslenia o matematyce, punkty. W jego
ujeciu wyrdznikiem formalizmu jest:

1. Odrzucenie (dos¢ powszechnego do pewnego momentu w hi-
storii matematyki) przekonania o tym, Ze to intuicja i wiedza geome-
tryczna stanowia fundament matematyki.

2. Odrzucenie klasycznej koncepcji dowodu matematycznego
i wiedzy matematycznej, ktéra Detlefsen okresla jako koncepcje ge-
netyczng. Zgodnie z nig, uzyskujemy wiedze¢ na temat przedmiotu
badan, gdy znamy jego przyczyne — w przypadku matematyki cho-
dziloby o przyczyne formalna.

3. Odrzucenie pogladu, w mysl ktérego w trakcie dowodu jest
konieczny - mowigc metaforycznie - staly oglad intelektualny
przedmiotu, ktérego dany dowdd dotyczy. Ujecie formalistyczne po-
stuluje raczej abstrahowanie od intuicyjnego ogladu i od problemu
znaczenia.

4. Uznanie, iz jezyk pelni w rozumowaniach matematycznych
funkcje nie tylko reprezentacjonistyczng, ale rowniez instrumenta-
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listyczng. Stuzy bowiem nie tylko do przekazywania mysli, lecz tak-
ze do dokonywania pewnych operacji, ktore nie musza by¢ w petni
zinterpretowane, a mimo to pozwalajg na wzbogacanie naszej wie-
dzy matematyczne;j.

5. Uznanie istnienia pewnej sktadowej , kreatywistycznej”: mate-
matyk ma pelng swobode w tworzeniu narzedzi, ktére beda pomoc-
ne w osigganiu jego celow poznawczych - tj. w rozwigzywaniu pro-
blemdéw matematycznych® (Detlefsen 2005: 236-237).

Podana wyzej koncepcja ma charakter raczej metodologiczny
niz metafizyczny - tak rozumiane stanowisko formalizmu jest do
pogodzenia z (przynajmniej stabg) forma realizmu matematycznego.
Cho¢ oczywiscie trudno jest (zwlaszcza w przypadku matematyki)
catkowicie oddzieli¢ problematyke ontologiczng od metodologicz-
nej, tutaj skupiam sie na tej drugiej. Celem ksigzki (a w szczegdlno-
$ci niniejszego rozdziatu) jest bowiem refleksja nad naturg i specyfi-
kg matematycznej argumentacji.

Poniewaz praca nie ma charakteru monografii historycznej, re-
ferowane problemy traktuje wybidrczo, jako ilustracje waznych mo-
mentoéw w rozwoju pewnego sposobu myslenia. Ograniczam si¢ przy
tym do matematyki nowozytnej, zatem naturalnym punktem wyj-
$cia bedzie tu stanowisko Kartezjusza. Mozna je uznac za wrecz mo-
delowe dla semantycznego, a wiec niezgodnego z formalistycznym,
ujecia rozumowan matematycznych.

Ten warunek rozumiem w sposob nastepujacy: jesli mamy przekonanie, iz to
intuicja ukazuje nam pewne obiektywne prawdy, to tym samym musimy zaak-
ceptowa¢ daleko idace ograniczenia dotyczace tworzenia narzedzi matematycz-
nych - musza by¢ one zgodne z naszymi przekonaniami odnoszacymi sie do
rzeczywisto$ci matematycznej. Jednak jesli uwazamy, ze teorie matematyczne
s3 konstruowane w sposéb formalny, za§ kwestia ich interpretacji (a juz tym
bardziej obiektywnej prawdziwosci) nie jest istotna, to wtedy nie podlegamy
zadnym ograniczeniom - z wyjatkiem oczywiscie ograniczen o charakterze
czysto metodologicznym.
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1. Kartezjusz - intuicja jako zrédlto wiedzy

Zasadnicze znaczenie dla naszych rozwazan ma przyjete przez Kar-
tezjusza kryterium prawdy, ktdre stanowi kamien wegielny jego epi-
stemologii. Podstawa poznania ma by¢ zdolnos¢ do intelektualnego
uyjmowania jako oczywistych pewnych prawd, ktdre jawig si¢ nam
w sposob wyrazny i jasny. Mowi o tym pierwsza z podanych przez
Kartezjusza czterech fundamentalnych dla naszego myslenia zasads.
To kryterium znajduje zastosowanie w matematyce: prawdy mate-
matyczne jawig si¢ nam w jasny i wyrazny sposob, a to wlasnie sta-
nowi gwarancje ich prawdziwosci.

Zrédtem wiedzy matematycznej (i w ogéle wiedzy) w ujeciu
Kartezjusza jest wigc rozum. Podstawowe czynnosci naszego umy-
stu, za pomocy ktérych ,mozemy, nie obawiajac sie omytki, dojs¢
do poznania rzeczy” (Kartezjusz 1958: 12), to intuicja i dedukcja.
Intuicje filozof okresla jako ,,nie zmienne $wiadectwo zmystéw, lub
zwodniczy sad Zle tworzacej wyobrazni, lecz tak tatwe i wyrazne po-
jecie umystu czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy, zgola juz
watpi¢ nie mozemy, lub, co na jedno wychodzi, pojecie niewatpli-
we umystu czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy, zgola juz
watpi¢ nie mozemy” (Kartezjusz 1958: 12). Intuicyjne poznawanie
(ktére obejmuje w szczegdlnosci poznanie matematyczne) stanowi
wiec pewien czysto intelektualny akt. Jest to bezposrednie widzenie
oczyma rozumu (Kartezjusz méwi o tym, iz poznanie to pochodzi
»ze $wiatla samego rozumu”). Dotyczy to réwniez aktow akcepto-
wania pewnych prawd matematycznych jako oczywistych — np. jako
w oczywisty sposob ujmujacych (czy wyjasniajacych) tres¢ pewne-
g0 pojeciat.

»Nie przyjmowaé nigdy zadnej rzeczy za prawdziwa, zanim jej nie poznam
z cala oczywistoscia jako takiej: to znaczy unika¢ starannie po$piechu i uprze-
dzen i nie obejmowac swoim sagdem niczego poza tym, co si¢ przedstawia memu
umystowi tak jasno i wyraznie, iz nie miatbym zadnego powodu podania tego
w watpliwo$¢” (Kartezjusz 2002: 17).

4 Nasuwa si¢ skojarzenie z pogladami Godla, ktory pisat o oczywistoéci aksjoma-
tow, o tym, Ze narzucajg sie nam one jako prawdziwe: ,,Pomimo ich [obiektow
teorii mnogosci — przyp. K. W] oddalenia od danych zmystowych mamy cos
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Druga podstawowg czynnos$cig naszego umystu jest dedukeja,
dzieki ktorej mozna z koniecznoscia, w sposob pewny, wysnu¢ wnio-
sek z rzeczy juz wiadomych. Jednak dedukcja nie jest bynajmniej
przeciwstawiana intuicji. Do prowadzenia operacji dedukcyjnych
jest bowiem konieczne intuicyjne postrzeganie prawdziwosci dedu-
kowanego w danym kroku twierdzenia (mozna by tez powiedziec¢:
oczywistosci i prawomocnosci danego kroku). Kartezjusz pisze tu
o ciaglym ruchu mysli, w ramach ktérego w intuicyjny i wyrazny
sposdb ujmujemy poszczegdlne etapy (czlony) rozumowania. ,,Zda-
nia [...] poznaje sie [...] juz to przy pomocy intuicji, juz to przy po-
mocy dedukeji; same za$ pierwsze zasady tylko przy pomocy intu-
icji; natomiast ich odlegle wnioski jedynie przy pomocy dedukcji”
(Kartezjusz 1958: 13-14).

Dla Kartezjusza metoda matematyczna stanowi wzor racjonal-
nego poznania. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze chodzi o metodg se-
mantyczna, a za intuicyjnie oczywiste muszg by¢ uznane nie tylko
podstawowe zalozenia, lecz réwniez wszystkie kroki procesu de-
dukcyjnego’. Dowody matematyczne w ujeciu Kartezjusza nie moga
wiec mie¢ charakteru czysto formalnego. Formalne, symboliczne
manipulacje moga co najwyzej stanowi¢ wsparcie dla argumentacji
opartej na bezposrednim postrzeganiu prawomocnosci krokéw do-
wodowych. Fundament poznania matematycznego stanowi intuicyj-
ny wglad w przedmiot analiz®. Ten postulat intuicyjnego, tresciowego

w rodzaju percepcji obiektéw teorii mnogosci, co wida¢ z faktu, ze aksjomaty
narzucaja si¢ nam jako prawdziwe. Nie widze powodu, aby mie¢ mniej zaufania
do tego rodzaju percepcji, tj. do intuicji matematycznej, niz do percepcji zmy-
stowej, ktora pozwala nam budowac teorie fizyczne, w oczekiwaniu, ze przyszte
dane zmystowe beda z nig zgodne, i co wiecej oczekiwad, ze problem, ktéry te-
raz nie jest rozstrzygalny, jest mimo to sensowny i moze zosta¢ rozstrzygnie-
ty w przysztosci” (Godel 1947/1964: 271). Z punktu widzenia stanowiska Godla,
owe akty poznawcze maja pierwotny charakter i nie s sprowadzalne do zad-
nych operacji o charakterze sktadniowym.
>, Wszelako owa oczywisto$¢ i pewnos¢ intuicji wymagana jest nie tylko dla sa-
mych wypowiedzi, ale takze dla jakichkolwiek rozumowan” (Kartezjusz 1958: 13).
To racjonalne poznanie dotyczy nie tylko sfery prawd matematycznych, ale
stanowi fundament naszego poznania. Poznanie matematyczne ma zatem nieja-
ko wzorcowy charakter.
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ujmowania poszczegolnych etapéw rozumowania jest kwestionowa-
ny przez zwolennikdw (szeroko rozumianego) formalistycznego po-
dejscia do matematyki.

Kartezjusz zwraca uwage nie tylko na wymog, aby kazdy krok
rozumowania byl postrzegany jako oczywisty’, ale tez na to, ze po-
winni$my umieé ujac strukture tego dowodu jako pewna calos¢.
»Dla uzupelnienia nauki nalezy wszystkie i poszczegdlne rzeczy,
ktére odnoszg si¢ do naszego celu, przegladna¢ ciaglym i nieprze-
rwanym ruchem mysli i obja¢ je w dostatecznym i uporzadkowa-
nym wyliczeniu... Dlatego przebiegne je kilkakrotnie swego rodzaju
cigglym ruchem wyobrazni, ktéra widzi od razu cztony poszczegdl-
ne w chwili, gdy do innych przechodzi, az si¢ naucze od pierwszego
stosunku do ostatniego tak szybko przechodzi¢, iz bede mogt niemal
zupelnie bez pomocy pamieci obja¢ jednym spojrzeniem cato$¢”
(Kartezjusz 1958: 31-32). O tym warunku globalnej ogarnialno-
$ci (global surveyability) pisze Bassler®. Analizuje tam problem, czy
dowody matematyczne daja si¢ ,ogarna¢” (na przykladzie dowodu
twierdzenia o czterech barwach, ktdry bedzie przedmiotem szcze-
gotowych rozwazan w rozdziale trzecim), rozrdzniajac ogarnialnosé
lokalng (oczywisto$¢ poszczegdlnych krokéw) od globalnej (oczy-
wisto$¢ rozumowania jako cato$ci, ktorg intuicyjnie ujmujemy). Po-
stulat globalnej ogarnialno$ci dowodéw matematycznych przypisu-
je wlasnie Kartezjuszowi’.

Niezaleznie od trudno$ci zwigzanych z precyzyjnym ujeciem
sensu owego postulatu globalnej ogarnialnosci, jest to z pewnoscia
trafny opis psychologicznych zjawisk towarzyszacych pracy mate-
matyka. Poczucie, iz zrozumiato si¢ ide¢ dowodu (swobodnie wy-
razane w formie np. stwierdzenia, ze wreszcie wszystkie elementy

»Jesli w szeregu rzeczy, bedacych przedmiotem badania, napotyka sie cos, cze-
go nasz umyst nie moze dos¢ dobrze uja¢ intuicyjnie, nalezy przy tym zatrzy-
mac si¢ i nie badad rzeczy nastepnych, ale powstrzymywac sie od daremnej pra-
cy” (Kartezjusz 1958: 36).

W pracy Bassler 2006.

Fallis, analizujac problem luk w dowodach matematycznych, méwi o Carte-
sian story, w mysl ktorej dowody sg pozbawione takich luk, za§ matematyk jest
w stanie ujac wszystkie kroki dowodowe (Fallis 2003).
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uktadanki do siebie pasuja albo ze wreszcie jest jasne, o co w tym do-
wodzie tak naprawde chodzi) jest niewatpliwie kluczowe dla mate-
matyka w jego pracy®.

Poglady Kartezjusza stanowig modelowy przyklad tresciowe-
go ujecia dowodu matematycznego. Jego wizja matematyki wpisuje si¢
w racjonalistyczng epistemologie. Kartezjusz nie traktuje wiedzy ma-
tematycznej jako apriorycznego, szczegblnego, wyrdznionego frag-
mentu naszej wiedzy, ktory jest niezalezny od empirycznej wiedzy
dotyczacej $wiata fizycznego. Uznaje swoistg ciaglos¢ (czy jedno$cé)
wiedzy. Na przyklad podstawowe prawdy dotyczace rozciaglosci
(jako kategorii charakteryzujacej substancje materialng) s3 poznawane
na drodze rozumowej. Mozna wiec powiedzie¢, ze prawdy geometrii
dotyczg realnego $wiata (ale w innym sensie niz pdzniej u Kanta).
Takie ujecie pozwala rozwikla¢ problem pogodzenia apriorycznosci
matematyki z jej stosowalnoscig. W ujeciu Kartezjusza to rozwigza-
nie mozna sformutowac nastepujaco: aprioryczno$¢ matematyki nie
budzi watpliwosci - jej prawdy poznajemy bowiem na mocy ,,$wia-
tla czystego rozumu’”, ktdre pozwala nam w jasny i wyrazny sposob
postrzega¢ prawdziwos¢ twierdzen tej dziedziny. Natomiast fakt, ze
geometria stosuje sie do opisu §wiata, wynika stad, iz podstawowym
atrybutem substancji cielesnej jest rozciaglo$¢, za$ kategoria rozcig-
glosci jest fundamentem naszego poznania zasad geometrii. Intu-
icja pozwala nam na dotarcie do podstawowych prawd matematycz-
nych, ale réwniez pozwala nam na dotarcie do podstawowych prawd
metafizycznych (w szczegdlnoéci dotyczacych istnienia Boga, naszej
jazni, $wiata zewnetrznego). Nasza wiedza matematyczna jest wiec
wpisana w naturalny sposob w ten caty system przekonan'.

'° O takich zjawiskach pisze np. Hadamard, nie oferujac jednak wyjasnienia me-
chanizmow, a raczej opis faktow (Hadamard 1964).

Epistemologia matematyki jest wiec ufundowana na calosci systemu Kartezju-
sza, w ktérym — w ostatecznym rozrachunku - nalezy oprze¢ si¢ na zaufaniu
do Boga, ktéry nie jest zwodzicielem i wyposazyt nas w zdolnosci poznawcze
umozliwiajace nam poznanie $wiata. ,,Przyrodzone $wiatlo rozumu” daje nam
wigc poznanie prawd matematycznych, a zarazem wiedze o $wiecie fizycznym.

1
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2. ,Lingwistyczny instrumentalizm” Berkeleya

Charakterystyczne dla ujecia semantycznego jest przekonanie, ze je-
zyk matematyczny pelni role no$nika pewnych obiektywnych tresci
iz tym wiaze si¢ jego funkcja poznawcza. Mozna jednak na rolg je-
zyka matematycznego patrze¢ zupelnie inaczej, co jest charaktery-
styczne dla stanowiska formalistycznego. W mys$l tego pogladu jezyk
moze stanowi¢ narzedzie poznania (w szczegdlnoéci poznania ma-
tematycznego), mimo iz nie petni (a przynajmniej — nie w catosci)
funkcji deskryptywnej. W takim ujeciu jezykowi matematycznemu
nie musimy przypisywac funkcji semantycznych (nie trzeba postu-
lowag, ze reprezentuje on pewng pozajezykows rzeczywistos¢). Do-
puszczalne jest wiec czysto formalne, instrumentalne uzycie wyra-
zen jezykowych, niepowigzane z ich wlasno$ciami semantycznymi.
Taki sposéb myslenia odnajdujemy w koncepcji Berkeleya.

Wizja matematyki Berkeleya wyplywa z jego koncepciji filozo-
ficznej, a w szczegdlnosci z polgczenia immaterialistycznej, teistycz-
nej metafizyki z naukowym instrumentalizmem. Cho¢ filozoficz-
ne stanowisko mygliciela jawi si¢ niektorym jako dziwne (czy wrecz
ekstrawaganckie), to nalezy pamietac, ze sam Berkeley utrzymy-
wal, iz jego filozofia jest oparta na czysto zdroworozsagdkowych ana-
lizach, a przys$wieca jej idea usunigcia pewnych nieporozumien*?.
Czes¢ z nich bierze sie stad, ze padamy ofiarg jezykowych ztudzen —
w szczegolnosci doktryny dotyczacej abstrakcyjnych idei ogélnych,
ktéra z kolei ma zwiazek z naszym blednym rozumieniem roli jezy-
ka. Berkeley - jako zdecydowany nominalista — odrzuca te doktryne.
Na pytanie, jak rozumiec¢ nasze tezy dotyczace istnienia przedmio-
tow fizycznych, filozof odpowiada, Ze mozna je rozumie¢ tylko jako
tezy dotyczace struktury dostepnych nam danych zmystowych. Jego
analizy maja w znacznej cze¢sci charakter analiz semantycznych -
w szczegolnosci zasadg esse est percipi mozna interpretowac jako eks-
plikacje znaczenia terminu ,,istnienie”. Sens wypowiedzi o istnieniu

' Potrzeba nam tylko odsuna¢ zastone stéw, aby posia$¢ najdorodniejsze drzewo

poznania, ktorego owoc jest wyborny i znajduje si¢ w zasiegu naszej reki” (Ber-
keley 2004: p. 24, s. 21).
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jest wiec dany przez opisanie metody weryfikacji tych wypowiedzi
i nic wiecej sie za nimi nie kryje — nie ma na przyktad racji bytu teza
o istnieniu substancji materialnej, bedacej nosnikiem owych wrazen.
Mozna powiedzie¢, ze w tym sensie Berkeley jest wczesnym neopo-
zytywistag. W duchu (radykalnego) pozytywizmu jest tez utrzymane
stanowisko autora Traktatu o zasadach ludzkiego poznania dotycza-
ce statusu praw naukowych. Uzywane w fizyce terminy (takie jak np.
grawitacja) pojawiajg si¢ tam z powodu ekonomii myslenia, dla wy-
gody: pozwalajg one skutecznie klasyfikowa¢ zjawiska i formutowa¢
przewidywania dotyczace zachowania sig¢ cial. Jednak nie nalezy stad
wyciagac wniosku, ze dotyczg one faktycznie istniejacych przedmio-
tow czy tez realnie przystugujacych tym przedmiotom cech. To, ze
dana teoria naukowa sprawdza si¢ w praktyce, nie znaczy wszakze,
iz mamy tu do czynienia ze zglebieniem natury rzeczy, ze oto nasz
umyst w ten sposob osigga absolutng prawde'. Prawa fizyki doty-
czg jedynie struktury naszych wrazen, ktore sa w cztowieku odciska-
ne przez Boga w pewnym okreslonym porzadku, niemajacym jed-
nak koniecznego charakteru. Zdaniem Berkeleya wiedza naukowa
nie ma polega¢ na ukazywaniu takich ukrytych przyczyn, ale ,na
szeroko$ci ujecia, ktére pozwala na odkrycie w przyrodzie podo-
bienstw, zgodnosci i dostosowania i na wyjasnienie poszczegdlnych
skutkow przez sprowadzenie ich do ogdlnych regut” (Berkeley 2004:
punkt 105, strona 66).

Taka wizja statusu praw naukowych ma istotny wplyw na ro-
zumienie statusu matematyki. Oczywiscie Berkeley nie kwestionuje
jej roli w nauce. Twierdzi jednak, ze wiedza matematyczna ma cha-
rakter czysto instrumentalny i Ze jej warto$¢ polega jedynie na
uzytecznosci. Jako nominalista Berkeley odrzuca teze o istnieniu
abstrakcyjnych bytow, ktorych mialyby dotyczy¢ twierdzenia ma-

B Mechanik postuguje si¢ pewnymi abstrakcyjnymi i ogdlnymi terminami, wy-
obrazajgc sobie w cialach sile, dzialanie, przycigganie [...], ktére dla teorii, for-
mul, a takze obliczen dotyczacych ruchu sa wielce pozyteczne, chociaz na préz-
no by ich szukaé w rzeczywistoéci i w faktycznie istniejacych ciatach, podobnie
jak na prézno by szuka¢ tych rzeczy, ktdre sa fikcjami stworzonymi przez geo-
metréw na drodze matematycznej abstrakcji” (De motu: 39, cyt. za: Copleston
1997: 263).
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tematyczne. Dociekania matematyczne nie opisujg zadnych funda-
mentalnych prawd, pelnia role pomocnicza w stosunku do nauki.
O badaniach prowadzonych w ramach czystej matematyki Berke-
ley wypowiada si¢ w sposob radykalny, przypisujac im status zwy-
klych tamigtéwek, ktére nie majg Zadnego znaczenia z praktyczne-
go punktu widzenia (Berkeley 2004: p. 119, s. 73). Jako dziatalno$¢
oderwana od zastosowan praktycznych, matematyka nie ma zadnej
wartoéci*. Takie instrumentalistyczne stanowisko zajmuje Berkeley
w odniesieniu do geometrii — rézni si¢ wiec ono zdecydowanie od
pogladéw Kartezjusza, przekonanego o tym, ze badania geometrycz-
ne dostarczaja nam wiedzy o naturze przestrzeni. Taka teze¢ Berkeley
odrzuca, uwazajagc za absurdalne twierdzenie o nieskoniczonej po-
dzielno$ci przestrzeni (Berkeley 2004: p. 124, s. 76). Rozciaglos¢ jest
bowiem obecna tylko w naszych wyobrazeniach, za$ zZrédlem nie-
porozumienia jest doktryna dotyczaca istnienia abstrakcyjnych idei
ogolnych'. Odrzucenie tezy o tym, iz geometria opisuje faktycznie
nature przestrzeni fizycznej, nie narusza jednak podstaw tej dziedzi-
ny wiedzy. Berkeley jest bowiem instrumentalista i warto$ci nauki
upatruje wylgcznie w jej uzytecznosci; twierdzi wiec, ze to, co ma
zastosowanie w praktyce, mozemy uznac za obowigzujace na grun-
cie przyjetych przez nas zasad (Berkeley 2004: p. 131, s. 79). Wida¢
tu kolejna istotng réznice stosunku do ujecia Kartezjusza: uzasad-
nieniem dla zda matematyki jest ich uzyteczno$¢, a nie intuicyjna
oczywistos¢. Matematyka nie ma wigc tu oczywiscie charakteru wie-
dzy obiektywnej — w tym sensie, ze nie dotyczy zadnej obiektywnie
istniejacej rzeczywistosci pozajezykowej. Twierdzenia o liczbach de
facto nie opisujg zadnych bytdéw abstrakcyjnych, lecz nazwy i znaki.
Badamy je ze wzgledu na to, Ze reprezentujg przedmioty, ktore liczy-
my (Berkeley 2004: p. 122, 5. 75).

4 Berkeley stwierdza, ze ,nauka o liczbach powinna by¢ catkowicie podporzadko-
wana praktyce i [...] staje si¢ ona jalowa i blaha, kiedy widzi si¢ w niej jedynie
przedmiot czystej spekulacji” (2004: p. 120, s. 74).

»Tego, ktorego umyst opetala teoria abstrakcyjnych idei ogélnych, tatwo prze-
kona¢ o tym, ze [...] abstrakcyjnie podzielna rozcigglos¢ jest nieskonczenie po-
dzielna” (Berkeley 2004: p. 125, 5. 76).

15
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Instrumentalistyczne stanowisko Berkeleya ma zwigzek z jego
koncepcja jezyka. Zdaniem filozofa jezyk matematyczny stuzy nam
jedynie do uzyskiwania pewnych wynikéw, mimo iz sam jest pozba-
wiony interpretacji. W jednej ze swoich prac Berkeley postuguje si¢
obrazowym poréwnaniem matematyki do gry w karty: terminy ma-
tematyczne pelnig role zetonow. W trakcie samej gry mozemy nimi
manipulowa¢, nie biorac pod uwage ich (ewentualnej) interpreta-
¢ji, ktdra zostanie nadana dopiero pod koniec rozgrywki‘. Berkeley
mowi tu wiec o sytuacji, w ktorej w rozumowaniach (gtéwnie — mate-
matycznych) mozemy opiera¢ sie jedynie na czysto syntaktycznych
regutach:

Wedtug rozpowszechnionego mniemania jedynym zadaniem jezy-
ka jest komunikacja naszych idei i [...] kazda nazwa obdarzona zna-
czeniem reprezentuje nasza idee. [...] wystarczy chwila namystu, aby
zda¢ sobie sprawe, ze nie jest rzecza konieczng (nawet w najscislejszych
rozumowaniach), aby nazwy obdarzone znaczeniem i reprezentujace
idee, przy kazdym uzyciu wywolywaly w umysle te idee, ktére zastepu-
ja; bo przy czytaniu i w rozmowie uzywa si¢ nazw przewaznie tak jak
liter w algebrze, w ktdrej, cho¢ kazda cyfra oznacza jakas szczegolowa
wielko$¢ liczbowa, nie jest koniecznym dla poprawnoséci wyliczen, aby
na kazdym kroku kazda cyfra przywolywata na mysl te szczegdtows
wielkos¢, ktdra reprezentuje (Berkeley 2004: p. 19, s. 17-18).

Zwrdéémy uwage na stwierdzenie Berkeleya, ze nie jest konieczne
ciagte skupienie uwagi rozumujacego podmiotu na znaczeniu sym-
boli, ktérymi operujemy*’. Stoi to w wyraznej sprzecznosci z trescio-
wa koncepcja dowodu matematycznego, w mysl ktdrej prowadzenie
rozumowania matematycznego wymaga skupienia uwagi na seman-
tycznych aspektach wyrazen. Zdaniem Kartezjusza poszczegdlne

' W trakcie gry abstrahujemy od zewnetrznej interpretacji. Jesli postugujemy sie
zetonami, to nie musimy wiedzie¢, czy zeton z napisem np. ,LXV” zostanie za-
mieniony na 65 dolaréw czy 65 owiec. Konieczna jest natomiast oczywiscie zna-
jomo$¢ formalnych regul postugiwania sie zetonem w trakcie tej gry (np. zeton
»LXV” jest wart wigcej niz zeton ,, XXX”).

Nie chce tu podejmowac problemu, czy znajomos¢ regul uzycia ,wyrazen kar-
cianych” jest de facto rozumieniem.
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kroki rozumowan dedukcyjnych sa uprawomocnione przez intuicyj-
ny wglad i jest on warunkiem koniecznym poprawnosci rozumowa-
nia matematycznego, bowiem dedukcja réwniez opiera si¢ na intuicji.
Dla Berkeleya taki wglad jest zbedny; rozumowania matematyczne
moga by¢ prawomocne niezaleznie od tego, czy poszczegdlnym kro-
kom mozemy przypisa¢ intuicyjng interpretacje — w szczegdlnosci,
czy intuicyjnie postrzegamy ich prawomocnos¢. Wyrazenia jezyka
matematycznego moga funkcjonowaé, mimo iz nie majg odniesie-
nia pozajezykowego (a nawet nie towarzysza im zadne idee)*. Jezyk
matematyczny moze zatem stanowic¢ jedynie pomocniczy konstrukt
i by¢ interpretowany instrumentalistycznie*®.

Z punktu widzenia Berkeleya, problem uzasadniania tez mate-
matycznych stanowi wylacznie problem praktyczny, dotyczacy wy-
boru uzytecznych narzedzi ulatwiajacych osigganie naszych celow
poznawczych. Owe cele nie obejmujg oczywiscie poznania nowych
prawd dotyczacych obiektéw abstrakcyjnych — moéwienie o czyms$
takim byloby $wiadectwem ulegania ztudzeniom. Zamiarem na-
uki jest jedynie poznanie porzadku, w jakim jawig sie nam zjawi-

'8 Berkeley pisze, iz uzywamy pewnych symboli matematycznych, nawet jesli nie
jesteémy w stanie utworzy¢ zadnych idei zwigzanych z tymi symbolami: ,,znak
algebraiczny, ktory okresla pierwiastek z liczby ujemnej, jest uzywany w ope-
racjach logistycznych, cho¢ nie jest mozliwe utworzenie idei takiej wielkosci”
(cyt. za: Detlefsen 2005: 267). Mozemy zatem abstrahowa¢ nie tylko od pro-
blemu istnienia pozajezykowej reprezentacji poje¢ przez system abstrakcyjnych
bytow, ale nawet od problemu jakiejkolwiek mentalnej reprezentacji owych sym-
boli. Dobrze ilustruje to przywotany przez Berkeleya przyklad jednostki urojo-
nej: mozemy stosowac teorie liczb zespolonych do dowodzenia twierdzen do-
tyczacych liczb rzeczywistych. Liczby zespolone pojawiaja sie w dowodach, lecz
nie ma ich juz w samych sformutowaniach dowodzonych twierdzen.
Postugujac si¢ wspolczesng terminologia techniczng, mozna - jako ilustracje —
poda¢ tu przyklad zjawiska nietwérczosci (konserwatywnosci) teorii. Przypo-
mnijmy, Ze teoria T* jest nietworcza nad teorig T (ze wzgledu na klase zdan P),
jesli dowolne zdanie a.e P, dowodliwe na gruncie teorii T*, jest tez dowodliwe
na gruncie teorii T. Teoria T* moze by¢ uzywana do (wygodniejszego) dowo-
dzenia twierdzen z klasy P i tym samym pelni pewng funkcje poznawcza, ale
zarazem mozna j3 traktowa¢ tylko jako pomocniczy, pozbawiony interpretacji
instrument. Warto przypomnie¢, ze takg wlasnie wizj¢ matematyki (jako narze-
dzia nietwdrczego w stosunku do teorii fizycznych) przedstawit Field w gloénej
monografii (Field 1980).
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ska. Matematyka petni tu funkcje pomocniczg i to wlasnie - ale tyl-
ko to! - stanowi dla niej uprawomocnienie. Podstawowe zasady
matematyczne nie sa uzasadniane przez odwolywanie sie do intu-
icji; kryterium ich przyjecia nie stanowi kartezjaniska oczywistos¢,
ale praktyczne znaczenie w nauce®. Rozumowania matematyczne
przypominaja postugiwanie si¢ wspomnianymi wcze$niej Zetonami;
twierdzeniom tej nauki nie mozna przypisywac statusu prawd obiek-
tywnych, dotyczacych pozajezykowej rzeczywistosci, a jedynie sta-
tus wygodnych konwencji. Operowanie jezykiem za$ nie wiaze sie
z przypisywaniem (wszystkim) wyrazeniom interpretacji ani z intu-
icyjnym ich rozumieniem.

Stanowisko Berkeleya mozna uznaé za bliskie neopozytywi-
stycznej koncepcji matematyki jako swoistej sktadni jezyka nauki.
Carnap postugujgc sie rozrdznieniem na pytania wewnetrzne i ze-
wnetrzne, przypisal twierdzeniom matematycznym charakter prawd
czysto konwencjonalnych, ktére przyjmujemy tylko ze wzgledu na
wygode i ekonomie¢ mys$lenia. W szczegdlnosci zaakceptowanie
okreslonego jezyka i akceptacja pewnych tez w nim formutowanych
nie niesie za sobg przyjecia tez egzystencjalnych. Carnap analizuje
status jezyka, w ktorym moéwimy o rzeczach, i stwierdza, ze uzywa-
nie tego jezyka nie pociaga za sobg koniecznosci uznaniarealn o-
$ci $wiata rzeczy (Carnap 1950: 235). Mozemy bowiem 6w jezyk
traktowac czysto instrumentalnie - i z takg sytuacja mamy czesto do
czynienia w nauce. W jezyku naukowym wprowadzamy bowiem po-
jecia, ktore nie odnosza si¢ bezposrednio do danych doswiadczenia,
ale ich uzycie jest motywowane tym, ze w bogatych jezykach w bar-
dziej efektywny sposdéb mozna prowadzi¢ rozumowania, formuto-
wa¢ teorie i je uzasadnia¢. Oczywiscie te uwagi odnosza si¢ tez do
problemu istnienia bytéw abstrakcyjnych. Zdaniem Carnapa ,,decy-
dujgcym pytaniem nie jest rzekomy ontologiczny problem istnienia
obiektow abstrakcyjnych, ale raczej pytanie o to, czy uzycie abstrak-

2% Nie chce tu twierdzi¢, ze Berkeley negowat to, iz pewne fakty moga nam jawi¢ sie
jako oczywiste. Chodzi natomiast o to, Ze sama oczywisto$¢ zasad matematycz-
nych nie stanowi bynajmniej gwarancji ich prawomocnosci. Teorie matema-
tyczne zyskuja bowiem swoje uprawomocnienie jedynie przez zastosowania
W nauce.
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cyjnych form lingwistycznych, czy [...] uzycie zmiennych wykracza-
jacych poza zmienne dla rzeczy (lub dane fenomenalistyczne), jest
skuteczne i owocne dla celéw [...] analizy, interpretacji, wyjasniania
lub konstruowania [...] jezyka naukowego” (Carnap 1950: 247). Mo-
zemy zatem postugiwac si¢ jezykiem matematyki, uchylajac kwestie
istnienia (czy raczej — traktujac je jako pozbawione sensu pseudopy-
tania). Oczywiscie, z punktu widzenia stanowiska Carnapa, dowdd
matematyczny nie byt postrzegany jako ciag intuicyjnych aktow, ale
dawat si¢ zrekonstruowa¢ metodami logiki formalnej*'.

Jezyk matematyczny w ujeciu Berkeleya nie opisuje wigc wiecz-
nych i niezmiennych prawd matematycznych, ale stanowi pewnego
rodzaju praktyczne narzedzie, stuzace do ekonomicznego i spraw-
nego zapisywania rozumowan naukowych. Sa to przekonania zde-
cydowanie odmienne od pogladow Kartezjusza, dla ktdrego rekoj-
mie prawomocnoséci poznania matematycznego stanowi swoista
intuicja — zdolno$¢ naszego intelektu do bezposredniego ujmowania
zaréwno podstawowych prawd, jak i prawomocnosci rozumowan.
Mozna wiec owe dwa stanowiska uznac za modelowe dla dwoch réz-
nych wizji argumentacji matematycznej, ktére okreslimy roboczo
jako ,wizje formalistyczng” i ,wizj¢ rozumiejacg”

3. Peacock i Pasch - algebra i geometria punktu widzenia
formalizmu

Kartezjusz 7zrédla wiedzy upatrywal w intuicji matematycznej.
O prawomocnosci dowodu i danej argumentacji musza $wiadczy¢
analizy o charakterze tre§ciowym, a nie formalnym. Poglad ,,trescio-
wy” byl obecny w matematyce (i refleksji nad nig) przez bardzo dlugi
czas. Mozna powiedzie¢, ze jest to naturalny punkt widzenia, zwlasz-
cza je$li uwzgledni sie podstawowa role geometrii w rozwoju ma-

* Podobne - w odniesieniu do matematyki - jest stanowisko Hempla, ktory okre-
$lit matematyke jako ,teoretyczna sokowirowke” Jej zadaniem jest ulatwienie
nam rozumowar, jednak zdania tej dyscypliny naukowej sg pozbawione fak-
tycznej tresci (Hempel 1945: 379).
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tematyki. Rola intuicyjnego ogladu w rozumowaniach geometrycz-
nych jest oczywista, a szereg intuicyjnych dowoddw geometrycznych
sprowadza sie niejako do dostrzezenia pewnych faktow?2. Wyraz ta-
kiego ,wyobrazeniowego” myslenia stanowi stwierdzenie Ponceleta:
W zwyklej geometrii [...] opisywana jest figura, nigdy nie tracimy jej
z 0czu, zawsze rozumujemy z uzyciem wielkosci i form, ktére sg rze-
czywiste, i nigdy nie dochodzimy do wnioskéw, ktére nie mogg by¢
odzwierciedlone w wyobrazni lub przed naszymi oczyma za pomoca
obiektéw zmystowych” (cyt. za: Detlefsen 2005: 265). Jednak stop-
niowo coraz wigksze znaczenie zyskuje inny sposob myslenia o pro-
cesie wnioskowania w matematyce. Mozna powiedzie¢, ze w poszu-
kiwaniu istoty dowodu matematycznego - i zarazem sformutowania
uprawomocniajgcych go zasad - kryterium intuicyjnoséci i oczywi-
sto$ci przestalo wystarczaé: po prostu w szeregu przypadkow oka-
zalo sie, ze intuicje moga by¢ zwodnicze. Zaczeto wigc poszukiwaé
owych kryteridow w postaci zobiektywizowanych, niezaleznych od
naszego intuicyjnego pojmowania regut formalnych. W tym nowym
ujeciu odchodzi sie od wizji dowodu matematycznego jako procesu
opierajacego si¢ na niezawodnych i jasnych intuicjach, ktére prowa-
dza nas przez wszystkie stadia dowodu. Na dowdd zaczynamy pa-
trze¢ jak na — méwiac dzisiejszym jezykiem - czysto syntaktyczny
konstrukt. Kontemplacja wiecznych prawd matematycznych zostaje
zastgpiona przez mechanicznie, nieodwolujace sie do intuicji dzia-
tania na symbolach. Taka zmiana nie nastapila oczywiscie w sposéb
nagly, raczej byla wynikiem pewnej ewolucji, w ktérej stopniowo od-
chodzono od postulatu tresciowej kontroli nad przedmiotem rozu-

> Jako przyklad przytoczmy twierdzenie mowigce o tym, ze kazda krzywa za-
mknieta rozcina plaszczyzne na dwie czeéci. Intuicyjnie jest ono absolut-
nie oczywiste (cho¢ jego dowod jest nietrywialny). W wielu dowodach geo-
metrycznych odwolujemy sie do wyobrazen typu ,wyobrazmy sobie, ze po tej
krzywej porusza si¢ punkt” albo ,;wyobrazmy sobie, Ze ten okrag si¢ powicksza,
az dotknie proste;j” etc.

» Mozna powiedzie¢, ze mamy tutaj wrecz ,wizualizacyjne” rozumienie dowodu.
Szereg faktéw geometrycznych ma dla nas absolutnie oczywisty charakter, np. to,
ze odcinek ma dokladnie jeden $rodek. Rota jako przyktad takiego oczywistego
faktu, ktérego dowdd w gruncie rzeczy polega na ,wejrzeniu” w geometryczna
sytuacje, podaje twierdzenie Desargue’a (Rota 1997).
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mowania na rzecz postulatu postepowania zgodnie z pewnymi regu-
tami, ktdre nie sg treSciowo powigzane z przedmiotem analizy i maja
charakter niejako zewnetrzny (i najczesciej — bardziej ogélny). Mo-
wiac o tej zmianie paradygmatu, nie mam na mysli tego, ze kiedy$
matematycy starali si¢ rozumie¢ prowadzone przez siebie dowody,
a teraz tylko dokonuja przeksztalcen - bylby to oczywisty falsz. Co
wiecej, sami badacze w praktyce postugujg sie kryteriami oczywi-
stosci czy intuicyjnej prawdziwosci. Chodzi o to, Ze w analizach me-
todologiczno-filozoficznych punkt ciezkoéci zdecydowanie prze-
sunal si¢, a przedmiotem analiz staly si¢ w duzym stopniu czysto
formalne wlasnoéci dowodéw.

W procesie owej ,algebraizacji wizji dowodéw matematycz-
nych’, czyli odchodzenia od pogladu tresciowego na rzecz pogladu
formalistycznego, istotng role odegral oczywiscie rozwoj samej alge-
bry. W tym kontekscie trzeba wspomnie¢ o pracach Peacocka*. Jego
gltéwne dzieto, Treatise on Algebra (1830), miato ambicje ugrunto-
wania algebry jako dyscypliny naukowej*. W jego ujeciu jest ona
»hauka dotyczacg kombinacji dowolnych znakéw i symboli zdefi-
niowanych za pomocg dowolnych praw” (Peacock 1830: 78). Punk-
tem wyjscia byla arytmetyka, jednak wyrazenia arytmetyczne staly sie
przedmiotem badania same w sobie, w oderwaniu od ich pierwot-
nej interpretacji**. Badanie formalnych wlasnosci wyrazen jest alge-
braicznym uogélnieniem arytmetyki. Jednak podlega ono pewnym
ograniczeniom - prawdy arytmetyczne musza bowiem zosta¢ zacho-

>4 Nie twierdze oczywiscie, ze przed Peacockiem nie bylo takich czysto formal-
nych zastosowan algebry; mam jednak na myéli fakt, ze badacz ten w jawny
sposob sformufowat okreslone zasady metodologiczne i mozna go traktowac
jako reprezentanta pewnego sposobu myslenia o matematyce. Okreéla sie go
zreszta mianem zatozyciela szkoly symbolicznej (do ktérej nalezeli tez De Mor-
gan i Boole, por. Macfarlane 2009: 6).

Nalezy pamietad, ze jeszcze w 1796 roku, w pracy Principles of Algebra, Frend
protestowal przeciwko uzywaniu liczb ujemnych, zarzucajac metaforyczno$é
wyjasnieniom opartym na analogiach z dtugiem, co miato $§wiadczy¢ o nienau-
kowosci (por. Macfarlane 2009: 4). Widoczna byta zatem koniecznos¢ rygory-
stycznego, naukowego ugruntowania algebry.

»Algebra symboliczna przyjmuje reguty algebry arytmetycznej, ale usuwa ogra-
niczenia tejze” (cyt. za: Macfarlane 2009: 7).

25
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wane i - mowigc obrazowo - to one stanowig probierz tego, czy dana
konstrukcja algebraiczna jest dopuszczalna. Arytmetyka ma charak-
ter dyscypliny ,,sugerujacej” prawa algebry (suggesting science), skla-
da sie bowiem z oczywistych p ra w d, za$ algebre tworza uzyteczne
poznawczo zalozenia. Peacock odrdznial tu algebre arytmetycz-
ng od algebry symbolicznej. Wybor praw dla tej drugiej jest motywo-
wany ich przydatno$cig do rozwigzywania probleméw — a warunkiem
tej przydatnosci jest to, Ze zachowuja prawdy arytmetyki (Peacock
moéwil tu o Principle of Permanence of Equivalent Forms). Reguly al-
gebry maja charakter arbitralny, nie wynikaja z zasad arytmetyki,
nie sa wybierane z mysla o tym, aby opisa¢ pewien dany uprzed-
nio przedmiot”. Przyjecie tego typu zasad metodologicznych ma
tez oczywiscie istotny zwigzek z pojmowaniem natury matematycz-
nych rozumowan. Ujecie Peacocka przypomina tu stanowisko Ber-
keleya: etapy posrednie moga by¢ pozbawione interpretacji i petni¢
role czysto instrumentalng, za$ ustalenie interpretacji jest konieczne
dopiero w koricowym stadium rozumowania, aby mozna bylo poda¢
jego wynik (dokladnie tak, jak to si¢ dzieje w przeksztalceniach alge-
braicznych). Rozumowanie matematyczne moze wiec zawierac ele-
menty manipulacji symbolami niezaleznie od tego, czy te symbole
sg zinterpretowane. Ma wigc charakter czysto symboliczny, a nie tre-
$ciowy, i nie musimy by¢ zdolni do rozumowego, intuicyjnego ujecia
poszczegdlnych krokéw wnioskowania (jak postulowat to w swoich
Prawidtach kierowania umystem Kartezjusz)*. Nalezy jednak pod-
kresli¢, ze Peacock nie twierdzil, iz matematyka to czysto formalna

7 Warto tu przypomnie¢ sktadows ,,kreatywistyczng” stanowiska formalistyczne-
g0, wyrdzniong przez Detlefsena. Prawa algebry s3 w duzym stopniu dowolne
(jedynie sugerowane przez prawa arytmetyki), motywowane checig rozwiazy-
wania istniejacych probleméw matematycznych. Matematyk ma wigc swobo-
de w tworzeniu narzedzi, ograniczany jest tu tylko wymogami o charakterze
metodologicznym.

Scigle rzecz biorac - do nadania tym krokom interpretacji. Trudno bowiem za-
przeczy¢, ze takze w skrajnie formalistycznym ujeciu musimy umie¢ rozpoznaé
fakt, iz pewna operacja dokonana na symbolach jest zgodna z przyjetymi przez
nas regutami. W tym przypadku jednak nie odwolujemy si¢ do intuicji w takim
sensie, jak rozumiat jg np. Kartezjusz, ale raczej do intuicji w bardzo zreduko-
wanym znaczeniu (tak jak pojmowat ja np. Hilbert).

28
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gra symboli. W rozumowaniach matematycznych zostajg wprowa-
dzone elementy czysto formalne, ale zasadniczym celem poznaw-
czym nadal pozostaje dochodzenie do prawd matematycznych.
Formalizm Peacocka nie jest wigc formalizmem skrajnym?.
Badania Peacocka dotyczace algebraizacji arytmetyki stanowi-
ty jeden z etapdw ksztaltowania sie nowego pogladu na nature rozu-
mowan matematycznych. Podobna zmiana myslenia zachodzita tak-
ze w przypadku geometrii. Niewgtpliwie znaczgcym impulsem bylo
tu pojawienie si¢ geometrii nieeuklidesowych*°. W tej nowej sytuacji
teza gloszaca, ze geometria jest nauka o przestrzeni (fizycznej), opar-
ta na naszych intuicjach, przestala mie¢ racje bytu. Geometria stawa-
ta sie bowiem dziedzing wiedzy o pewnych strukturach oderwanych
od pogladowych interpretacji, a stanowigcych modele dla poszcze-
golnych systemdéw geometrycznych (traktowanych w sposob czysto
hipotetyczny)*'. Nastapito wiec odejscie od idei, iz teoria matema-
tyczna opisuje pewien dany uprzednio i intuicyjnie ujmowany mo-
del zamierzony, na rzecz my$lenia w kategoriach mozliwych inter-
pretacji dla teorii*>. W sytuacji, gdy intuicja geometryczna przestata
stanowi¢ rekojmie (i warunek) poprawnosci dowodu, coraz bardziej

* Warto postuzy¢ sie tu wspélczesng analogia: matematyk-realista jest przeko-

nany o obiektywnym istnieniu rzeczywistosci matematycznej, ktorej dotycza
twierdzenia. Moze jednak zgodzi¢ sie na uzycie komputera w dowodzie, ktory
dokonuje pewnych czysto symbolicznych operacji. Zarazem jednak 6w badacz
moze twierdzi¢, ze wynik tych czysto symbolicznych operacji ma pewng obiek-
tywng tre$¢ (np. teorioliczbows).

Prace Pascha powstawaly w momencie, gdy od dawna byly znane modele dla
geometrii nieeuklidesowych, zas Riemann w swojej stynnej pracy Uber die Hy-
pothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen (1858) dal poczatek nowemu,
ogdlniejszemu ujeciu geometrii. To niewatpliwie sprzyjato mysleniu o geome-
trii w terminach czysto formalnych.

Coffa zauwaza w odniesieniu do problemu geometrii nieeuklidesowych, iz po
raz pierwszy w historii spoleczno$¢ naukowcéw musiata zaakceptowacé (i to nie
jedynie w prowizoryczny, roboczy sposob) istnienie calego zestawu wzajemnie
sprzecznych teorii dotyczacych jednego zagadnienia. Wyjasnienie tej nowej sytu-
acji stanowilo niewatpliwie wyzwanie dla filozofii matematyki (Coffa 1986: 8).
Gray twierdzi, ze geometria sferyczna poczatkowo w ogéle nie byla postrzega-
na jako model wlasciwy ge ome trii, bowiem geometria dotyczy prostych na
plaszczyznie (lub w przestrzeni), a nie krzywych na kuli (Gray 1989: 171).
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wyrazna stawala sie potrzeba ustalenia obowigzujacych standardow
uprawiania matematyki, w szczegdlnosci usuniecia niejasnosci doty-
czacych metod dowodowych.

Analizy Peacocka mozna odnies¢ do problemu statusu elemen-
tow intuicyjnych w rozumowaniach arytmetycznych, natomiast w od-
niesieniu do geometrii w jawny sposéb takie standardy sformutowat
Pasch®. Jego prace dotyczg statusu (i de facto eliminacji) elementow
intuicyjnych w dowodach geometrycznych. Zdaniem Pascha warun-
kiem pelnej $cistosci dowodu jest mozliwos¢ abstrahowania od sen-
su poje¢ geometrycznych (w szczegdlnosci tez od diagramow - tj. ilu-
stracji — 1 wszelkich elementéw pogladowych). Jest wprawdzie rzecza
uzyteczng i dopuszczalng myélenie w trakcie dowodu o tym, do czego
te pojecia sie odnosza, jednak nie jest to w ogdle konieczne, a co wie-
cej, moze stanowic¢ zrodlo btedéw i niescistosci w dowodach.

Jesli geometria ma naprawde by¢ nauka dedukcyjng, proces wniosko-
wania musi we wszystkich fragmentach by¢ niezalezny od znaczenia
pojec¢ geometrycznych, podobnie jak musi by¢ niezalezny od diagra-
moéw; pod uwage moga by¢ brane jedynie relacje wyrazane w twierdze-
niach i definicjach. W czasie wnioskowania jest uzyteczne i dopusz-
czalne, ale nie konieczne myslenie o znaczeniach termindw; faktycznie,
jesli jest to konieczne, to w ten sposob widoczna staje si¢ niepopraw-
no$¢ dowodu (Pasch 1882: 98).

W takim ujeciu, w samym procesie dowodzenia nie musimy (a na-
wet nie powinni$my) opierac si¢ na intuicyjnym ogladzie przedmio-
tu badan, ale traktowa¢ dowdd czysto formalnie, jak symboliczne
rozwigzywanie réwnania czy dokonywanie pewnych formalnych
operacji na wyrazeniach algebraicznych. Jest to niewatpliwie ujecie

3 M. Pasch (1843-1930) zajmowat si¢ geometrig. W pracy Vorlesungen iiber neue-
re Geometrie (1882) podal aksjomatyczne sformutowanie tej dyscypliny (ktore
stato si¢ inspiracjg dla pozniejszej aksjomatyzacji Hilberta). Odkryl tam m.in.,
iz geometria Euklidesa opierala sie - jako na nieu$wiadomionym zatozeniu,
przyjmowanym za oczywiste — na tzw. aksjomacie Pascha (w uproszczeniu: pro-
sta nieprzechodzgca przez zaden z wierzchotkéw trdjkata, ale przecinajaca je-
den bok tréjkata, musi przecigé jeszcze przynajmniej jeden bok).
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skrajnie odmienne od przywolywanej wczesniej koncepcji Ponceleta
(w my$l ktorej mamy ,,przed oczyma wyobrazni” badany przedmiot).

Potrzeba ustalenia standarddw (i proces faktycznego ich tworze-
nia) dotyczyta oczywiscie nie tylko geometrii czy algebry - podob-
ny proces zachodzil w przypadku np. analizy. Pierwotnie operowa-
no w niej intuicyjnie rozumianym pojeciem wielkosci nieskonczenie
malych, ale koncepcja ta ustgpila miejsca podejsciu opartemu na de-
finicji epsilonowo-deltowej (nalezy pamietad, ze definicje cigglodci
Cauchyego czy Heinego zostaly sformulowane dopiero w XIX wie-
ku!). To umozliwilo uwolnienie si¢ od argumentacji odwolujacej si¢
do intuicji - na rzecz argumentacji opartej na obliczeniach i formal-
nych przeksztalceniach wyrazen.

Poglady Pascha dotyczace geometrii s utrzymane w duchu bar-
dzo rygorystycznym (Freudenthal nazywa Pascha ,ojcem $cisto-
$ci w geometrii” - Freudenthal 1962: 619). Rzeczywiscie, jego zda-
niem odwolania do intuicji w dowodzie geometrycznym $wiadcza
o tym, ze dowod ten zawiera luki. Powinien on bowiem dac sig¢ zre-
konstruowaé w czysto formalny sposéb, a sam proces dowodzenia
winien mie¢ charakter zobiektywizowany i wolny od elementéw wy-
obrazeniowych oraz odwolan do czysto intuicyjnej akceptacji fak-
tow. Postulowany przez Pascha ideal $cisto$ci znajduje swoja realiza-
cje w pracach Hilberta.

4. Grundlagen der Geometrie Hilberta

W Grundlagen der Geometrie (1899) Hilbert podat aksjomatycz-
ne ujecie geometrii, ktore pozwolito (przez wykorzystanie technik
geometrii analitycznej) na konstrukcje modelu dla aksjomatow
geometrii klasycznej i wykazanie w ten sposob semantycznej nie-
sprzecznosci tej aksjomatyki. Wersja Hilberta opiera si¢ na termi-
nach pierwotnych, takich jak punkt, prosta, ptaszczyzna, oraz na
predykatach pierwotnych wyrazajacych lezenie miedzy (tréjargu-
mentowa relacja miedzy punktami). Zawiera tez dwuargumentowe
predykaty lezenia na (punktu na prostej, punktu na plaszczyznie,
prostej na plaszczyznie) oraz dwuargumentowe predykaty przysta-
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wania (przystawania odcinkow, przystawania katow). Aksjomatyka
Hilberta zawiera trzy grupy aksjomatéw (incydencji, uporzadkowa-
nia, przystawania), aksjomat réwnoleglosci oraz aksjomaty ciagto-
$ci. Okazuje sig, ze taka aksjomatyka definiuje z dokladnoscia do
izomorfizmu strukture izomorficzng z R® (z naturalng interpreta-
cja terminow pierwotnych). Ujecie Hilberta pozwolito na wykaza-
nie niezaleznosci od siebie aksjomatéw (przez podanie modeli dla
réznych wersji tej aksjomatyki, w ktorych usuwano pewien aksjo-
mat, zastepujac go np. jego negacja). W ujeciu analitycznym ter-
miny geometryczne (punkt, prosta etc.) interpretowano jako odpo-
wiednie podzbiory, np. R3 nie byla przy tym konieczna wizualizacja
ani intuicyjne przedstawienie sobie tych obiektow?*. Jest to proce-
dura faktycznie bardzo odlegla od rozumowan odwotujgcych sie
do naszego rozumienia przestrzeni®*. Hilbert realizowal program,
w ramach ktdrego rola intuicji przestrzennej zostala zredukowa-
na do roli czysto pomocniczej, za$ intuicyjna interpretacja termi-
néw geometrycznych nie jest konieczna dla prowadzenia dowodow.
Te bowiem winny mie¢ charakter czysto formalny. W literaturze
mozna spotkac stwierdzenia, ze Grundlagen der Geometrie zadaly
$miertelny cios koncepcji geometrii jako nauki o przestrzeni, opie-
rajacej sie na intuicyjnych przekonaniach. Faktycznie, Hilbert nie
naklada zadnych warunkéw dotyczacych natury obiektéw sklada-
jacych si¢ na modele dla systemu aksjomatéw geometrycznych; nie

3% Warto jednak odnotowa¢ prace Meikle, Fleuriot (2003), w ktérej autorzy pod-
daja aksjomaty Hilberta formalizacji w systemie dowodzenia ISAR, wykazujac,
iz rozumowania badacza réwniez (nieswiadomie) odwolywaly sie do elemen-
téw intuicyjnych, wbrew deklaracji catkowitej formalizacji.

Sprawdzenie pewnego faktu za pomoca technik geometrii analitycznej moze w 0go6-
le nie wiaza¢ si¢ z tym, ze potrafimy sobie te geometryczna sytuacje przedstawié
(co jest oczywiste np. wtedy, gdy rozwazamy problemy dotyczace przestrzeni
o wigkszej niz 3 liczbie wymiaréw). Na przyktad problem stycznosci krzywych
ma interpretacje analityczng jako problem istnienia rozwigzania ukladu réw-
nan i moze by¢ rozstrzygniety czysto analitycznie, bez odwotan do poglado-
wej interpretacji. Z kolei korzystanie z tradycyjnych technik geometrycznych
wymaga najczeéciej przedstawienia sobie tej sytuacji i zrozumienia jej geome-
trycznych aspektéw. Ilustruje to réznice miedzy czysto formalnym a trescio-
wym konstruowaniem dowodéw matematycznych.

35



34 ROZDZIAL 1

z3da w szczegdlnosci, aby interpretacja miata naturalny charakters®.
Mozna tu wiec méwi¢ o pojawieniu si¢ nowej, abstrakcyjnej kon-
cepcji matematyki. Jej cechg charakterystyczng jest uniezaleznianie
sie od intuicyjnego znaczenia termindw i koncentracja na badaniu
czysto logicznych zaleznosci miedzy zdaniami matematycznymi?.
W takim duchu uprawia geometri¢ Hilbert. W Grundlagen nie
zajmuje si¢ problemem, czym tak naprawde sa punkt, prosta, pltasz-
czyzna etc., bowiem jego ujecie ma charakter wylacznie aksjoma-
tyczny. Mozna powiedzie¢, ze w miejsce pojecia prawdy geome-
trycznej, opisujacej pewne obiektywne, dane uprzednio zaleznosci
przestrzenne, pojawia si¢ pojecie prawdy zrelatywizowanej do pew-
nego systemu spelniajacego aksjomaty. Zaleznosci logiczne migdzy
zdaniami geometrii zaczynajg by¢ badane w oderwaniu od ich za-
mierzonej interpretacji, jako zjawiska czysto metamatematyczne.
W takim ujeciu podstawowym przedmiotem badan geometrii jest
to, czy dane zdanie B jest prawdziwe w tych dziedzinach przedmio-
towych (dzi$ powiedzielibysmy: modelach), w ktérych prawdziwe sa
inne zdania o ,...o. . Nie stawiamy przy tym zadnych ograniczen do-
tyczacych natury tych dziedzin - w szczegélnosci nie musimy in-
tuicyjnie przypisywac charakteru geometrycznego obiektom zawar-
tym w ich obrebie®. Geometria staje sie nauka dotyczaca dowolnych
dziedzin, w ktorych prawdziwe sa stosowne aksjomaty. Nawet jesli
3¢ Hilbert miat powiedzieé, ze przy prawidiowej aksjomatyzacji geometrii powin-
ni$my by¢ w stanie zamiast o punktach, prostych i ptaszczyznach méwi¢ o sto-
tach, krzestach i kuflach piwa (por. Shapiro 1996: 156). Geometria analityczna
umozliwia konstruowanie takich modeli w terminach liczb rzeczywistych, ale
tez moga mie¢ one zupelnie inny charakter.
Tego typu styl uprawiania matematyki charakteryzuje Bernays w nastepujacy
sposdb: ,,[rozumowania] s3 uzywane nie tylko po to, aby wspoméc naszg intu-
icje w badaniach dotyczacych figur przestrzennych; zaleznosci logiczne sg ra-
czej badane dla nich samych i w rozumowaniach jest dopuszczalne jedynie od-
wolywanie si¢ do tych wlasnosci danej figury, ktore zostaly jawnie zalozone lub
ktore wynikaja logicznie z zatozen i aksjomatéw” (Bernays 1967: 497).
Znoéw bedzie wygodnie odwota¢ sie do przyktadu geometrii analitycznej: zbidr
{(x,y) eR* y=x*} mozna badac¢, abstrahujac od jego geometrycznej interpretacji
jako paraboli; podobnie mozna czysto analitycznie bada¢ zbiér liczb zespolo-
nych {e': pe[o,2m)}, abstrahujac od jego geometrycznej interpretacji jako okre-
gu etc.

37

38



DWIE WIZJE DOWODU. UWAGI HISTORYCZNE 35

s3 one motywowane pewnymi intuicjami, to intuicyjne rozumienie
termindw geometrycznych nie jest konieczne dla dowodzenia twier-
dzen (cho¢ oczywiscie moze by¢ heurystycznie pomocne). Dzi$ ta-
kie ujecie jest dla nas oczywiste, za$ teoria modeli — w ktdrej podsta-
wowy przedmiot badan stanowi wlasnie zalezno$¢ miedzy zdaniami
pewnego jezyka formalnego a rdoznego typu modelami dla tych
zdan - jest podstawowym dzialem (meta)matematyki. Jednak prace
Hilberta pojawity si¢ w okreslonym kontekscie historycznym i moz-
na uzna¢ je za przetomowe.

W rygorystycznych dowodach Hilberta nie ma juz sladu ,,jasne-
go i wyraznego widzenia” Kartezjusza (ani kantowskich kategorii
czasu i przestrzeni), twierdzenia geometrii nie s3 uzasadniane przez
intuicyjny wglad, ale dowodzi si¢ ich w sposéb formalny, w oderwa-
niu od interpretacji. W miejsce intuicyjnego ogladu prawdziwosci
mamy formalne dowody - mozna rzec: formalne operacje na sym-
bolach. Interpretacja pojawia si¢ dopiero na koncu - i tu moze
sie okazac, ze dowod oczywistego skadinad faktu, iz odcinek ma do-
kladnie jeden $rodek, zajat kilka stron zmudnych rachunkow.

5. Hilbert a Frege

Charakterystyczne dla podejscia aksjomatycznego jest uznanie, ze to
dopiero aksjomaty definiujg znaczenia terminéw. Nie ma wigc sen-
su pytac o to, jaka jest istota obiektow geometrycznych, zanim zo-
stang podane opisujace je aksjomaty. To one precyzuja sens pojeé,
takich jak np. ,,punkt’, ,prosta’, ,ptaszczyzna” etc. Aksjomaty po-
zwalajg wigc na wprowadzenie nowych termindéw do matematyki
w sposob niezalezny od ich intuicyjnego rozumienia*’. Stanowisko

3 W tym przyktadzie réznica miedzy intuicyjnym a formalnym ujeciem jest wy-
razna: to, ze odcinek ma jeden srodek jest absolutnie oczywiste, natomiast jako
czysto formalne zdanie wymaga takiego samego dowodu jak kazde (rowniez
trudne i nieoczywiste) inne twierdzenie geometryczne. Intuicja nie sankcjonu-
je tutaj prawomocnosci.

4 Oczywiscie Hilbert nie twierdzil, ze nie mamy intuicyjnego rozumienia po-
je¢ geometrycznych i ze do tego intuicyjnego rozumienia nie odwolujemy sie
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to radykalnie rézni si¢ od pogladu, w mysl ktdrego pierwotna jest ja-
ka$ (nawet niesprecyzowana formalnie) semantyka, za$ ujecie aksjo-
matyczne stanowi dopiero dalszy etap dzialan.

Stanowisko Hilberta warto skonfrontowa¢ ze stanowiskiem Fre-
gego w tej kwestii. Frege — ojciec zalozyciel logicyzmu — niewatpliwie
uwazal badania logiczne i formalizacje jezyka matematycznego za
niezwykle wazne. Zarazem jednak miatl odmienny poglad na natu-
re jezyka matematycznego i rozumowan matematycznych. Zdaniem
Fregego to definicje powinny wyjasnia¢ znaczenia uzywanych termi-
néw, za$ zadaniem aksjomatdw jest juz wyrazanie p r a w d. Definicje
przez postulaty nie wywiazuja si¢ natomiast z zadnego z tych zadan.
Nie mozna ich uzna¢ ani za prawdziwe definicje, ani za aksjomaty.
Te drugie (oraz twierdzenia) nie powinny bowiem zawiera¢ zadnych
terminow, ktérych sens nie bytby znany juz uprzednio.

Zdaniem Hilberta definicja przez postulaty ma jednoczesnie de-
finiowa¢ terminy i uyjmowa¢ prawdy na ich temat. Twierdzi on, Ze nie
ma sensu poszukiwanie znaczen termindéw geometrycznych uprzed-
nich w stosunku do zasad (czyli aksjomatéw) opisujacych podstawo-
we zaleznosci miedzy obiektami geometrycznymi (czyli - w ujeciu
Hilberta — dowolnymi obiektami spelniajacymi pewne zaleznosci).
Przy takim podejsciu nie ma innego sposobu ustalenia znaczenia
terminu niz przez wskazanie, jaka jest jego relacja wzgledem innych
terminéw. Natomiast natura obiektéw, do ktérych odnosza si¢ ak-
sjomaty, nie jest ustalona, gdyz nie jest to konieczne w badaniach
matematycznych*. W jednym z listéw do Fregego Hilbert pisal, ze
teoria matematyczna stanowi pewnego rodzaju budowle (ruszto-
wanie), w ktérym mamy podstawowe pojecia wraz z relacjami mie-
dzy nimi (por. Shapiro 1996: 162). Taki sposéb myslenia jest oczy-

w dowodach. Chodzi o to, ze - z metodologicznego punktu widzenia — jest do-
puszczalne czysto formalne, aksjomatyczne wprowadzanie termindw, zas pyta-
nie o ich sens bedzie dobrze postawione dopiero po podaniu ich formalnej
definicji.

Shapiro zauwaza, ze jest to punkt widzenia bliski pogladom wspétczesnych struk-
turalistéw, zdaniem ktorych nie mozna méwi¢ o wlasnosciach wewnetrznych
obiektéw matematycznych, a jedynie o ich relacji do innych obiektéw z danej
struktury matematycznej (Shapiro 2005b).
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wiscie istotnie roézny od ujecia tresciowego, w mysl ktdrego mamy
dostep poznawczy do zamierzonego przedmiotu badan geometrycz-
nych (np. do przestrzeni fizycznej). Frege uwazal, ze geometria ma
pewien przedmiot badan, ktérym jest przestrzen, za$ Hilbert badat
logiczne konsekwencje aksjomatow, ktore uwazal za uwiklane defi-
nicje poje¢ geometrycznych. Dopuszczal wprowadzanie terminow
w sposob czysto aksjomatyczny, bez uwzgledniania ich ewentualnej
interpretacji.

Oczywiscie nalezy pamietaé o tym, ze zabiegi Hilberta miaty —
w duzym stopniu - charakter metodologiczny. Nie twierdzil on
przeciez, iz obiekty geometrycznie nie sg przedmiotem zaintereso-
wania geometrii — postugiwal si¢ natomiast metoda aksjomatyczna,
aby ugruntowaé geometrie jako $cista nauke i uwolni¢ dowody od
domieszki subiektywizmu (stanowi to niejako wstepny etap pdzniej-
szego programu Hilberta dla calej matematyki). Jednak niezaleznie
od tego zastrzezenia, warto podkresli¢, ze w takim ujeciu nadanie
interpretacji nie jest konieczne dla postugiwania sie jezykiem ma-
tematycznym (czy jego fragmentami). A zatem pewne czgsci jezyka
matematycznego moga odgrywac wazna role w rozumowaniach ma-
tematycznych, mimo iz nie zostaly wprowadzone w oparciu o roz-
wazania tresciowe, wywodzace sie z jakiej$ formy matematycznej in-
tuicji, ale wylgcznie dlatego, ze spelniaja pewne warunki formalne.
Nie jest niezbedne preteoretyczne, intuicyjne rozumienie tych po-
je¢. Jedyne kryterium stanowi tu formalna niesprzecznos¢ postula-
tow charakteryzujacych sens poje¢ - poza tym swoboda matematy-
ka nie jest niczym skrepowana.

Takie stanowisko wydaje si¢ bliskie czysto formalistycznej wi-
zji matematyki jako swoistej gry symboli, za§ rozumowan matema-
tycznych - jako dziatan mechanicznych. Frege zdecydowanie odrzu-
ca punkt widzenia, w my$l ktdrego dzialalno$¢ matematyczna polega
na manipulowaniu symbolami pozbawionymi znaczenia. Jego argu-
mentacje mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob: jesli uznamy, ze
faktycznie wyrazenia arytmetyczne sa pozbawione pozajezykowe-
go odniesienia, tym samym musimy uzna¢, Ze stwierdzenia arytme-
tyczne nie moga wyraza¢ zadnych tresci. Jednak wowczas arytme-
tyka nie moze by¢ nigdzie zastosowana — i tym samym nie mozna



38 ROZDZIAL 1

uznac jej za nauke. Tak wlasnie jest w przypadku szachéw: nie sta-
nowig one nauki, bo nie wyrazaja my$li. Nie mozna ,wiedzy szacho-
wej” zastosowaé do innych dziedzin. Inaczej jednak jest w przypad-
ku arytmetyki: zdania arytmetyczne wyrazajg mysli, nie sg jedynie
zbiorami symboli, ktére przeksztalcamy zgodnie z jakimi$ arbitral-
nymi regufami. ,,To stosowalnos¢ podnosi arytmetyke do rangi na-
uki” (Frege 1903: §91). Zdaniem Fregego rozumowania nie moga
mie¢ czysto symbolicznego charakteru. Winny by¢ wiec oparte na
przestankach, ktore s czyms wiecej niz tylko zbiorami niezinterpre-
towanych symboli (ktérymi manipulujemy zgodnie z pewnymi re-
gutami):

wnioskowanie nie sklada si¢ z symboli. Mozemy jedynie powiedziec,
ze przejscie od jednej grupy symboli do drugiej moze sprawiad
wrazenie [podkr. K. W], jak gdyby dane byto nam pewne wnio-
skowanie. Jednak wnioskowania nie przynaleza po prostu do krole-
stwa znakow; stanowig raczej uzasadnienie sadu oparte o pewne prawa
logiki w oparciu o pewne uprzednio zaakceptowane przestanki. Kaz-
da z tych przestanek wyraza okreslong mysl uznang za prawdziwa, za$
wniosek polega na tym, ze pewna okreslona mysl zostanie uznana za
prawdziwg [...]. Czym jest wnioskowanie formalne? Mozemy powie-
dzie¢, ze w pewnym sensie kazde wnioskowanie jest formalne, gdyz
odbywa si¢ zgodnie z pewnymi ogélnymi prawami wnioskowania;
w innym sensie, kazde wnioskowanie jest nieformalne, gdyz zaréwno
przestanki, jak i wniosek maja pewna myslowa tres¢, ktorych polacze-
nie ujawnia si¢ tylko w tym wnioskowaniu (Frege 1906: 387; cyt. za: De-
tlefsen 2005: 302).

Analiza formalnych aspektéw wnioskowan, w szczegélnosci sym-
bolizacja, ma ukaza¢ zaleznosci pojeciowe, jakie lezg u ich podtoza.
Nie mozna tu wiec mdéwi¢ o radykalnym formalizmie, bowiem cho-
dzi o wykorzystanie analiz formalnych dla uchwycenia zaleznosci,
ktére wykraczajg poza zaleznosci czysto formalne. Mozna powie-
dzie¢, ze w ujeciu Fregego jest widoczne napigcie pomiedzy trescio-
wymi a formalnymi aspektami dowodu, za$ ujecie formalistyczne
ma sens o tyle, o ile jest motywowane checig odkrycia obiektywnych
zwigzkéw miedzy pojeciami. Istotg rozumowania matematycznego
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jest odkrywanie tych zwigzkdw. Same zas wnioskowania muszg by¢
oparte na przestankach majacych myslowa tres¢.

6. Program Hilberta

Na przetomie XIX i XX wieku nastapil dynamiczny rozwéj matema-
tyki — powstawaly coraz bardziej abstrakcyjne jej dzialy, tworzyly sie
zreby wspolczesnej logiki. Jednoczesnie toczyly sie dyskusje doty-
czace tego, jakie metody dowodowe sa dopuszczalne i gdzie sg wla-
$ciwie granice matematycznosci. Warto tu przypomnie¢ znamienny
fakt: kiedy Hilbert podal w roku 1888 niekonstruktywne rozwiaza-
nie problemu Gordana*, to podobno sam Gordan miat stwierdzic,
Ze ten sposob argumentacji nie jest matematyka, lecz teologia*. Nie
bylo wowczas jasne, jakie reguly argumentacyjne wchodza w gre
w matematyce (czy sa dopuszczalne réwniez metody niekonstruk-
tywne) i jakie pojecia matematyczne winny by¢ uznane za podsta-
wowe. Pojawialy sie glosy postulujace arytmetyzacje calej dziedzi-
ny, czyli ugruntowanie wszystkich dyscyplin matematycznych na
arytmetyce — poglady tego typu reprezentowali (znacznie wcze$niej)
Abel, Euler, Lagrange, Gauss, Dirichlet, zas§ w czasach Hilberta -
Kronecker czy Poincaré (por. Sieg 1984). Dynamiczny rozwoj logiki
formalnej i sukcesy metody aksjomatycznej w ujeciu pewnych teorii
matematycznych stanowily impuls dla tworzenia si¢ programu re-
dukcji matematyki do czystej logiki - z drugiej za$ strony, radykalnie
odmienne postulaty reformy matematyki zgtaszali intuicjonisci. Nie
ulega tez watpliwosci, ze waznym impulsem dla rozwoju wspolcze-
snej matematyki bylo stworzenie przez Cantora teorii mnogosci*.
Teoria ta, ze swymi silnymi i wysoce abstrakcyjnymi zalozeniami,
wykraczala poza akceptowane wowczas ramy uprawiania dyscypliny

4 Chodzilo o problem dotyczacy istnienia bazy dla systemu form kwadratowych.

4 Podobno p6zniej Gordan przyznal, Ze teologia tez ma swoje zalety.

4 Niekiedy Cantora okresla si¢ wrecz mianem ,,0jca wspoltczesnej matematyki”
Niezaleznie od tego, czy faktycznie rola Cantora byla az tak znaczaca, nie ulega
watpliwosci, Ze powstanie teorii mnogo$ci otworzylo przed matematyka nowe

perspektywy.
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i nie zostala przyjeta przez spotecznosé matematykow z otwartymi
ramionami (przynajmniej w poczatkowej fazie swojego istnienia)®.

Mozna powiedzie¢, ze w matematyce zaszla swoista rewolucja
pojeciowa, byla widoczna ofensywa nowych, abstrakcyjnych metod
i uje¢. W naturalny sposéb pojawiata si¢ potrzeba wyjasnienia pro-
blemoéw nie tylko technicznych, lecz réwniez fundamentalnych kwe-
stii metodologicznych i filozoficznych. Dyskusja toczyla si¢ np. wo-
kol pewnika wyboru, aksjomatu kontrowersyjnego ze wzgledu na
swoj wysoce niekonstruktywny charakter*. Rozwdj logiki i moz-
liwos¢ precyzyjnego, formalnego ujecia tresci opisywanych do tej
pory intuicyjnie umozliwil wyjasnienie pewnych kwestii, ale zara-
zem ukazywal paradoksy wynikajace z nie do$¢ skrupulatnej aksjo-
matyzacji.

Sformutowany przez Hilberta program stanowi probe rozwia-
zania trudno$ci i uprawomocnienia matematyki przez znalezie-
nie dla niej niepodwazalnego fundamentu. Trudno$ci powstawaly
w szczegolnosci w zwigzku z pojawieniem si¢ niekonstruktywnych
metod teorii mnogosci z jej silnymi i abstrakcyjnymi postulatami
egzystencjalnymi. Hilbert teori¢ mnogosci okresla jako ,najwspa-
nialszy owoc matematycznego ducha i w ogoéle jedno z najwyzszych
osiggnie¢ rozumu ludzkiego” (Hilbert 1926: 167). Jednak aby méc

4 Warto pamigtac o tym, ze Cantor si¢gal takze do inspiracji o charakterze filozo-
ficznym, a pojeciu nieskoniczono$ci aktualnej nadawat interpretacje teologicz-
na. To réwniez musiato budzi¢ opér w srodowisku matematykéw. Opis religij-
nych motywacji Cantora mozna znalez¢é w pracach: Murawski (1984), Purkert
(1989).

Niebawem jednak okazalo sie, ze pewnik wyboru umozliwia uzyskanie wie-
lu waznych i ciekawych wynikow. Bez niego nie daloby si¢ udowodni¢ szeregu
waznych twierdzent matematycznych, takich jak np. lemat Kuratowskiego-Zor-
na, ktory jest wykorzystywany w wielu dziatach matematyki. Zermelo pisal wiec,
iz »ten aksjomat [...] byt uzywany z powodzeniem w najrozniejszych cze$ciach
matematyki [...]. Tak obszerne uzycie tego aksjomatu moze by¢ wyjasnione je-
dynie przez jego oczywisto$¢ [...]; stanowi on z pewnoécig konieczne zrodto za-
sad matematycznych” (Zermelo 1908: 187). Inne trudnosci zwiazane z samg teo-
rig mnogosci dotycza np. przyjecia istnienia aktualnej nieskonczonosci, wraz
z calg potezng hierarchig zbioréw nieskonczonych, czy uznanie dopuszczalno-
$ci metod niekonstruktywnych, w szczegolnosci dopuszczalnoéci operacji zbio-
ru potegowego jako operacji tworzenia nowych obiektéw matematycznych.

46
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korzysta¢ z czystym sumieniem z calego bogactwa jej technik, ko-
nieczne jest wyjasnienie, jaka role w matematyce odgrywa pojecie
nieskonczonosci (i uprawomocnienie uzycia go). Nieskonczonos¢
(aktualna) nie ma przeciez odpowiednika w $wiecie fizycznym, cho¢
jest jednym z najwazniejszych poje¢ matematycznych (Hilbert 1926:
190). Wyjasnienie tego zagadnienia jest wazne dla matematyki; Hil-
bert twierdzi nawet, ze stanowi to problem poznawczy o podstawo-
wym charakterze, wykraczajacym poza ramy tej dziedziny*. Dro-
ga do wyjasnienia pojawiajacych si¢ trudnosci nie moze oczywiscie
prowadzi¢ przez eliminacje¢ spornej, budzacej kontrowersje czedci
matematyki. Na przykltad Brouwer postulowal odrzucenie czesci za-
tozen, na ktérych opiera si¢ klasyczna matematyka (na przyktad pra-
wa wylaczonego srodka). Jednak tego typu propozycje prowadzityby
do ostabienia matematyki i do jej okaleczenia. Hilbert przeciwsta-
wial sie wiec takiemu sposobowi myslenia: ,,To co robit Weyl i Bro-
uwer, to nic innego jak pojscie w $lady Kroneckera! Probuja oni ura-
towaé matematyke wyrzucajac z niej wszystko, co sprawia klopot.
[...] Jesli zgodzimy si¢ na takie propozycje, to ryzykujemy utrate wie-
lu najwiekszych naszych skarbow” (cyt. za: Murawski 1993)*. Na-
stawienie Hilberta jest zupelnie inne; jego cel to uprawomocnienie
calej matematyki, wraz z jej silnymi metodami (w szczegdlnosci teo-
riomnogo$ciowymi): ,Gdzie tylko sg jakies widoki powodzenia, tam
chcemy dokfadnie bada¢ owocne definicje i metody dedukeji. Chcee-
my je pielegnowad, wzmocni¢ i czyni¢ uzytecznymi. Z raju, ktory
stworzyl nam Cantor, nikomu nie wolno nas wypedzi¢. [...] Musimy
ustanowi¢ w matematyce takg samg pewnos$¢ wnioskowan, jaka ma
miejsce w elementarnej teorii liczb, gdzie nikt nie ma zadnych wat-
pliwosci, i gdzie paradoksy i sprzeczno$ci powstajg jedynie przez na-
szg nieuwage” (Hilbert 1926: 170). Kluczem do osiggniecia tego celu

4 Definitywne wyjasnienie natury nieskornczonosci stalo si¢ koniecznoscia nie

tylko ze wzgledu na specjalne znaczenie tej kwestii dla tej czy innej nauki, ale
takze dla uczczenia samego umystu ludzkiego” (Hilbert 1926: 163; cyt. za: Mu-
rawski 1993).

Warto tu takze przytoczy¢ uwage Hilberta dotyczaca Brouwera: ,,Brouwer nie
dokonuje - jak sadzi Weyl — rewolugji; jest to jedynie powtdrka proby puczu”
(cyt. za: Smorynski 1977: 823).
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miato by¢ wykorzystanie metody aksjomatycznej i osiggniec¢ logiki
formalnej®.

W programie Hilberta mozna (oczywiscie w pewnym uprosz-
czeniu) wyrdznic trzy etapy*:

1. W pierwszym z tych etapdéw zostanie wskazany pewien frag-
ment matematyki, ktéry mozna uznac za ugruntowany finitystycz-
nie. Musi by¢ on na tyle obszerny, aby dalo si¢ w nim opisa¢ (sfor-
malizowac) operacje na skoficzonych ciggach znakow.

2. Drugi krok polega na sformalizowaniu matematyki w jednym
systemie formalnym. Formuly w tym systemie maja by¢ skonczony-
mi ciagami symboli, mozliwy wiec bedzie ich opis za pomocg me-
tod finitystycznych (ktdére zostaly scharakteryzowane w pierwszym
etapie).

3. Trzeci etap pracy ma polegaé wlasnie na udowodnieniu nie-
sprzeczno$ci tego systemu formalnego za pomocg niekontrowersyj-
nych metod finitystycznych.

Mamy wigc tutaj do czynienia z probg oparcia epistemologii ma-
tematyki na mozliwie bezpiecznych podstawach. Wyraznie méwi
o tym nastepujacy fragment:

Juz [Kant - przyp. K. W.] uczyl [...] Ze matematyka posiada tres¢ pew-
ng i niezalezng od jakiejkolwiek logiki, i ze w zwigzku z tym nigdy

4 Powszechnie twierdzi si¢, Ze program Hilberta nie moze zosta¢ zrealizowany

ze wzgledu na wyniki Godla. Nie jest to do konca oczywiste, poniewaz nie wia-
domo do konca jak interpretowa¢ pojecie metody finitystycznej uzywane przez
Hilberta. Detlefsen twierdzi np., iz program Hilberta nie zostal obalony (De-
tlefsen 1986, 1990). Mowi si¢ tez o czesciowych realizacjach tego programu, np.
w ramach badan nad tzw. matematyka odwrotng (por. Simpson 1988). Przed-
miotem jej badan jest problem rekonstrukeji mozliwie duzych fragmentéw ma-
tematyki w stabych teoriach (podsystemach arytmetyki drugiego rzedu; por.:
Murawski 1993, Simpson 1988, Wojtowicz 2003). Méwi sie tez o zrelatywizowa-
nym programie Hilberta, w ktérym jest istotne znalezienie teoriodowodowych
redukgji silniejszych teorii do stabszych (por. Feferman 1988). W takim ujeciu
»Cze$¢ matematyki M jest reprezentowana w teorii formalnej T , kt6ra opiera sig
(justified) o system poje¢ (foundational or conceptual framework) S . Teoria T,
jest redukowana teoriodowodowo do teorii T, ktdra jest oparta o inny, bardziej
fundamentalny system poje¢ S ” (Feferman 1988: 364).
5 Ich opis mozna znalez¢ np. w Simpson (1988).
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nie moze zosta¢ ugruntowana w oparciu o samg tylko logike. Dlate-
go tez proby Fregego i Dedekinda nie doprowadzily do niczego. Jako
warunek wstepny stosowania wnioskowan logicznych i wykonywa-
nia operacji logicznych dane jest juz co$ w przedstawieniu (in der Vor-
stellung): [mianowicie] pewne pozalogiczne konkretne obiekty, ktdre
jawig sie jako doswiadczane bezposrednio przed wszelkim mys$leniem
[...]. W szczegdlnosci w matematyce przedmiotem naszych rozwazan
sg konkretne znaki, ktérych ksztatt [...] jest bezposrednio jasny i rozpo-
znawalny (Hilbert 1926: 170-171; cyt. za: Murawski 1986).

Punktem wyijscia jest wigc pewnego typu intuicja, cho¢ rozumiana
inaczej niz czynili to Kant czy Kartezjusz. Ta ,konkretna intuicja”
umozliwia dostep poznawczy do ciagéw symboli i operacji na tych
symbolach. Stanowi to niejako kamien wegielny teorii dowodu, kto-
ra — zdaniem Hilberta — miala postuzy¢ jako ugruntowanie calej ma-
tematyki i stanowi¢ rdzen jego programu’®'.

Z punktu widzenia dyskusji dotyczacej statusu dowodu mate-
matycznego (z podkresleniem kwestii nadawania interpretacji po-
szczegdlnym krokom dowodowym), wazny jest warunek nietwor-
czo$ci sformutowany przez Hilberta. Badacz ten, wyrdzniajac realng
i idealng czes¢ matematyki (niezaleznie od tego, ze nie jest w pel-
ni jasne, jakie bylo tu kryterium), wskazywal na fakt, iz zdania ma-
tematyki realnej sg poznawczo bezpieczne, natomiast warunkiem,
ktdry niejako rozcigga te gwarancje bezpieczenstwa na zdania ma-
tematyki idealnej, jest warunek nietworczo$ci. Mowiac swobodnie,
warunek ten glosi, Ze dowody tych twierdzen matematyki realnej,
ktére mozemy przeprowadzi¢ za pomocg metod matematyki ideal-
nej, maja uprawomocnienie w tej pierwszej. W jezyku bardziej tech-
nicznym, warunek nietwdrczosci teorii T* nad teorig T, ze wzgledu
na klase zdan P, glosi po prostu, ze dowolne zdanie a z klasy P, kto-
re jest dowodliwe $rodkami teorii T*, jest tez dowodliwe wewnatrz
teorii T (innymi stowy, T* moze co najwyzej utatwi¢ dowody, ale nie
pozwala na udowodnienie niczego nowego). Pojawia si¢ naturalne

5! Jest to ujecie zdecydowanie rézne np. od pogladéw Godla, ktéry podkreslat
znaczenie swoistej nieredukowalnej, semantycznej intuicji dotyczacej poje¢
matematycznych, a nie jedynie operacji na symbolach.
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zagadnienie, jaki jest status takich wnioskowan, a takze — jaki jest
status teorii T*. Trudno tutaj uciec od pytan ontologicznych (zwlasz-
cza jesli jestesmy realistami w odniesieniu do wyjsciowej teorii T):
czy mozna korzysta¢ z narzedzi T, traktujac jg czysto instrumenta-
listycznie, czyli odmawiajac jej interpretacji? Czy mozna traktowac
dowody wewnatrz T jako semantyczne, a dowody wewnatrz T* jako
czysto formalne? Realista uzna zaréwno T, jak i T* za teorie zinter-
pretowane, radykalny formalista uzna zaréwno T, jak i T* za teorie
czysto formalne, natomiast ciekawy problem powstaje w przypad-
ku stanowiska posredniego, czesciowego instrumentalizmu, jakim -
jak si¢ wydaje - jest stanowisko Hilberta. Akceptowal on wizje je-
zyka matematyki, w my$l ktorej pewne jego fragmenty moga mie¢
istotne znaczenie poznawcze, mimo iz nie posiadajg interpretacji
pozajezykowej. Dopuszczal w trakcie dowodzenia nowych twier-
dzen dokonywanie manipulacji znakami, przy ktorej abstrahuje-
my od ich interpretacji (czy ogdlniej: od tresci uzywanych pojec)s=.
Przypomnijmy, ze w takim duchu byly prowadzone badania geome-
tryczne: z punktu widzenia samego procesu dowodzenia intuicyj-
na interpretacja terminéw (jako geometrycznych badz analitycz-
nych - lub jakichkolwiek innych) nie byta warunkiem poprawnosci
dowodu. Warunki owe byty bowiem zdefiniowane w terminach czy-
sto formalnych.

Taka wizja matematyki jest bardzo odlegla od tresciowej (czy
rozumiejacej) koncepcji dowodu (w stylu Kartezjusza). Specyficzna
intuicja, umozliwiajaca jasne i wyrazne ,,chwytanie” poje¢ matema-
tycznych (oraz ujmowanie w intelektualnym ogladzie poszczegol-
nych krokéw matematycznego rozumowania), ustepuje miejsca wi-

52 Mozna znéw odwola¢ sie do stosowania technik analitycznych przy dowodze-
niu twierdzen geometrycznych. Figury geometryczne interpretujemy jako zbio-
ry par (ogdlniej: n-tek) liczb rzeczywistych, a fakty geometryczne — jako fak-
ty o pewnych réwnaniach algebraicznych. Przy opisie tych réwnan stosujemy
techniki np. analizy zespolonej (ktére nie majg juz geometrycznego odpowied-
nika), ale ostateczne wyniki tych rozwazan mozna znéw interpretowac geome-
trycznie. Ogdlniej: po sformalizowaniu geometrii w postaci teorii T, mozemy
ja zanurzy¢ w jakiejs silniejszej teorii T i korzysta¢ rowniez z technik niedostep-
nych w pierwotnej teorii T...
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zji, w ktdrej wnioskowanie o charakterze materialnym (tresciowym)
zostaje zastapione przez procedury o charakterze formalnym (Hil-
bert 1926). Przypomnijmy tutaj warunek ,,globalnej ogarnialnosci”
Kartezjusza, czyli postulatu ujecia w jednym akcie intelektualnym
calej idei rozumowania. W mysl stanowiska formalistycznego taki
postulat nie ma racji bytu; wprost przeciwnie — chodzi o rozbicie do-
wodu na fragmenty tak, aby kazdy z nich mogl zosta¢ zaakceptowa-
ny w oparciu o czysto formalne warunki. Reguty dowodowe moga
dotyczy¢ bowiem tylko takich elementarnych krokoéw.

Program Hilberta mozna interpretowa¢ jako stanowisko wy-
facznie metodologiczne — sam autor nie odmawial wszak sensu po-
jeciom matematyki idealnej. Raczej staral sie traktowac je tak, jak
gdyby byly one pozbawione znaczenia. Poglady Hilberta wyra-
zaja przy tym swoisty poznawczy optymizm. W jednej ze swoich
prac stwierdza, ze kazdy dobrze postawiony problem matematycz-
ny moze by¢ rozwigzany - zgodnie z jego stynnym powiedzeniem:
w matematyce nie ma zadnego ignorabimus®. Przy czym przez roz-
wigzanie problemu matematycznego badacz rozumial badz udziele-

53 'W pracy McCarty (2004) przedstawiono ten aspekt stanowiska Hilberta, kon-
trastujac go z pogladami Paula du Bois-Reymonda (wybitnego matematyka
XIX wieku, autora wielu waznych osiagnie¢ w dziedzinie réwnan rézniczko-
wych, rachunku wariacyjnego, analizy funkcjonalnej i topologii). Brat Pau-
la, Emil du Bois-Reymond, byt fizjologiem, ktéry w 1872 roku sformutowal
teze ignorabimus: nauka jest obarczona wewnetrznymi ograniczeniami, pew-
ne problemy nie zostang nigdy rozwiazane. Paul du Bois-Reymond reprezen-
towal podobne stanowisko w odniesieniu do matematyki. Byl przeciwnikiem
arytmetyzacji matematyki i formalizmu (McCarty uwaza go za bezposrednie-
go poprzednika Brouwera). Zdaniem du Bois-Reymonda w matematyce mozna
wyrdzni¢ dwie podstawowe tradycje: idealistyczng i empirystyczna, ktdre pro-
wadzg do zasadniczo roznych sposobow jej uprawiania (stanowigc zarazem od-
bicie fundamentalnego problemu wszelkiej filozofii, nie tylko filozofii matema-
tyki). Nie jest mozliwe podanie rozstrzygajacego argumentu na rzecz takiego
lub innego sposobu patrzenia na matematyke. Przypomnijmy tez, ze Kant pisal
o dreczacych ludzki umyst pytaniach, ,ktérych nie moze uchyli¢, albowiem za-
daje mu je wlasna jego natura, ale na ktére nie moze odpowiedzie¢, albowiem
przewyzszaja one wszelka jego moznos¢” (Kant 1957, A vii: 7). Stanowisko Hil-
berta odnosnie do tego problemu ma wiec zupelnie ,,niekantowski” charakter.
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nie konkretnej odpowiedzi na zadane pytanie, badZ wykazanie,
ze taka odpowiedz nie moze by¢ odnalezionas*.

7. Uwagi konicowe

Jako podsumowanie rozwazan dotyczacych zmiany pogladéw na na-
ture dowodu matematycznego i roli elementéw intuicyjnych w do-
wodzeniu twierdzen, przytocze opini¢ Hahna:

Poniewaz intuicja okazala sie zwodnicza w tak wielu przypadkach i po-
niewaz twierdzenia akceptowane na mocy intuicji okazywaly sie falszy-
we (na mocy wnioskowania logicznego), matematycy stawali si¢ coraz
bardziej sceptyczni w odniesieniu do intuicji. Uznali, Ze nie jest rzecza
bezpieczng akceptowanie jakiegokolwiek stwierdzenia matematyczne-
go [...] na intuicyjnych przekonaniach. Pojawito si¢ dazenie do wyeli-
minowania intuicji z rozumowan matematycznych i catkowitej forma-
lizacji matematyki. [...] kazde nowe pojecie matematyczne miato by¢
wprowadzane przez czysto logiczne definicje; kazdy matematyczny do-
wod przeprowadzany za pomoca czysto logicznych $rodkéw (Hahn
1980: 93).

Hahn formutuje swoje tezy w bardzo radykalny sposéb. Sugeruje re-
wolucyjng zmiane w mysleniu samych matematykéw o dowodzeniu —
jakoby rzeczywiscie przestali si¢ oni odwolywac do intuicji, a prowa-
dzili czysto formalne rozumowania. Tak jednak nie jest, za$ uwage
Hahna nalezy odnie$¢ raczej do refleksji filozoficznej nad matema-
tyka i mozna si¢ zgodzi¢, ze faktycznie w pewnym momencie nastg-
pit zwrot w takim wtasnie kierunku. Istotng role odegrat tutaj oczy-

>4 Uzywajac dzisiejszej terminologii, mozna powiedzie¢, ze rozwigzanie proble-
mu moglo pojawi¢ sie badz na poziomie samej teorii, badZ na metapoziomie.
Detlefsen zauwaza w tym kontekscie, iz dopuszczenie jako rozwigzania wlasnie
takiej negatywnej odpowiedzi (mozna powiedzie¢ - metaodpowiedzi) rodzi
pewne problemy metodologiczne: czy jest konieczne znalezienie dowodu
braku odpowiedzi, czy tez chodzi jedynie o sformulowanie pewnego argu-
me ntu? W tym sensie nie do korica jest jasne, gdzie lezy granica pomiedzy ig-
norabimus a nie ma ignorabimus (Detlefsen 2005: 285).
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widcie rozwoj logiki formalnej, ktéra dostarczyla narzedzi do badan
metamatematycznych - co z kolei dalo impuls powstaniu takich sta-
nowisk w filozofii matematyki jak logicyzm czy formalizm. Hahn
moéwi o tym, ze w nowym, rodzacym si¢ paradygmacie kazdy mate-
matyczny dowdd ma by¢ mozliwy do przeprowadzenia za pomoca
czysto logicznych srodkow. To, czy poszczegodlne kroki dowo-
dowe sg prawomocne, staje si¢ wigc przedmiotem jurysdykeji logiki,
nie za$ samej matematyki, a juz tym bardziej intuicji. Dowody mate-
matyczne moga by¢ traktowane w sposéb czysto formalny, jako opera-
cje symboliczne. ,,Z3danie, aby kazda formula z osobna byta interpre-
towalna, nie jest rozsadne; wprost przeciwnie, natura teorii jest taka,
Ze nie musimy opierac si¢ na intuicji czy [jej — przyp. K. W.] znaczeniu
w $rodku dowodu” (Hilbert 1928: 475). Méwigc nieco zartobliwie,
w miejsce ,Widze!” pojawia si¢ ,Wyszto z obliczen!” (cho¢ oczywi-
$cie w realnych procesach dowodowych zawsze bedziemy dazy¢ do
intuicyjnego uchwycenia owych wynikéw, nie zadowalajac si¢ konsta-
tacja, ze taka oto formuta pojawita sie na koncu ciggu formalnych
przeksztalcen). W takim ujeciu nalezatoby sie zgodzi¢ ze stwier-
dzeniem, iz nie ma nic specyficznie matematycznego
w dziatalnosci matematyczne;j.

Logicyzm czy (co oczywiste) formalizm, odebraly intuicji mate-
matycznej role arbitra, wprowadzajac w to miejsce logike (réwniez
traktowang formalnie). Oba te nurty mialy charakter silnie norma-
tywny — w tym sensie, ze punktem wyjscia dla nich byla nie real-
na praktyka matematyczna, lecz raczej pewna wyidealizowana wi-
zja matematyki i dowodu matematycznego, pewnego typu konstrukt
idealny, ktory stal si¢ nastepnie przedmiotem analiz (i zarazem swo-
istym wzorcem $cistosci)>*. Kiedy wiec Hahn méwi o matematykach,
to nalezy pamietad, Ze ma na mysli raczej filozoféw podejmujacych
refleksje nad tg dziedzing nauki. Z drugiej strony, nalezy oczywiscie

% Oczywidcie z takim postawieniem sprawy nie zgodziliby sie intuicjoniéci, dla
ktorych dziatalno$¢ matematyczna stanowi swobodna aktywno$¢ umystu, nie-
dajaca ujac sie w formalne ramy. Intuicjonizm réwniez miat silne ambicje nor-
matywne — w pewnym sensie najsilniejsze ze wszystkich pradéw filozoficznych,
poniewaz postulowatl radykalng reforme matematyki. Jak jednak wiadomo,
taka reforma nie dokonata sie.
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przyzna¢, ze rownolegle z tym procesem nastapil pewien wzrost sa-
mos$wiadomosci metodologicznej i rygoryzmu w samej matematyce.
Wspolczesnie zas 6w czysto formalny aspekt dowodéw uwidacz-
nia si¢ w oczywisty sposob przy okazji tworzenia dowodéw kompu-
terowych.

Inng istotng zmiang jest odejscie od myslenia o teoriach mate-
matycznych w kategoriach zamierzonych interpretacji. Bardzo wy-
raznie widac to na przykladzie geometrii, ktéra pierwotnie byta trak-
towana jako nauka o jasno okreslonym przedmiocie badan, a ktéra
w ujeciu Hilberta stala si¢ nauka o dowolnych strukturach relacyj-
nych spelniajacych pewne warunki. W takim ujeciu ,,natura” owych
struktur nie moze by¢ ujeta inaczej, jak tylko przez te aksjomaty
(Bernays 1967: 497). W przypadku geometrii czysto logiczne rozu-
mowania ugruntowane na aksjomatach nie stanowia tylko wsparcia
dla odwotujacych sie do intuicji badan figur przestrzennych, ale sa
wlasciwym sposobem argumentacji i jedyna podstawg do formuto-
wania twierdzen na temat zjawisk geometrycznych. Podobnie rzecz
sie ma takze w przypadku innych teorii matematycznych.

Znane jest stwierdzenie Poincarégo, iz logika czasem rodzi po-
twory (Poincaré 1952: 125). Mozna powiedzie¢, ze to algebraizacja
i formalizacja matematyki wprowadzila takie wlasnie monstra na
salony matematyczne. Intuicja przestaje by¢ rekojmiag prawdziwosci
twierdzen nawet wtedy, gdy subiektywnie nie mamy absolutnie zad-
nych watpliwosci*. Obecnie raczej oskarzymy intuicje o to, ze jest
bledna i zwodnicza, niz samg matematyke o to, iz jest uprawiana
w niewlasciwy sposoéb. Jesli postuzymy sie rozréznieniem dowodow
na te wymuszajace zgode na dang teze i te o$wiecajace umyst, to swo-
istym novum, ktore przynosi nam stanowisko formalizmu, jest wta-
$nie wprowadzenie kategorii dowodu wymuszajacego zgode. Cho¢
taki dowod nie musi by¢ rozumiany intuicyjnie, to jednak wzbogaca

56 Przyktadem moze by¢ (wspomniane wcze$niej) twierdzenie Jordana, gloszace,

iz kazda krzywa zamknieta dzieli plaszczyzne na dwie czesci. Mimo iz sprawia
ono wrazenie oczywistego, to zostalo zaakceptowane dopiero po przedstawie-
niu (wcale nietatwego) dowodu, ktdry nie miat juz charakteru pogladowego. In-
nym przykladem (o ktérym wczesniej tez byta mowa) jest twierdzenie, ze odci-
nek ma dokladnie jeden $rodek.
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naszg wiedze matematyczng i pelni istotng role w budowaniu gma-
chu wiedzy matematyczne;j.

Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze formalizm mozna rozu-
mie¢ nie jako stanowisko skrajne (,matematyka jako gra szklanych
paciorkéw”), ale w szerszym sensie, jako stanowisko, dla ktorego
jest charakterystyczne odejscie od ,tresciowego’, intuicyjnego rozu-
mienia dowodu matematycznego - czy, mowiac jeszcze ostrozniej,
dostrzezenie aspektu czysto formalnego w dowodach matematycz-
nych. Taka zachowawcza wersja formalizmu jest z pewnoscig bar-
dziej owocna filozoficznie. Sklania do podjecia refleksji dotyczacej
naszej zdolnosci do rozpoznania, ze rozumowanie przebiega zgod-
nie z pewnymi regulami, a takze do zidentyfikowania zZrédfa owych
regul. Nie ulega przeciez watpliwosci, iz reguly te maja swoje zrodlo
i jest nim nasza zdolno$¢ do preteoretycznego ujecia pewnych za-
sad jako wiasciwych. Celem teorii dowodu ma by¢ wtasnie opisanie
(uchwycenie) naszego procesu rozumienia, ,stworzenie protoko-
tu regut, zgodnie z ktérymi przebiega nasze myslenie. Myslenie, tak
sie sktada, przebiega réwnolegle do moéwienia i pisania: tworzymy
wypowiedzi i umieszczamy je jedng za drugg” (Hilbert 1928: 475).
Hilbert podkresla, ze reguly naszego myslenia tworza system, kto-
ry jesteSmy w stanie odkry¢ i precyzyjnie opisaé’. Jesli wigc nawet
dowodzenie uzna¢ za swoista gre symboli, to jest to gra prowadzona
w oparciu o reguly, ktore ujmuja sposob naszego myslenia. Tak rozu-
miane stanowisko ,,stabego formalizmu” nie wiaze si¢ z catkowitym
zanegowaniem roli intuicji w matematyce (w duchu cytowanej wcze-
$niej radykalnej wypowiedzi Hahna), ale raczej ze zwrdceniem uwa-
gi na pewne metodologiczne aspekty uprawiania tej nauki*®. Z tego

57" Nie ma tu wiec oczywiécie Zadnego ,,matematycznego mistycyzmu”. Myslenie
matematyczne jest ujmowalne w precyzyjne reguly; mozna powiedzie¢, ze jest —
w swobodnym sensie tego stowa — algorytmizowalne.

Pewnego typu intuicyjne, preteoretyczne ujecie podstawowych dla danej dzie-
dziny prawd jest konieczne, aby w ogéle ta dyscyplina mogla zaistnie¢. Aksjo-
matyzacja stanowi znacznie pdzniejszy etap. Méwiac o tej eliminacji intuicji,
mam raczej na mysli to, ze intuicja rozumiana w najprostszy — poniekad na-
iwny - sposéb (np. jako wizualizacja), nie jest uwazana za wiarygodny $ro-
dek dowodowy. Dyskusji tego typu problemoéw jest poswiecona praca Fefer-
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punktu widzenia formalizacja jest zabiegiem, ktdry ulatwia uzyska-
nie intersubiektywnie sprawdzalnych wynikéw i stanowi zarazem
argument na rzecz tej intersubiektywnosci wlasnie. O prawomocno-
$ci dowodu ma bowiem decydowac to, czy spetnia on pewne formal-
ne warunki, a nie to, czy nasze ,jasne i wyrazne widzenie” kaze nam
zaakceptowaé dane rozumowanie.

Formalistyczna wizja matematyki ma (do pewnego stopnia)
swoja implementacje w postaci matematyki sformalizowanej tak,
aby mogla by¢ przedmiotem obrébki komputerowej. Mam tu na my-
$li zarowno dowody wspomagane komputerowo, jak i automatycz-
ne systemy dowodzenia twierdzen i prace nad rekonstrukeja mate-
matyki w takich systemach®*. W tym wypadku bardzo wyraznie jest
widoczne napigcie miedzy treSciowym a formalnym rozumieniem
dowodu. Hilbert méwil ostroznie o tym, ze nie mozemy zada¢, aby
kazda formula z osobna byta interpretowalna. W przypadku dowo-
déw sformalizowanych i przeprowadzanych za pomoca kompute-
réw mamy jednak sytuacje wrecz odwrotna: jedynie bardzo nielicz-
ne formuly moga by¢ przez nas zinterpretowane, gdyz po prostu (po
rozbiciu dowodu na elementarne kroki) jest ich zbyt wiele. Rozwdj
logiki formalnej oraz teorii obliczen (i oczywiscie nauk empirycz-
nych) daly mozliwos¢ zastosowania komputeréw w dowodzeniu
twierdzen. Specyfika matematyki jest to, ze duza jej cze$¢ podda-
fa sie takiej formalnej obrobcee, co wyrdznia ja sposréd innych dzie-
dzin, w ktérych mamy do czynienia z argumentacjami (medycynie,
prawie, ekonomii, biologii etc.) - tam proby formalizacji rozumo-
wan nie przynosza rezultatow choc¢by poréwnywalnych z formaliza-
Cja w matematyce.

Formalistyczne ujecie matematyki wpisuje sie w szeroko ro-
zumiany paradygmat fundacjonalistyczny w filozofii tej dziedziny.
Podstawowe dla tego sposobu myslenia jest kryterium o charakterze
metafilozoficznym, dotyczace zadan stawianych filozofii matematy-
ki. W takim ujeciu pelni ona role w znacznym stopniu normatywna,

man (2000), ktéra wyraznie stwierdza, ze intuicja nie zostala wyeliminowana
z matematycznych rozwazan.

¥ Przyktadem jest rozwijany w Bialymstoku projekt formalizacji matematyki
w systemie Mizar.
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za$ metodologia matematyki musi opierac¢ si¢ na metamatematyce
rozumianej jako dyscyplina formalna (czy wrecz — ma redukowac sie
do niej). Celem analiz mialoby wiec by¢ poszukiwanie podstawo-
wych zasad, dzieki ktorym matematyka zyskataby status wiedzy
pewnej. Do tego paradygmatu mozna zaliczy¢ formalizm Hilberta
(ktdérego cel to ugruntowanie matematyki klasycznej przez oparcie
jej na niebudzacej watpliwosci czesci) oraz logicyzm (ktérego am-
bicje stanowi redukcja matematyki do logiki przez ugruntowanie
prawd matematycznych jako prawd logicznych). Méwiac w pew-
nym uproszczeniu, dla tego nurtu jest charakterystyczne postrzega-
nie teorii matematycznych jako sformalizowanych, ze zdefiniowany-
mi czysto formalnie regutami wnioskowania. W takim ujeciu dowod
matematyczny jest utozsamiany z ciggiem formul, a nie z nieformal-
ng (lecz realng!) argumentacja odwolujaca si¢ do naszego rozumie-
nia poje¢ matematycznych. Typowe dla tego sposobu postrzegania
matematyki jest silne roszczenie normatywne. Mozna stwierdzié,
ze filozofia matematyki uprawiana w ramach tego nurtu ma ambi-
cje podania racjonalnej rekonstrukeji procesu matematycznej ar-
gumentacji, abstrahujac od zjawisk np. psychologicznych czy spo-
tecznych - w szczegdlnosci od empirycznych aspektow dziatalnosci
matematyczne;j.

Tradycja ta zdominowatla filozofi¢ matematyki pierwszej po-
towy XX wieku, jednak od dluzszego czasu mozna zaobserwowaé
wzrost aktywno$ci szeroko rozumianego nurtu o wyraznie anty-
fundacjonalistycznej orientacji. Naczelng zasada metafilozoficzng
jest tu przypisanie filozofii matematyki charakteru deskryptywne-
go, a nie normatywnego. Punkt wyjscia stanowi praktyka matema-
tyczna, z uwzglednieniem czynnikéw psychologicznych czy spo-
tecznych, za$ celem jest opisanie tego zjawiska, a nie rekonstrukcja
w ramach dobranego uprzednio (uznanego za bezpieczny) systemu
pojec czy konstruowanie ,,systemow zabezpieczen” dla matematyki.
Zwlaszcza na proces dowodzenia w matematyce zaczyna si¢ patrze¢
nie jako na formalny, wyidealizowany konstrukt, ale jak na pewne-
go typu argumentacje, ktdorej celem jest przekonanie matematykow
do okreslonych tez. W rozwazaniach podejmuje sie wiec w szcze-
golnosci problem empirycznych czy spolecznych uwiktan dowodow



52 ROZDZIAL 1

matematycznych®. W takim ujeciu badania filozoficzne powinny
uwzglednia¢ réwniez sam proces tworzenia matematyki i kontekst
odkrycia, ktéry w ramach ujecia fundacjonalistycznego jest w zasa-
dzie pomijany. W kontekscie odkrycia mamy do czynienia z boga-
tym, dynamicznym procesem tworzenia nowych poje¢, koncepcji,
walka z niejasnosciami i zmaganiami z oporng materig. Waznym re-
prezentantem tego nurtu jest Lakatos. Jego ujecie matematyki (cho¢
samo obarczone stabo$ciami) stanowi silng odpowiedz na formali-
styczno-fundacjonalistyczne rozumienie matematyki i mialo nie-
watpliwy wplyw na przelamanie hegemonii tego sposobu mysélenia.
Lakatosa mozna uzna¢ za jednego z najwazniejszych wspolczesnych
prekursoréw nurtu antyfundacjonalistycznego. Nastepny rozdzial
jest poswiecony analizie jego koncepcji.

Akcentowanie formalnych, skfadniowych aspektéw dowodu przy-
gotowuje nas do analiz dotyczacych statusu poznawczego dowodow
komputerowych - zaréwno tych standardowych (jak dowdd twier-
dzenia o czterech barwach), jak i tych, ktore (na razie) pozostaja
w sferze czystej teorii, ale odwoluja si¢ do ciekawych teoretycznych
modeli obliczen. Te badania pozwalaja rowniez na lepsze ukazanie
napiecia miedzy réznymi wizjami dowodu matematycznego, a tak-
ze na podjecie analiz dotyczacych takich pojec jak np. wyjasnianie
w matematyce i dyskusji na temat empirycznych aspektéw mate-
matycznego poznania. Tym zagadnieniom sg po$wigcone rozdzia-
ty trzeci, czwarty i piaty.

6 Niekiedy prowadzi to do koncepcji skrajnych, jak np. ujecie dowodu w ramach
spolecznego konstruktywizmu.
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Antyfundacjonalizm Lakatosa

Przedmiotem analiz w tym rozdziale jest koncepcja Lakatosa'. Jego
prace na temat filozofii matematyki s3 mniej znane niz prace doty-
czace ogolnej metodologii nauki, zastugujg jednak na uwaznag lek-
ture®. Dostarczyly bowiem znaczacych impulséw pewnemu spo-
sobowi uprawiania filozofii matematyki — nawet jesli niektdre tezy
Lakatosa uznamy za skrajne, za$ analizowane przez niego przyklady
za nieco jednostronne.

Koncepcja Lakatosa stanowi wyrazisty przyklad stanowiska an-
tyfundacjonalistycznego w filozofii matematyki. Lakatos akcentuje
te zagadnienia, ktdére nie s3 wyja$nione — ani nawet podejmowa-
ne - w formalistycznej wizji dowodu matematycznego: problem ro-
zumienia poje¢ matematycznych i ich swoistej dynamiki, znaczenie
kontekstu odkrycia i opis realnych mechanizméw zdobywania wie-
dzy matematycznej, problem adekwatnosci formalnych parafraz czy
wreszcie problem rozumienia i eksplanacyjnej funkcji dowodéw ma-
tematycznych. Istotnym walorem koncepcji Lakatosa jest to, ze nie
opiera sie ona na czysto spekulatywnych rozwazaniach, bowiem ba-
dacz analizuje konkretne przyklady twierdzen i poje¢ matematycz-
nych. Pomimo pewnych uproszczen tego ujecia, nieco przesadnej
radykalnosci, z pewnoscig jest ono inspirujace dla dyskusji dotycza-

1

Przy prezentacji koncepcji Lakatosa wykorzystuje fragmenty pracy Wojtowicz
(2007).

Najbardziej szczegélowa monografia poswiecona filozofii matematyki Lakato-
sa to Koetsier (1991). Dobrg prezentacje i wazne uwagi krytyczne zawiera pra-
ca Feferman (1978). W jezyku polskim byta dostepna do niedawna tylko pra-
ca Lakatos (2002; oryginalnie opublikowana w roku 1978); teraz jest dostepna
réwniez podstawowa praca Lakatosa dotyczaca tej problematyki (Lakatos 2005;
oryginalnie opublikowana w roku 1976). Wszystkie odniesienia do tekstéw La-
katosa podaje za tymi polskimi thtumaczeniami.
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cej natury dowodu matematycznego. Ma tez naturalne odniesienia
do problematyki uzasadniania aksjomatow, stanowigc pewnego ro-
dzaju klamre wskazujacg na zwigzki miedzy zagadnieniami uzasad-
niania aksjomatéw i dowodzenia twierdzen, ktére w ujeciu czysto
formalistycznym stanowia w zasadzie odrebne grupy problemoéw.
W swoich badaniach dotyczacych matematyki Lakatos kladzie
nacisk gtéwnie na kwestie metodologiczne, na zagadnienia sposobu
uprawiania matematyki i §ledzenia mechanizmdw jej rozwoju. Jego
gléwna teza glosi, ze w rozwoju tej dziedziny mozna wskaza¢ me-
chanizmy podobne do tych rzadzacych rozwojem nauk empirycz-
nych. Mamy tu bowiem do czynienia ze swoista dynamika poje¢,
ktérych sens nie jest ustalony raz na zawsze, ze stawianiem i testo-
waniem hipotez, z mechanizmami falsyfikacji, ktore prowadza do
obalania teorii matematycznych etc. Lakatos ujmuje problem wie-
dzy matematycznej w sposob radykalnie odmienny od ujecia kla-
sycznego. Odmawia jej charakteru wiedzy ostatecznej i niezmien-
nej — zdaniem Lakatosa, podlega ona rewizji, same za$ twierdzenia
matematyczne powinni$my traktowa¢ jako hipotezy, ktére — obra-
zowo mowiac — musza walczy¢ o przetrwanie. Jest to bardzo odlegle
od wizji matematyki jako nauki ujmujacej odwieczne i niezmienne
prawdy. W pogladach filozoficznych Lakatosa na matematyke widaé
silny wplyw koncepcji Poppera, w mys$l ktérej rozwdj teorii nauko-
wych nie ma charakteru kumulatywnego, lecz jest procesem, w kto-
rym istotng role odgrywa obalanie obowiazujacych teorii i tworze-
nie nowych - majacych charakter hipotez wyjasniajacych. Zdaniem
Poppera teorie naukowe majg charakter niepewny, za§ naszym za-
daniem jest poddawanie ich ciggtym testom, bowiem nie mozna li-
czy¢ na znalezienie dla nich ostatecznych uzasadnien. W podobny
sposob Lakatos postrzega teorie matematyczne: zawsze wystepu-
je w nich element niepewnosci, kazdorazowo stykamy sie jedynie
ze (slabiej lub gorzej uzasadnionymi) hipotezami, a nie ostateczny-
mi prawdami. ROwniez w rozwoju teorii matematycznych mamy do
czynienia z elementem falsyfikacji, odrzucaniem przyjetych wcze-
$niej hipotez, ze swoistg walka o przetrwanie na placu (naukowej)
bitwy. Sens poje¢ matematycznych nie jest przy tym zadany z gory,
ale dopiero ksztaltuje si¢ w ramach pewnego procesu rozwojowego.
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To wszystko ma stanowi¢ o zasadniczym podobienstwie matematy-
ki do nauk empirycznych. Nalezy przy tym podkresli¢, ze w ujeciu
Lakatosa rozwoj dyscypliny ma charakter racjonalny; w szczegélno-
$ci odrzucenie danej hipotezy (czy nawet teorii) matematycznej wy-
nika z wewnetrznej logiki jej rozwoju. Lakatos pozostaje w tradycji
internalistycznej — nie odwoluje si¢ w swojej koncepcji do kategorii
spolecznych czy kulturowych (nie przypomina wiec ona np. mocne-
go programu socjologii wiedzy).

Stanowisko Lakatosa okresla si¢ czgsto jako stanowisko quasi-
-empiryzmu matematycznego. To okreslenie wywodzi sie od poda-
nej przez niego klasyfikacji nauk na euklidesowe i quasi-empiryczne.
Kryterium tego podzialu stanowi charakterystyczny, podstawowy
dla danej nauki mechanizm uzasadniania zdan, podzial 6w ma wigc
charakter metodologiczny. Nalezy tu podkresli¢, ze stanowisko Laka-
tosa jest istotnie rdzne od quasi-empiryzmu Quine’a, ktory rowniez
bardzo silnie akcentowal zwigzki matematyki z naukami empirycz-
nymi. Quine jednak, analizujgc relacje miedzy matematyka a nauka-
mi empirycznymi, poszukiwat odpowiedzi na pytania o zobowigza-
nia ontologiczne teorii naukowych (co doprowadzito go do przyjecia
stanowiska matematycznego realizmu). Lakatosa natomiast intere-
suja wewnetrzne mechanizmy rozwoju matematyki, a pozostaje on
empirystg metodologicznym, nie angazujac si¢ bezposrednio w dys-
kusje ontologiczne czy epistemologiczne.

1. Nurt formalistyczny a Zywa matematyka

W rozdziale pierwszym przedmiotem analiz byly zaleznosci mie-
dzy dwoma réznymi ujeciami matematyki, z podkresleniem ewo-
lucji formalistycznego rozumienia dowodu matematycznego. Kon-
cepcje Lakatosa mozna traktowac jako reakcje na ten kierunek
rozwoju - badacz jest bowiem zdecydowanym przeciwnikiem szko-

3 Podkresla to praca Ernest (1997), w ktdrej autor prébuje sformutowac koncepcje
inspirowang pracami Lakatosa, ale utrzymang w duchu spotecznego konstruk-
tywizmu 4 la Bloor. Przyznaje jednak, ze sam Lakatos si¢ do niej nie sktanial.
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ty, w mysl ktorej matematyke utozsamia sie z jej formalng idealiza-
Cja, zas filozofie matematyki sprowadza si¢ do metamatematyki (La-
katos 2005: 17)4. Odrzuca w szczegélnosci reprezentowang np. przez
Carnapa koncepcje matematyki jako skfadni jezyka nauki (ktéremu
towarzyszy program sprowadzenia rozwazan filozoficznych do ba-
dan metanaukowych). O koncepcji tej dziedziny w wydaniu pozy-
tywizmu logicznego Lakatos wypowiada si¢ krytycznie, twierdzac,
ze byla wrecz szkodliwa dla historii i filozofii matematyki (Lakatos
2005: 19). Formalizm matematyczny, jego zdaniem, opiera si¢ na do-
gmatach pozytywizmu logicznego, zgodnie z ktérymi tylko tautolo-
gie logiczne lub zdania weryfikowalne empirycznie maja sens. Laka-
tos zauwaza jednak, Ze matematyka nieformalna nie spetnia zadnego
z tych dwéch warunkéw - tym samym zwolennik logicznego pozy-
tywizmu powinien uznad, ze jest ona po prostu pozbawiona sensu
(Lakatos 2005: 19). Nalezy podkresli¢, ze Lakatos — cho¢ okreslany
mianem matematycznego quasi-empirysty — nie deklaruje si¢ jako
empirysta w kwestii natury wiedzy matematycznej. Autor Dowoddow
i refutacji odrzuca tez interpretacje wiedzy matematycznej jako czy-
sto tautologicznej — wedlug niego zdania matematyczne nie s3 tau-
tologiami, ale majg pewna tres¢. Mozemy wiec — wbrew opinii rady-
kalnych formalistow — méwi¢ o wiedzy matematycznej, a nie tylko
o znajomosci regut manipulowania symbolami.

Lakatos okresla formalizm matematyczny jako ostatnie ogniwo
w fancuchu dogmatystycznych filozofii matematyki (Lakatos 2005: 22).
Przez ,dogmatyzm” za$ rozumie przeswiadczenie, ze mozemy osig-
gnad prawdziwg i pewna wiedz¢ matematyczng. Dogmatyzmowi prze-
ciwstawia sceptycyzm, w mysl ktorego takiej pewnej wiedzy nie moze-
my posias¢ (lub nie mozemy wiedzie¢, ze taka wiedze osiagnelismy).
Zdaniem Lakatosa matematyka w swoim dotychczasowym rozwoju
byla swoistym bastionem dogmatyzmu, za$ kryzysy w jej podstawach
prowadzity jedynie do przeformutowan obowigzujacych teorii, ale nie
do zmiany samego sposobu uprawiania tej dyscypliny. Epistemolo-
giczny dogmatyzm ugruntowal ztudny obraz matematyki jako wie-

4 Lakatos interpretuje wiec stanowisko formalistyczne w nieco wezszy sposob niz

przyjety przeze mnie w poprzednim rozdziale.
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dzy autorytatywnej, niezawodnej i niepodwazalnej. Lakatos twier-
dzi: ,Wiegkszos¢ sceptykow zrezygnowata z oblegania tej niezdobytej
twierdzy epistemologii dogmatystycznej” - i jednocze$nie formutu-
je postulat: ,,Czas najwyzszy podja¢ wyzwanie” (Lakatos 2005: 22).
Formalistyczna wizja dowodu matematycznego jako ciagu operacji
formalnych w z gory ustalonym jezyku jest — jego zdaniem - catko-
wicie nietrafna. Nawigzujac do analiz z rozdzialu pierwszego, moz-
na powiedzie¢, ze Lakatos jest bliski wizji procesu dowodzenia jako
swoistego procesu argumentacyjnego, ktéry nie daje sie adekwatnie
odzwierciedli¢ przez zabieg formalizacji.

Przedmiotem zainteresowania Lakatosa sg teorie matematyczne
w oryginalnych wersjach, w jakich zostaly stworzone przez samych
autor6éw, a nie w odmianach zrekonstruowanych w systemach for-
malistow. Badacz z dezaprobaty cytuje nastepujaca uwage Tarskie-
go: ,Rzecz jasna, nie wszystkie nauki dedukcyjne przybierajg postac
nadajacg si¢ na przedmiot badan naukowych. Nie majg takiej posta-
ci [...] te nauki, ktore nie sg oparte na dokladnie okreslonych podsta-
wach logicznych, nie maja sprecyzowanych regul inferencji i ktérych
twierdzenia sg zazwyczaj wystowione w dwuznacznych i niescistych
terminach jezyka potocznego — stowem: nauki, ktore nie sa sforma-
lizowane” (Tarski 1930; cyt. za: polskim ttumaczeniem J. Zygmun-
ta 2001: 31-32). Zdaniem Tarskiego przedmiotem naukowego opi-
su moze by¢ dopiero sformalizowana wersja teorii matematycznych.
Takie ujecie jest zdaniem Lakatosa catkowicie bledne: nalezy bo-
wiem uwzgledni¢ fakt, ze matematyka nie jest wszakoz tworzona
jako sformalizowany system. Podstawe rozumienia jej istoty stano-
wi bowiem analiza realnych proceséw, jakie w niej zachodza, a nie
tylko ,,produktu finalnego”, czyli teorii matematycznych w ich osta-
tecznej wersji’. Z tego tez powodu, rzetelnie uprawiana filozofia ma-
tematyki musi uwzgledniac historig jej rozwoju. Lakatos parafrazuje
znane powiedzenie Kanta, twierdzac, iz historia matematyki bez fi-
lozofii staje si¢ $lepa, za$ filozofia matematyki ignorujaca rzeczywiste

> Na przyklad, zgodnie z koncepcja Lakatosa, dla zrozumienia tego, czym jest
geometria, wazna jest analiza procesu ksztaltowania si¢ poje¢ geometrycznych,
a nie jedynie rozwazanie np. aksjomatyki Hilberta.



58 ROZDZIAL 2

zjawiska historyczne - pusta (Lakatos 2005: 19). I faktycznie, waz-
ne miejsce w rozwazaniach Lakatosa zajmuje analiza historii rozwo-
ju poje¢ matematycznych.

Podstawowg role w omawianej koncepcji odgrywa rozroznienie
nauk na euklidesowe i quasi-empiryczne®. Podzial ten ma odzwier-
ciedla¢ mechanizmy uzasadniania tez danej nauki. To, czy dany sys-
tem ma charakter euklidesowy, czy tez quasi-empiryczny jest uza-
leznione bowiem od tego, w jaki sposdb s weryfikowane tezy tego
systemu (moéwi sie tu o przeplywie warto$ci prawdziwosci). W syste-
mie euklidesowym punktem wyjécia sg aksjomaty, za$ logika jest na-
rzedziem dowodu. W systemie quasi-empirycznym logika pelni funk-
cje narzedzia krytyki: tutaj falszywo$é tzw. stwierdzen bazowych
(pojecie to zostanie wyjasnione dalej) prowadzi do wykazania fal-
szywosci przyjetych zalozen (Lakatos 2002: 224). Dokonany przez
Lakatosa podzial nauk opiera si¢ wiec na kryterium o charakterze
metodologicznym, a nie tre§ciowym: wazny jest sposob uzasadnia-
nia twierdzen danej nauki, mechanizmy jej rozwoju, a nie kryteria
o charakterze ontologicznym (dotyczace przedmiotu badan mate-
matyki) czy epistemologicznym (dotyczace Zrédet wiedzy matema-
tycznej). Na przyktad, logicyzm i formalizm mozna zaliczy¢ (mimo
glebokich réznic) do nurtu euklidesowego. Zdaniem logicystow (np.
Fregego i Russella) twierdzenia matematyczne daja si¢ wyprowadzi¢
z aksjomatow o charakterze czysto logicznym, ktdre stanowig pod-
stawowe prawdy. W mysl stanowiska Hilberta podstawowe prawdy
dotycza stosunkowo stabych systemdéw formalnych i to one stanowia
podstawe matematyki, pozwalajac na rekonstrukcje bardziej ztozo-
nych poje¢. Jednak w przypadku obu tych stanowisk wspdlny pozo-
staje sposob myslenia: rozwdj tej dziedziny nauki nalezy opisywac
jako przejscie od podstawowych prawd do wyprowadzanych z nich
wnioskow.

¢ W polskim ttumaczeniu Dowodéw i refutacji jest uzywany termin ,euklide-

jskie”, z kolei w innej pracy (Lakatos 2002) — termin ,,euklidesowe’, przy ktorym
pozostane.
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Lakatos w zywy sposob krytykuje ujecie euklidesowe. Pozwole
sobie (tytutem ilustracji pelnego ekspresji stylu autora) przytoczy¢
diuzszy fragment:

Metodologia euklidejska wypracowata pewien obowiazujacy styl wy-
kfadu. [...] Wyklad [...] rozpoczyna sie od podania ustalonej z drobia-
zgowa staranno$cia listy aksjomatow, lematow i/lub defi-
nicji. Te aksjomaty i definicje sprawiaja czesto wrazenie sztucznych
i zagadkowo zawilych. Nie dowiadujemy sie nigdy, jak te zawitoéci po-
wstaly. Po wyliczeniu aksjomatow i definicji nastepuja starannie zreda-
gowane twierdzenia. S one obcigzone wymy$lnymi warunkami;
wydaje sie wprost niemozliwe, aby ktokolwiek je odgadl. Po twierdze-
niu nastepuje dowod.

Zgodnie z euklidejskim rytuatem, student matematyki zobowia-
zany jest do uczestniczenia w tych magicznych sztuczkach, bez zada-
wania pytan ani na temat tego, skad si¢ one wziely, ani tego, jak sie
takie hokus-pokus robi. [...] W stylu deduktywistycznym wszystkie
twierdzenia sg prawdziwe i wszystkie wnioskowania prawomocne. Ma-
tematyke prezentuje si¢ jako stale powiekszajacy sie zbiér wiecznych,
niezmiennych prawd. Kontrprzyktady, refutacje, krytyka nie maja ab-
solutnie prawa wstepu (Lakatos 2005: 216).

Zdaniem Lakatosa jest to ujecie catkowicie bledne i wpycha mate-
matyke w $lepy zaulek. Taki styl uprawiania (i wyktadania) matema-
tyki odcina ja bowiem od motywacji, ktére prowadza do tworzenia
okreslonych poje¢ matematycznych i ksztattowania sie metod ich ar-
gumentacji’. Deduktywistyczny styl uprawiania matematyki ukry-
wa te mechanizmy, za$ rezultat koncowy zostaje uznany za nieza-
wodny (Lakatos 2005: 217). Takie widzenie dyscypliny opiera si¢ na
btednym przekonaniu, ze podstawowym sposobem matematyczne-
go rozwoju jest dedukcja, ze to logika dostarcza adekwatnych na-
rzedzi opisu procesu tworzenia wiedzy matematycznej. O zwolen-
nikach takiej wizji matematyki Lakatos pisze, iz wyobrazajg sobie

7 Na podobny fakt zwraca uwage np. Rota, ktory pisze, iz to, co jest ukryte przy

aksjomatycznej prezentacji teorii, jest przynajmniej tak wazne dla naszego ro-
zumienia matematyki jak to, co usituje ukaza¢ owa aksjomatyczna prezentacja
(Rota 1997: 192).
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oni, ze matematyk rozpoczyna prace, ustalajac definicje i aksjoma-
ty w sposéb arbitralny, a nastepnie z tych definicji i aksjomatéw wy-
prowadza twierdzenia. Jest to ujecie bledne i Lakatos stawia sobie za
cel wykazanie, iz podobnie jak logika odkrycia naukowego nie jest
indukcyjna (co wykazal Popper), tak rowniez logika odkrycia mate-
matycznego nie jest dedukcyjna (Lakatos 2005: 217-218). Wlasciwy
opis tych mechanizméw daje nam tzw. styl heurystyczny. Eksponuje
on sytuacje problemowa, w ktérej doszto do sformulowania hipotez,
definicji i dowodow, w przeciwienstwie do stylu deduktywistyczne-
go, ktory catkowicie odrywa definicje i dowody od ich ,,dowoddow-
-przodkow”, przestawiajac je w sztuczny i arbitralny sposob ,,jak-
by si¢ wziely z sufitu” (Lakatos 2005: 219). Dominacja takiego po-
gladu jest dla matematyki wrecz szkodliwa®. Ukazanie heurystycz-
nych mechanizmdw rozwoju (od pierwotnej hipotezy, przez dowod,
kontrprzyktady az do definicji i twierdzen) pozwolitoby bowiem na
odejscie od obowiazujacej wizji uprawiania matematyki i zarazem
przeciwdzialaloby jej degeneracji. Sprawia to jednak trudnos$¢ ze
wzgledu na dominacje stylu deduktywistycznego i atomizacje wie-
dzy matematycznej (Lakatos 2005: 232-233).

Ujecie Lakatosa jest bardzo radykalne - krytykujac matematyke
euklidesowas, zdaje sie twierdzi¢, ze prowadzi ona do btednego ujecia
nauczania matematyki i Ze dobry podrecznik matematyki powinien
by¢ napisany w stylu heurystycznym (skoro - zgodnie z przytoczo-
nym wyzej fragmentem - 6w ,euklidesowy rytual” jest niewlasci-
wy i wrecz szkodliwy). Zamiast gotowych definicji, ktére wyskakuja
niczym krolik z kapelusza juz na pierwszej stronie podrecznika, za-
miast gotowych dowodéw przedstawiajacych koncowy efekt pracy
(i niepozwalajgcych nam ujrze¢ samych zmagan matematyka z opor-
ng materig), adept dyscypliny powinien uczy¢ sie jej przez ,rozpo-
znanie walkg’, zgodnie z metodologiag dowoddw i refutacji.

Jesli tak interpretowac stanowisko Lakatosa, to wydaje sie ono

zbyt skrajne. Pytanie o to, jak skutecznie naucza¢ matematyki, ma cha-

8 Lakatos pisze o okresach stagnacji w rozwoju teorii, kiedy to ,teoria dominu-
je na scenie, nie majac zadnych rywalek ani tez nie bedac zagrozong przez po-
twierdzone préby jej obalenia. Moze to powodowa¢, ze zapominamy o mozli-
wosci poddawania krytyce zalozen bazowych” (Lakatos 2005: 239).
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rakter empiryczny i nie podejmuje sie tu go rozstrzygac — przypusz-
czam jednak, ze podreczniki pisane w duchu Dowodéw i refutacji by-
tyby zmorg studentéw. Sadze, ze w znacznie wiekszym stopniu niz
obowigzujace ,.euklidejskie” podreczniki prowadzityby do znieche-
cenia stuchaczy, za$ sama matematyke wpedzilyby w slepy zaulek.
Zdaniem Fefermana forma wywodéw Lakatosa (najezonych szcze-
gotami historycznymi, pozornymi wynikami, uwagami krytyczny-
mi, kontrprzykladami) jest meczaca, zas ,,przesledzenie dowodow
do konca wymaga determinacji, a nie dostarcza dodatkowego zro-
zumienia” (Feferman 1978: 311). Opini¢ te uwazam za absolutnie
trafng (cho¢ oczywiscie student matematyki moglby przestudiowac
heurystyczny podrecznik w charakterze ciekawego uzupelnienia).
Lakatos akcentuje sam proces tworzenia wiedzy matematycznej, za-
razem jednak zdaje si¢ ignorowac fakt, ze dowod w ostatecznej wer-
sji ukazuje sie¢ zaleznosci pojeciowych i logicznych, ktérych ziden-
tyfikowanie bylo celem matematyka. Kontekst odkrycia i tworzenia
poje¢ matematycznych jest niewatpliwie wazny dla zrozumienia
motywagcji, ale jednoczesnie przedstawianie wszystkich szczegdtow
moze pelni¢ funkcje - z dydaktycznego punktu widzenia — odwrot-
ng do oczekiwanej’.

Lakatos mowi o degeneracji matematyki — jego zdaniem domi-
nacja ujecia euklidesowego (deduktywistycznego) jest dla matema-
tyki szkodliwa. Nie wiadomo jednak, w czym owa szkodliwo$¢ mia-
taby sie przejawiac. Patrzac na rozwdj matematyki, trudno dostrzec
w niej objawy degeneracji czy stagnacji (cho¢ oczywiscie pewne jej
galezie majg charakter zamkniety, np. geometria elementarna). La-
katos w swoich analizach dokonuje pewnego zabiegu perswazyjne-

9 Uwagi Lakatosa nie sg czysto teoretyczne — wszak podejmowano proby naucza-

nia matematyki w abstrakcyjnym, aksjomatycznym stylu juz na poziomie szkol-
nym (byta to dydaktyczna porazka). Wydaje si¢ dos¢ oczywiste, ze edukowanie
w zakresie np. geometrii elementarnej w duchu Grundlagen der Geometrie Hil-
berta (zupelnie bez rysunkéw i wyjasniania sensu poje¢ pierwotnych) bytoby
z dydaktycznego punktu widzenia szkodliwe. Istnieja podreczniki np. geome-
trii rozniczkowej, w ktérych konkretne przyklady rozmaitosci (jak sfera czy to-
rus) pojawiaja si¢ sporadycznie, a juz problemy o charakterze praktycznym nie
wystepuja wcale. Przeciwko takim ujeciom stusznie wystepuje Lakatos, popa-
dajac jednak w druga skrajnos¢.
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go, ustawiajac sobie — jako tatwego przeciwnika - kogo$, kto upra-
wiajgc matematyke, w ogole nie mysli o motywacjach, o glebokich
zwigzkach miedzy pojeciami, o tym, czy pojecia sg naturalne, czy
nie, a jedynie wypisuje aksjomaty, a nastepnie dedukuje z nich twier-
dzenia. Jednak takich matematykow chyba po prostu nie ma. Uwa-
gi Lakatosa w odniesieniu do rzeczywistych proceséw rozwojowych
w matematyce nie sg trafne — trudno byloby wskaza¢ jakikolwiek hi-
storyczny przyklad waznej dziedziny matematycznej, ktora faktycz-
nie rozwijataby sie w duchu euklidesowym (nawet jesli w takim du-
chu bedzie prezentowana w monografii). Interpretowane literalnie
tezy Lakatosa nalezy postrzega¢ jako mocno przesadzone - jednak
jesli oddzielimy je od polemicznej retoryki, to mozna je uznaé za
zasadne w odniesieniu do sposobu uprawiania ,,oficjalnej” refleksji
nad matematyka, w ktérej w pewnym momencie zacz¢la dominowac
wizja bliska formalizmowi.

2. Zdania bazowe i falsyfikatory heurystyczne

Punktem wyjscia w badaniach matematycznych sg tzw. zdania bazo-
we. W ujeciu euklidesowym za takie bazowe zdania nalezaloby uzna¢
aksjomaty, jako pierwotne w porzadku logicznym. Lakatos natomiast
bierze za nie te zdania matematyczne, ktore najwczesniej (w porzad-
ku historycznym, a nie logicznym) uznajemy za prawdziwe. Nie s3
to aksjomaty teorii formalnej, ale stwierdzenia, ktére przyjmujemy
w matematyce nieformalnej, majace swoje zrodto w praktyce mate-
matycznej, w naszym intuicyjnym, preformalnym rozumieniu po-
je¢ i uyymowaniu pewnych podstawowych prawd matematycznych.
One dopiero mogg stanowi¢ punkt wyjscia etapu aksjomatyzacji teo-
rii, ktory jest znacznie pdzniejszy i nastepuje dopiero wtedy, gdy juz
do$¢ dobrze rozumiemy sie¢ zaleznosci pojeciowych w naszej nie-
formalnej matematyce'. W procesie tworzenia teorii matematycz-

® Mozna jako przyklad przytoczy¢ aksjomatyzacje geometrii w stylu Hilberta:
formalizacja, polegajaca na wskazaniu (mozliwie nielicznych) poje¢ pierwot-
nych, relatywnie do ktorych definiuje sie pozostate pojecia, oraz aksjomatow,
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nej mamy do czynienia z podobnymi mechanizmami jak w procesie
tworzenia teorii empirycznej (Lakatos ma tu na mysli opis w du-
chu Poppera). Punkt wyjscia stanowia bowiem swoiste explanan-
da, ktérymi sg tezy matematyki niesformalizowanej. Ewentualne
aksjomaty teorii sformalizowanej moga stanowi¢ za$ hipotezy wyja-
$niajace — i taki jest de facto ich status. W matematyce mamy wiec
do czynienia raczej z testowaniem owych aksjomatéw, a nie (tylko)
z dedukowaniem twierdzen (Lakatos moéwi tutaj o retransmisji fat-
szu). W ten proces testowania hipotez wyjasniajacych nieuchronnie
jest wpisana mozliwos¢ ich obalenia (na podobienistwo popperow-
skiego mechanizmu falsyfikacji hipotez naukowych). Aksjomaty sa
wigc uzasadniane w oparciu o to, czy dobrze potrafia uja¢ nasze prze-
konania matematyczne nabyte w fazie tworzenia matematyki prefor-
malnej. To wlasnie matematyka preformalna, intuicyjna, stanowi dla
nich ostateczne kryterium. Podstawowym mechanizmem w rozwo-
ju matematyki uprawianej w duchu quasi-empirycznym jest poszu-
kiwanie $miatych hipotez, ktore beda mialy mozliwie duzg site wy-
jasniajacg. Nastepnie poddaje si¢ je krytyce i selekcjonuje: w wyniku
dzialania mechanizmu falsyfikacji pewne z nich zostaja odrzucone,
sfalsyfikowane przez konfrontacje z ,,danymi empirycznymi’, ktory-
mi sg zdania bazowe. Mozna wigc powiedzie¢, Ze metodologia quasi-
-empiryczna ma spekulatywny charakter (Lakatos 2002: 224-225).
Nalezy podkresli¢, ze status zdan bazowych w matematyce jest oczy-
widcie calkowicie odmienny od zdan bazowych (potencjalnych fal-
syfikator6w) w naukach empirycznych - nie sa to bynajmniej stwier-
dzenia czasowo-przestrzenne (Lakatos 2002: 233)"". Zrédlem zdan
bazowych jest nieformalna praktyka matematyczna, za$ ewentualna
falsyfikacja teorii odbywa si¢ przez konfrontacje z ta praktyka.
Istotng role w koncepcji Lakatosa odgrywa pojecie falsyfikato-
ra - tym mianem okresla on zdania matematyczne, ktére moga stu-

jest mozliwa dopiero wtedy, kiedy dobrze rozumiemy sytuacje geometryczna,
gdy znamy wiele wynikow szczegétowych. Podobnie odbywata si¢ aksjomaty-
zacja np. teorii prawdopodobienstwa czy mechaniki klasycznej.
Quasi-empiryzm Lakatosa nie jest wigc w zadnej mierze empiryzmem w stylu
Milla czy (wspolczesnie) Kitchera, ktorzy uwazajg, ze matematyka jest po pro-
stu idealizacja danych empirycznych.
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zy¢ do obalenia (sfalsyfikowania) danej teorii. Odnotowuje istnienie
falsyfikatorow czysto logicznych - a mianowicie zdan wewnetrznie
sprzecznych (o strukturze pA—p). Falsyfikatory logiczne odgrywa-
ja oczywistg role: teoria generujgca sprzeczno$¢ musi zosta¢ odrzu-
cona i nie ma potrzeby tego faktu dalej analizowa¢'. Jednak oprocz
falsyfikatoréow czysto logicznych, wazng role odgrywaja w matema-
tyce takze falsyfikatory innego typu: zdania bazowe, ktérym w nie-
formalnej praktyce matematycznej przypisaliémy warto$¢ logiczna
i ktére chcemy zachowa¢ (lub odrzuci¢) w formalnej wersji tworzo-
nej teorii. Takie twierdzenie teorii niesformalizowanej, ktore falsy-
fikuje teorie sformalizowang, Lakatos nazywa ,falsyfikatorem heu-
rystycznym” (Lakatos 2002: 233)*. Formalizacja ma za zadanie
uchwyci¢ dang w ramach matematyki nieformalnej tre$¢. Nalezy tu
wyraznie podkresli¢, Ze tresci tej nie definiuje jej sformalizowana
wersja, lecz jest ona dana juz uprzednio. Gdyby$my uznali, Ze dopie-
ro sformalizowana teoria aksjomatyczna okresla przedmiot swoich
badan, wowczas nie bytoby innych falsyfikatoréw poza czysto logicz-
nymi. To zalozenie o posiadanej uprzednio tresci umozliwia wpro-
wadzenie pojecia falsyfikatora heurystycznego'.

Lakatos rozwaza problem falsyfikatoréw heurystycznych dla teo-
rii aksjomatycznej na przykltadzie teorii mnogosci. Ich role mogly-
by pelni¢ pewne zdania arytmetyczne, na przykiad hipoteza Goldba-

2 W literaturze pojawiajg sie propozycje, aby niejako wlaczy¢ sprzecznoéé¢ do ma-
tematyki na pewnym poziomie (np. Priest: 1997, 2000). Jednak odgrywaja one
role raczej marginalna.

3 Mechanizm ten mozna opisa¢ tak: niech T, oznacza nieformalna, za$ T, for-
malng wersje teorii matematycznej; o niech bedzie zdaniem z T, za$ a., jego
formalnym odpowiednikiem. Gdyby okazalo si¢, ze T, dowodzi —a, za$ T, do-
wodzi o, to zdanie o, byloby wlasnie heurystycznym falsyfikatorem teorii T,
Nalezy tu odnotowa¢ pewng subtelnos¢: zdania o oraz o, bylyby de facto dwo-
ma réznymi zdaniami, sformulowanymi w réznych jezykach. Aby méwi¢ tu
o mechanizmach falsyfikacji w duchu Lakatosa, musielibysmy dysponowa¢ do-
brym kryterium stwierdzania, ze zdania te sg faktycznie swoimi odpowiednika-
mi. Jednak w praktyce zazwyczaj potrafimy utozsami¢ nieformalng i sformali-
zowang wersje twierdzenia.

* W polemice Hilberta z Fregem dotyczacej mechanizméw definiowania pojeé
i natury definicji przez postulaty (o ktorej mowa w rozdziale pierwszym), Laka-
tos stanalby wiec po stronie Fregego.
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cha. Uznaliby$my ja za falsyfikator, gdyby zaszta koniunkcja dwoch
warunkow:

1. Zostalaby rozstrzygnieta w matematyce nieformalnej.

2. Zostalaby w inny sposdb rozstrzygnieta w ZFC.

Gdyby tak faktycznie bylo, bylby to ewidentny argument, iz ZFC
nie stanowi adekwatnej formalizacji naszej matematyki nieformal-
nej, w ramach ktdrej dowodzimy w szczegdlnosci twierdzen teorio-
liczbowych. Bardzo watpie jednak w to, czy faktycznie mozna podac
przekonujacy przyktad zdania ilustrujacego mechanizm falsyfikacji,
o ktérym moéwi Lakatos. Byloby ono bowiem twierdzeniem matema-
tyki nieformalnej, ktorego negacja bylaby z kolei twierdzeniem ZFC.
Tym samym znaczyloby to, ze wyniki np. geometrii algebraicznej czy
analizy rzeczywistej i zespolonej, wykorzystywane w teorii liczb, oka-
zaly sie niezgodne z aksjomatami teorii mnogosci ZFC - czyli ze ,,zwy-
kfa matematyka” jest po prostu sprzeczna z teorig mnogosci. Nie ma
jednak na razie danych, ktore mogtyby o takiej sprzecznosci $wiad-
czy¢ — a tym bardziej o tym, Ze takim zdaniem, wyrazajagcym owa
sprzecznos¢, jest hipoteza Goldbacha.

Lakatos wskazuje tez inne zdania arytmetyczne, ktdre moga pet-
ni¢ role potencjalnych falsyfikatoréw dla pewnych teorii, stanowig-
cych wzmocnienia dla teorii mnogosci. Problem rozwaza w kontek-
$cie aksjomatéw istnienia duzych liczb kardynalnych. Zdania te sa
niezalezne od ZFC, za$ teorie typu ZFC+A (gdzie A oznacza jakis
aksjomat tego typu) sa silniejsze od ZFC. Lakatos twierdzi, ze zda-
niami testowymi, potencjalnymi falsyfikatorami dla tych aksjoma-
tow, moga by¢ pewne (majace finitystyczny charakter) zdania doty-
czace rownan diofantycznych (Lakatos 2002: 235)".

Nie jest dla mnie w pelni jasne, jaki mechanizm falsyfikacji miat
tu na mysli Lakatos. Wiadomo, Ze istniejg zdania arytmetyczne nie-
zalezne nie tylko od PA, ale réwniez od ZFC. Przykladem takiego
zdania jest zdanie Con,,, wyrazajgce niesprzeczno$¢ teorii mnogo-
$ci ZFC (na mocy wynikow Godla, jest ono nierozstrzygalne w teorii

' Roéwnania diofantyczne to wielomiany, w ktorych wspétczynnikami sg liczby
calkowite i dla ktérych poszukujemy rozwigzan tylko w liczbach catkowitych.
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mnogosci ZFC)*. Podobna sytuacja ma miejsce ze zdaniami aryt-
metycznymi typu Con,,. ., Con ., Con, . etc, ktére wyra-
Zaja niesprzeczno$¢ odpowiednich teorii (i ktore sa w tych teoriach
niedowodliwe). Wydaje si¢ wiec kuszace stwierdzenie, ze nasza wia-
ra w niesprzeczno$¢ takich teorii moze by¢ testowana przez bezpo-
$rednig analize zdan arytmetycznych typu Con,. Hipotetyczny sce-
nariusz falsyfikacji wygladalby nastepujaco:

1. Rozwazamy dodanie do ZFC nowych aksjomatéw, np. aksjo-
matu istnienia liczby mierzalnej (MC).

2. Rozwazamy zdanie Con,, . - jest to zdanie arytmetyczne,
wyrazajace (dzigki odpowiedniemu kodowaniu) niesprzecznos¢ teo-
rii ZFC+MC.

3. Jesli w nieformalnej matematyce potrafilibysmy podac argu-
menty $wiadczace o falszywosci zdania Con,, . ., bylby to wazny
argument na rzecz odrzucenia teorii ZFC+MC. Uznalibysmy wow-
czas, ze zostala ona sfalsyfikowana (heurystycznie) przez zdanie
arytmetyczne.

Sadze, ze taki mechanizm musial mie¢ na mysli Lakatos, piszac
o heurystycznej falsyfikacji silnych aksjomatéw nieskonczonosci —
nie s3 bowiem znane zadne przyklady zdan o konkretnej tre-
$ci teorioliczbowej, ktére bylyby niezalezne od ZFC (a tym bardziej
od ZFC+MC). Takie niezalezne zdania powstaja bowiem przez ko-
dowanie pewnych faktéw metamatematycznych. Jesli przyjmiemy
taka interpretacje wypowiedzi Lakatosa, to mozna stwierdzi¢, iz po-
pelnia on tutaj blad (a przynajmniej naduzycie). Zauwazmy, ze to,
jakim zdaniem jest Con,, . . zalezy od przyjetej metody kodowa-
nia. Wszak istnieje ich wiele: wystarczy chociazby zmieni¢ kolej-

16 Za pomocy arytmetyzacji sktadni (,,gddelizacji”) mozemy sformutowaé zdania
arytmetyczne wyrazajace niesprzecznos¢ teorii sformalizowanych, takich jak
np. ZFC+MC (aksjomat istnienia liczby mierzalnej). Zdania takie (standardo-
wo oznaczane przez Con,, gdzie T jest interesujacg nas teorig) mowig o réw-
naniach diofantycznych, a jednoczesnie wyrazaja pewne metamatematyczne
tresci.

7' Nalezy pamietaé, ze pierwszy przyklad zdania arytmetycznego, ktore byloby
niezalezne od PA i mialo naturalng matematyczng tre$¢ zostal podany do-
piero w roku 1977 (Paris, Harrington 1977).
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no$¢, wjakiej bedg kodowane symbole logiczne, i w efekcie otrzymac
inne zdanie (oznaczmy je o roboczo przez Con*, . . ). Wpraw-

dzie oba zdania (tj. Con,, . oraz Con*, ) bedg mialy iden-

tyczng metamatematyczng interpretacje, jednak nie jest oczywiste,
ze musza mie¢ identyczne cechy, jesli chodzi o ich potencjalng m a-
tematyczng wiarygodnos¢. Nalezy bowiem pamigta¢, ze zdania
typu Con,, . .. nie maja w zasadzie zadnej ciekawej, naturalnej tresci
czysto teorioliczbowej*®. Sa one skonstruowanewtasnie jako zda-
nie o charakterze matematematycznym, a nie jako zdania, ktérym
skadinad zainteresowaliby sie specjalisci od teorii liczb. Nie przypo-
minajg wiec hipotezy Fermata czy Goldbacha ani innych zwyklych
zdan arytmetycznych®. Z punktu widzenia samej teorii liczb, zdanie
Con,,. . nie jest bardziej (ani mniej) interesujace niz Con,, . czy
Con,,. ., albo zdanie Con,, ., czy Con, . . Nie wyrastaja one
przeciez z naturalnej praktyki teorii liczb, ale z rozwazan metateore-
tycznych. Trudno sobie wigc wyobrazi¢ zwyktly argument mate-
matyczny, ktéry miatby wykaza¢ wiarygodnos¢ (badz jej brak) zda-

nia Con,, . > Lakatos, méwigc o arytmetycznych falsyfikatorach

(rozszerzen) teorii mnogosci, nie jest wiec przekonujacy.

8 Oczywiscie, jako zdania dotyczace wielomianéw sa zdaniami o treici teorio-

liczbowej, jednak nie jest ona ciekawa z punktu widzenia samej teorii liczb. To,
ze np. pewien wielomian stopnia 2358 ma pierwiastek, nie jest faktem szczegol-
nie ciekawym - podobnie jak np. stwierdzenie faktu, Ze pewna formufa rachun-
ku zdan majgca 2358 zmiennych jest tautologig, nie jest szczegdlnie ciekawe dla
logika (cho¢ akurat moze by¢ to formuta wazna z punktu widzenia zastosowan
np. w opisie systemu sterowania procesem produkeji w fabryce).
' Hipoteza Fermata tez dotyczy pewnego réwnania diofantycznego. Jednak w prze-
ciwienistwie do zdan wyrazajacych niesprzeczno$¢ teorii, to zdanie ma bezpo-
$rednie, naturalne i gtebokie odniesienia do zwyklej matematyki.
Argument na rzecz wiarygodnosci zdania Con,, .. de facto musialby si¢ od-
wolywa¢ do wyrafinowanych rozwazan teoriomnogosciowych - ktére przy tym
w ogole nie musialyby bra¢ pod uwage sposobu ani nawet faktu istnienia kodo-
wania, lecz dotyczylyby wylacznie wyrazanej owymi zdaniami tresci. Takie ar-
gumenty s3 formulowane w dyskusjach dotyczacych wiarygodnosci aksjoma-
tow, w szczegolnosci ewentualnych nowych aksjomatéw dla teorii mnogosci,
jednak nie maja one charakteru formalnego, bo zaréwno teoria ZFC+MC, jak
i teoria ZFC+—MC sg niesprzeczne relatywnie do teorii ZFC.
Warto wspomnie¢ o jeszcze jednej trudnoéci. Otéz gdyby nawet zdanie typu
Con, uznac za mato wiarygodne z matematycznego punktu widzenia, to jeszcze

20
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Warto jednak odnotowa¢ w kontekscie tej dyskusji wyni-
ki Friedmana, bowiem podal on przyklady niezaleznych od ZFC
zdan dotyczacych wilasnosci kombinatorycznych pewnych obiek-
tow skonczonych (Friedman 1986). Udowodnienie tych zdan wy-
maga przyjecia okreslonych zalozen dotyczacych istnienia duzych
liczb kardynalnych®:. W opinii Friedmana istnienie takich zdan nie-
zaleznych stanowi przekonujacy argument na rzecz tezy, iz abstrak-
cyjna teoria mnogoséci moze odegra¢ role takze w badaniach doty-
czacych obiektow skonczonych. Twierdzi on wrecz, ze podane przez
niego zdania niezalezne ,niemal dotycza liczb naturalnych” (Fried-
man 1986: 93). Co wiecej, nie da si¢ owych zdan rozstrzygnaé przez
np. wprowadzenie ograniczajacych zalozen typu V=L (sa niedowo-
dliwe w ZFC+V=L). Ich ,,poziom niezalezno$ci” jest zatem — w tym
sensie — wiekszy niz w wypadku hipotezy kontinuum (ktora jest do-
wodliwa w ZFC+V=L). Uzasadnienie prawdziwosci takich zdan wy-
maga dolaczenia silnych zalozen, wykraczajacych poza teori¢ mno-
gosci ZFC?.

samo w sobie nie stanowi to argumentu przeciwko teorii T. Mozna bowiem
interpretowa¢ to jako argument przeciwko przyjetej metodzie arytmetyczne-
go kodowania zdan teorii T. Przeciez przez kodowanie dokonujemy utozsamie-
nia intuicyjnego zdania wyrazajacego niesprzeczno$¢ teorii T (np. teorii ZFC)
izdania Con, (np. zdania Con,, ). Zauwazmy na przyklad, ze zdanie Con,, wy-
razajgce niesprzecznos¢ teorii PA jest (na mocy II twierdzenia Godla) zdaniem
niezaleznym od PA. Tym samym teoria PA+—Con,, jest teorig niesprzeczng
(identyczna sytuacja ma miejsce w wypadku teorii ZFC+—Con,,_ ). Czy naleza-
foby stwierdzi¢, ze teoria PA+—Con,, sama siebie falsyfikuje, bo jest intuicyjnie
niesprzeczna (nie mniej niesprzeczna niz PA), a zawiera zdanie —Con,,, wyrazajgce
sprzecznos¢ PA? Byloby to nieporozumienie, jednak rozwazania Lakatosa zda-
ja sie sugerowad, ze tak wlasnie nalezatoby zrobic.

Chodzi o zalozenia dotyczace tzw. liczb Mahlo (znajdujg si¢ one stosunkowo
nisko w hierarchii duzych liczb kardynalnych). Jednak zatozenie niezbedne dla
udowodnienia zdan Friedmana nie jest bardzo stabe: konieczne jest przyjecie,
iz Vn3k (k jest n-Mahlo); nie wystarcza zalozenie istnienia liczby n-Mahlo dla
pewnego ustalonego 7.

Friedman we wczesniejszej pracy podat takze inne egzemplifikacje zdan ,,zwy-
ktej matematyki” niezaleznych od ZFC, twierdzac, Ze ,stanowig one przy-
ktady interesujacych twierdzen, ktérych udowodnienie w konieczny sposob
wymaga wyjscia poza ogdlnie akceptowane zasady rozumowan matematycz-

22
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Gdyby istnialy jakie$ naturalne intuicje dotyczace takich zdan,
sprzeczne z owymi twierdzeniami dowodliwymi przy zalozeniu ist-
nienia duzych liczb kardynalnych, to mieliby$émy faktycznie do czy-
nienia z przekonujacym przykladem falsyfikatora heurystycznego.
Wydaje si¢ jednak, ze takich intuicji nie ma, zdania Friedmana nie
wyrastaja z naturalnych badan zwyklej, ,,codziennej” matematyki, ale
raczej z badan metamatematycznych. Takg opini¢ wyraza np. Fefer-
man: twierdzi, ze zostaly one spreparowane dla uzasadnienia pew-
nej tezy, sa sztuczne i nie wyrastajg z codziennej praktyki matema-
tycznej. Podane przez Friedmana (w pracy Friedman 1986) zdanie
»odwoluje si¢ jedynie do poje¢ matematyki skonczonej, jednak jest
nieskonczenie odlegte od zwyklych probleméw matematycznych”
(Feferman 1987: 202). Zdaniem Fefermana brak jest danych na po-
parcie tezy, ze faktycznie matematyczne instrumentarium wykracza-
jace poza ZFC moze okaza¢ si¢ niezbedne w badaniach dotyczacych
problemdéw kombinatorycznych majgcych znaczenie z punktu wi-
dzenia pracy matematyka (Feferman 2000a: 407). Ujmujac problem
radykalnie, zdania Friedmana zostaly skonstruowane w sztuczny
sposob jako przyktad zdan (rzekomo!) wywodzacych si¢ ze zwyklych
badan matematycznych, na potrzeby uzasadnienia tezy o znaczeniu
zaawansowanych wynikéw teoriomnogosciowych dla zwyklej ma-
tematyki. Trudno jednoznacznie stwierdzi¢, czy wyniki Friedmana
mozna interpretowa¢ w duchu koncepcji Lakatosa, uznajac je za po-
tencjalnie wiarygodne falsyfikatory dla rozszerzenn ZFC. Nie pod-
waza to natomiast ogolnej obserwacji Lakatosa, iz formalna wersja
pewnej teorii matematycznej moze prowadzi¢ do wnioskéw sprzecz-
nych z codzienng praktyka i tym samym moze zostaé przez te prak-
tyke sfalsyfikowana. Caly problem tkwi w ustaleniu, jak bedziemy
rozumie¢ pojecie praktyki matematycznej.

Nie sadze jednak, aby udalo sie¢ znalez¢ sprzeczno$¢ miedzy
twierdzeniami ZFC a twierdzeniami matematyki nieformalnej. Nie
mozna tez dokona¢ ewentualnej falsyfikacji przez analize czysto
matematycznej wiarygodnoéci zdan typu Con,. Ewentualna falsy-

nych” (Friedman 1981: 209). Nie jest jednak do konca jasne, na ile te zdania sa
faktycznie naturalne i na ile wyrastaja z praktyki matematycznej.
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fikacja rozszerzen teorii mnogosci (czyli teorii typu ZFC+A, gdzie
A jest owym dodatkowym aksjomatem) mogtaby sie odbywac¢ jedy-
nie w stabym sensie - przez wskazanie zdania o, ktore zostaje roz-
strzygniete w ZFC, ale nieformalna matematyka sugeruje inne
rozwigzanie. Musialaby zatem zajs¢ koniunkcja nastepujacych wa-
runkow:

1. Zdanie o jest niezalezne od ZFC.

2. Zdanie o jest twierdzeniem teorii ZFC+A.

3. Matematyka nieformalna sugeruje, iz prawdziwe jest zdanie —o.

Woéweczas faktycznie zdanie a byloby falsyfikatorem dla teorii
ZFC+A*. Zauwazmy, ze aby taki fakt w ogéle mogl mie¢ miejsce, to
owo zdanie oo musialoby mie¢ naturalng tres¢ matematyczng (a nie
by¢ zdaniem dotyczacym np. modeli Boolowskich dla teorii mno-
gosci, determinacji zbiordw, struktury uniwersum zbioréw konstru-
owalnych L etc. - takie zdania dotyczg bowiem wewnetrznych pro-
bleméw teorii mnogosci). Istniejg przyklady zdan niezaleznych od
ZFC, ktérym przypisuje si¢ naturalng tre$¢ matematyczna®, jednak
trudno powiedzie¢, czy istniejg jakie$ intuicje, ktore by swiadczyly
wprost na rzecz ich prawdziwosci lub falszywoséci. Gdyby okazalo sie,
ze np. ZFC+A (czy nawet ZFC) dowodzi zdania P=NP, to fakt ten
moglby zosta¢ uznany za argument przeciwko ZFC+A (resp. ZFC) -
wigkszo$¢ specjalistow uwaza bowiem, ze P£NP*. Sadze jednak, iz

>4 Gdyby taka sytuacja wystapila w odniesieniu do teorii ZFC (tzn. pewne zdanie
o* byloby rozstrzygnigte inaczej w ZFC i w matematyce nieformalnej), to
stanowilaby ona argument $wiadczacy przeciwko tej teorii.

»  Sztandarowym przyktadem jest hipoteza kontinuum. Przyklady takich zdan nie-
zaleznych mogg dotyczy¢ réwniez teorii funkeji rzeczywistych, wlasnoéci zbioréw
liczb rzeczywistych (opisywanych w ramach deskryptywnej teorii mnogosci),
przestrzeni Banacha etc. Oto dwa przyktady takich twierdzen: 1. Niech f,gR—>R
beda funkcjami ciggtymi. Czy dla kazdego zbioru Borelowskiego B, zbior
Sf(R\g(B)) jest mierzalny w sensie Lebesgue’a? 2. Niech X bedzie zwartg prze-
strzenig Hausdorffa. Czy kazda norma na algebrze C(X,C) jest rownowazna
normie supremum? Por. Dales, Woodin 198;.

Hipoteza P=NP stwierdza (nie wnikajmy tu w szczegdly), ze problemy, jakie
dajg sie rozwigza¢ za pomocg algorytmu niedeterministycznego w czasie wie-
lomianowym, daja si¢ tez rozwiaza¢ za pomoca algorytmu deterministycznego
w tym samym czasie. Gdyby hipoteza ta byta prawdziwa, oznaczaloby to istnie-
nie wielomianowego algorytmu sprawdzajacego, czy dana formula rachunku

26
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taka sytuacja jest bardzo malto prawdopodobna, a poszukiwanie tego
typu falsyfikatorow to zajecie skazane na niepowodzenie.

Ogolniej o falsyfikacji w szerszym sensie mozna byloby moéwic,
gdyby$my mieli do czynienia z sytuacja, w ktorej:

1. Teoria formalna dowodzi a.

2. Matematyka nieformalnasugeruje —a.

Lakatos w tym kontek$cie przytacza przyklad teorii mnogosci
New Foundations Quine’a. Zauwaza, ze role falsyfikatoréw moga pel-
ni¢ dla niej stwierdzenia naiwnej teorii mnogosci: fakt, ze w NF
daje sie udowodni¢ twierdzenie, iz liczby porzadkowe nie s3 dobrze
uporzadkowane przez relacje <, stanowi falsyfikacje tej teorii, gdyz
jest to wniosek bardzo nieintuicyjny (Lakatos 2002: 235). Tu oczywi-
$cie pojawia si¢ problem, czy powinni$my uzna¢ nadrzedna wiadze
naszych naiwnych intuicji dotyczacych liczb porzadkowych (i tym
samym odrzuci¢ NF). Problem jest szerszy: jak szeroka moze by¢
klasa owych zdan dopuszczonych do roli heurystycznych falsyfika-
torow? Skrajne ujecie dopuszczatoby tylko falsyfikatory czysto lo-
giczne, a wiec werdykt naszych (naiwnych) intuicji nie mialby zad-
nego znaczenia. Lakatos odrzuca taki punkt widzenia, dopuszczajac
szersza klase falsyfikatorow i poszerzajac rowniez samo pojecie fal-
syfikacji. Taka wtasnie sytuacja wystepuje w rozwazanym przezen
przykladzie teorii NF: wszak nie istnieje twierdzenie naiw-
nej matematyki dotyczace dobrego uporzadkowania klasy liczb po-
rzadkowych, a jedynie nasze intuicyjne przeswiadczenie dotyczace
owego dobrego uporzadkowania. Lakatos ma na mysli mechanizm,
zgodnie z ktérym zdanie posiadajace niewiarygodne (dziwne, nie-
intuicyjne, niepozadane etc.) konsekwencje, powinno samo zosta¢
uznane za niewiarygodne i tym samym nie mogloby zosta¢ przyjete
jako aksjomat. Schemat (w uproszczeniu) bylby taki:

1. B logicznie wynika ze zdania a.

2. B jest zdaniem malo wiarygodnym.

WNIOSEK: o jest zdaniem matlo wiarygodnym.

zdan jest tautologia (co wydaje si¢ mato prawdopodobne). Wigcej o problemach
dotyczacych ztozonosci obliczeniowej pisze w rozdziatach trzecim i czwartym.
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O takiej sytuacji Lakatos pisze takze w kontekscie hipotezy konti-
nuum i standardowej teorii mnogosci ZFC. W tym wypadku trudno
bytoby méwic o silnym typie falsyfikacji - taki mogiby mie¢ miejsce
jedynie wowczas, gdyby teoria ZFC+CH dowodzila jakiego$ zda-
niasprzecznego ztwierdzeniami matematyki nieformalnej. Taki
przyktad nie jest znany. Metoda quasi-empiryczna polega wiec tu-
taj jedynie na analizie wiarygodnosci wnioskéw. Zdaniem Lakatosa
postugiwal sie nig Godel, wskazujac na niewiarygodne konsekwen-
cje hipotezy kontinuum i tym samym niewiarygodnos¢ jej samej
(Lakatos ma na mysli analizy z Godel 1947/1964)*. Uczen Poppe-
ra twierdzi wrecz, ze zbudowanie teorii mnogosci, w ktérej mozna
udowodnic¢ negacje hipotezy kontinuum, byto kluczowe dla ,nowe-
go programu euklidesowego” Godla (Lakatos 2002: 237).

W naturalny sposob powyzsze rozwazania stosuja sie do proble-
mu uzasadniania aksjomatow teorii mnogoéci. Szczegétowa prezen-
tacja tej problematyki wykracza zdecydowanie poza ramy niniejszej
pracy, jednak pozwole sobie zwrdci¢ uwage Czytelnika na pewne

* Lakatos zwraca tez uwage na fragment pracy Godla, w ktérym jako metode
uzasadniania hipotez autor wskazuje odwolanie si¢ do wiarygodnosci wnio-
skow (Godel 1944). Rzeczywiscie, obok intuicji matematycznej Godel wyraznie
mowil o ,,drugim filarze” uzasadniania aksjomatéw matematycznych, a miano-
wicie przez odwotanie si¢ do ich owocnosci w rozwigzywaniu probleméw; chy-
ba najbardziej znany fragment jego prac dotyczacy tego zagadnienia to: ,,de-
cyzja dotyczaca ich [nowych aksjomatéw — przyp. K. W] prawdziwosci jest
mozliwa takze w inny sposéb, a mianowicie przez indukcyjng analize ich »suk-
cesu«. Sukces oznacza tutaj owocnos$¢ w konsekwencje, w szczegélnosci w kon-
sekwencje »weryfikowalne, tj. konsekwencje dowodliwe bez nowych aksjoma-
tow, ktorych dowody z pomocg nowych aksjomatéw sg jednakze zdecydowanie
prostsze i fatwiejsze do odkrycia i umozliwiaja zawarcie w jednym dowodzie
wielu réznych dowodéw. [...] Mozna jednak wyobrazi¢ sobie o wiele wyzszy po-
ziom weryfikowania. Mogg istnie¢ aksjomaty tak owocne w sprawdzalne konse-
kwencje, rzucajace tak duzo swiatta na catg dyscypline i dostarczajace tak silnych
metod rozwigzywania probleméw (i to rozwigzywania konstruktywnego, tak da-
lece jak jest to mozliwe), ze niezaleznie od zagadnienia, czy s3 one wewnetrznie
konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim stopniu, jak
dowolna dobrze ugruntowana teoria fizyczna” (Godel 1947/1964: 265).

Probe sformutowania aksjomatéw umozliwiajacych rozstrzygniecie problemu
kontinuum Godel podjal takze w pracach: 1970a, 1970b (por. np.: Ellentuck
1975, Solovay 1995). O programie Gédla por. Feferman 1996.

28
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ciekawe watki tej dyskusji. Freiling w swej pracy podat bardzo pro-
sty argument (opierajacy sie na elementarnych, zrozumiatych na po-
ziomie szkoly podstawowej intuicjach probabilistycznych), prowa-
dzacy do - intuicyjnego, jak si¢ wydaje — aksjomatu (A,), ktdry jest
réwnowazny negacji hipotezy kontinuum (Freiling 1986)*. Wyniki
Freilinga mozna byloby zatem interpretowa¢ w duchu koncepcji La-
katosa, a jego aksjomat (A,) uzna¢ za zdanie falsyfikujgce CH. Wy-
daje sie ono bowiem bardzo intuicyjne (w kazdym razie na pozio-
mie naiwnych intuicji teoriomnogos$ciowych). Jesli uznaliby$my te
intuicje za trafne, mieliby$émy do czynienia ze stabym falsyfikatorem
w sensie Lakatosa®*. Jednak dyskusje dotyczace potencjalnych no-
wych aksjomatéw dla teorii mnogosci majg znacznie czesciej cha-
rakter bardzo techniczny. Przykladem jest koncepcja Woodina, ktora
poniekad réwniez dostarcza przykladu falsyfikatora heurystycznego
dla CH (por. Woodin: 1999, 2001; prezentacje¢ tej koncepcji zawie-
ra praca Wojtowicz 2011c¢). Analizy Woodina odwoluja si¢ do bar-
dzo wyrafinowanych wynikéw metateoretycznych i nie jest w petni
jasne, czy mozna twierdzié, ze wyrastaja one z praktyki matematycz-
nej?'. Pojawia si¢ nieuchronnie problem okreslenia, czym owa prak-
tyka matematyczna faktycznie jest, czym jest ,,zwykla matematyka”
i jak ustali¢ jej zakres. Lakatos mial na mysli matematyke gtéwnego
nurtu, obejmujaca np. teorig liczb, kombinatoryke, analize rzeczywi-
stg i zespolong, rachunek prawdopodobienstwa, teorie rownan roz-
niczkowych, analiz¢ funkcjonalna, topologie¢ etc.’* Nie chodzilo mu

* Prezentacje i analiz¢ argumentacji Freilinga Czytelnik znajdzie np. w Wojtowicz:
2004, 2005; analize argumentacji Freilinga za§ w: Bagemihl 1990, Simms: 1989,
1991, Freiling, Simms 1990.

Odmienng kwestig jest to, czy faktycznie intuicje podane przez Freilinga sg traf-
ne - opinie komentatoréw wyrazajg tu raczej sceptycyzm.

Z calg pewnosécig — w przeciwienstwie do argumentu Freilinga - argumen-
tacji Woodina nie bedzie w stanie zrozumie¢ tzw. czlowiek z ulicy - a nawet
»matematyk z ulicy”. Wymaga ona znajomosci bardzo specjalistycznych poje¢
teorii mnogosci.

Warto tu przytoczy¢ robocza klasyfikacje podang przez Simpsona w kontek-
$cie jego badan dotyczacych tzw. matematyki odwrotnej. Pisze on: ,,przez zwy-
kla matematyke rozumiemy bedaca w gtéwnym nurcie badarn matematycz-
nych matematyke nie-teoriomnogoéciows, tj. matematyke, z jaka mielismy do
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raczej o badania dotyczace np. modeli wewnetrznych dla ZFC albo
niestandardowych modeli dla arytmetyki PA%. Jednak rozwazania
w stylu Lakatosa mozna prowadzi¢ takze w odniesieniu do aksjo-
matycznej wersji teorii mnogosci ZFC: réwniez tam da si¢ wyrdz-
ni¢ sfere badan czysto formalnych i nieformalnych, heurystycznych
analiz, dotyczacych np. tego, czy koncepcja jest spojna, czy dobrze
harmonizuje z naszg wizja uprawiania dyscypliny, czy oferuje pelne,
dobre wyjasnienia. ,,Obrzeza” teorii mnogosci obfitujag w tego typu
problemy. Wyniki dotyczace tych zagadnien mozna bytoby — w tym
poszerzonym sensie — uzna¢ za falsyfikatory heurystyczne CH. Od-
woluja si¢ one do rezultatéw i rozwazan metateoretycznych, ktore
leza w obszarze zainteresowania (mozna powiedzie¢: w obszarze co-
dziennej praktyki) specjalistow od teorii mnogosci. Pojecie falsyfi-
katora heurystycznego winno wigc by¢ zrelatywizowane do konkret-
nej teorii i srodowiska problemowego. Mozna powiedzie¢, ze teoria
mnogosci stanowi teorie nadwyzkowa w stosunku do codziennych
potrzeb matematykow, ma swoje wlasne pojecia i wewnetrzne pro-
blemy?*. Stanowi (silne) uogdlnienie zwyklej matematyki, lecz trud-
no spodziewa¢ si¢ istnienia falsyfikatoréw heurystycznych dla ZFC

czynienia, zanim zabrali si¢ za nig specjaliSci od abstrakcyjnej teorii mnogosci.
(Lub raczej: matematyke taka, jaka byltaby, gdyby nie zabrali si¢ do niej specja-
lisci od abstrakcyjnej teorii mnogosci)” (Simpson 1984: 783). W innym miej-
scu proponuje bardziej szczegotowy podzial: matematyka teoriomnogosciowa
obejmuje te fragmenty matematyki, w ktorych jest niezbedne wykorzystanie
metod, pojec i srodkéw stricte teoriomnogosciowych (np. indukgji pozaskon-
czonej, wynikéw dotyczacych pozaskoriczonej hierarchii liczb kardynalnych,
wynikow dotyczacych modeli dla ZFC, pojecia konstruowalnoéci i badan do-
tyczacych klasy L etc.). Natomiast matematyka nieteoriomnogos$ciowa to frag-
ment matematyki ,,pierwotny lub niezalezny od wprowadzenia abstrakcyjnych
poje¢ teoriomnogosciowych. Chodzi tutaj o takie galezie jak geometria, teoria
liczb, rachunek rézniczkowy i calkowy, rownania rézniczkowe, analiza rzeczy-
wista i zespolona, przeliczalna algebra, topologia o$rodkowych przestrzeni me-
trycznych, logika matematyczna i teoria obliczen” (Simpson 1999: 1). Sadze, ze
klasyfikacja Simpsona koresponduje z klasyfikacja Lakatosa.

3 W tym sensie — mozna przypuszczac — nie uznatby wynikéw Woodina za istot-
ny argument na rzecz —CH.

3% Twierdzi sie niekiedy nawet, ze teoria mnogosci zajmuje sie zasadniczo swoimi
wewnetrznymi problemami i jest niejako w fazie introwertycznej (por. Jensen
1995: 407). Jedli przyjac¢ ten punkt widzenia, to nalezaloby przyznac, ze znacze-
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(czy nawet dla wzmocnien ZFC) wywodzacych sie z praktyki mate-
matyki gtéwnego nurtu. Mozna natomiast mysle¢ o tego typu falsyfi-
katorachw ramach teoriomnogosciowego systemu pojec®s.

Sadze przy tym, ze — jesli poszerzymy rozumienie falsyfikato-
ra (czy tez raczej: rozumienie pojecia praktyki matematycznej) - to
jest mato prawdopodobne, aby mogly istnie¢ falsyfikatory heury-
styczne (w jakimkolwiek sensie) akurat dla aksjomatéw duzych liczb
kardynalnych, ktére rozwaza Lakatos. Owe aksjomaty sg uznawa-
ne do$¢ powszechnie za naturalne, wiarygodne wzmocnienia ZFC,
gdyz poprawnie uogélniaja pojecie zbioru*. Z aksjomatéw duzych
liczb kardynalnych wynikaja pewne wnioski dotyczace np. zagad-
nien badanych w ramach deskryptywnej teorii mnogosci¥’, jednak
nie uznaliby$my ich za intuicyjnie nieakceptowalne. Tym samym nie
moglyby one zyska¢ miana falsyfikatoréw heurystycznych.

Chociaz egzemplifikacje Lakatosa dotyczaca potencjalnej falsy-
fikacji aksjomatow duzych liczb kardynalnych nalezy raczej uznac za
nietrafng, wazny jest jednak nie tyle konkretny przyklad, co wska-
zany przez niego mechanizm. Zauwazmy tez, ze aksjomaty duzych
liczb kardynalnych staja si¢ — jesli uznamy ich wiarygodnos¢ - natu-
ralnymi falsyfikatorami dla zdania V=L, bowiem s3 z nim (od pozio-
mu zaloZenia istnienia liczby mierzalnej) sprzeczne. Falsyfikatorem
dla V=L moglaby by¢ tez negacja hipotezy kontinuum (V=L impli-
kuje bowiem CH), gdyby$my uznali jaka$ argumentacje na rzecz ne-
gacji CH (np. wspomniang wczeéniej argumentacje Woodina badz
Freilinga) za wiarygodng. Nalezy jednak podkresli¢, ze mieliby$my
tutaj do czynienia z falsyfikacja w stabym sensie: owe falsyfikatory

nie zaawansowanych rozwazan teoriomnogosciowych dla zwyklej matematy-
ki jest marginalne.
% Por. weze$niejsza dyskusje Friedman-Feferman: spor o zakres pojecia falsyfika-
tora heurystycznego dotyczytby w gruncie rzeczy tego, ktére problemy i pojecia
matematyczne sg naturalne.
Por. np.: Godel 1946: 151, Kanamori, Magidor 1978: 105, Jensen 1995, Foreman
1998, Hauser 2002, Bagaria 200s5.
Na przyklad wyniki dotyczace determinacji, mierzalnoéci zbioréw pewnego
typu, ich topologicznych wlasnosci etc. Zestawienie wynikow tego typu wraz
z dyskusja dla problematyki uzasadniania aksjomatéw znajdziemy np. w pra-
cach Maddy: 1988a, 1988b.

36
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nie s przeciez zdaniami dowodliwymi w matematyce niefor-
malnej, mozemy jedynie odnajdywa¢ argumenty na rzecz ich wia-
rygodnosci. I co wigcej, nie wywodza sie one z nieformalnych ana-
liz dotyczacych problemoéw z zakresu gtéwnego nurtu matematyki,
lecz z rozwazan wewnetrznych dla teorii mnogosci. Jednak mecha-
nizm pozostaje ten sam: mamy do czynienia z pewnymi przekona-
niami metateoretycznymi, ktére nastepnie sa ,kodowane” w postaci
formalnych aksjomatéw i biorg udzial w procesie falsyfikacji.

3. Mechanizmy rozwoju matematyki

Mechanizmy falsyfikacji, o ktorych pisze Lakatos, zachodzg przy
procesie formalizacji teorii matematycznych uprawianych dotych-
czas nieformalnie. Falsyfikator w takiej sytuacji moze odgrywac role
swoistego zdania testowego, za pomoca ktorego da si¢ sprawdzié, czy
dana formalizacja jest adekwatna, czyli czy formalna rekonstrukcja
poje¢ zostata dokonana wlasciwie i czy aksjomatyka poprawnie uj-
muje nasze preteoretyczne przekonania. Btad objawialby sie sprzecz-
nos$cia miedzy wynikami nieformalnymi a formalnymi. W przypad-
ku np. formalizacji geometrii owo testowanie wersji sformalizowanej
polegatoby na sprawdzaniu, czy klasa dowodliwych twierdzen bylaby
zgodna z klasa twierdzen geometrii niesformalizowanej. Osobng kwe-
stie stanowi to, czy uznamy, ze rozbiezno$ci $wiadczg o tym, ze ak-
sjomatyka jest bedna, czy tez o tym, ze w naszych intuicjach jest ja-
kas niespojnosc, ktéra zostata ukazana dopiero w wyniku formalizacji
(tak zapewne powiedzialby np. Pasch). Wszak ksztaltowanie sie po-
je¢ matematycznych i ich formalizacja ma charakter swoistego pro-
cesu: pierwotne intuicje s3 ujmowane w definicjach, a nastepnie te-
stowane.

Dochodzimy wigc do problemu mechanizméw rozwoju mate-
matyki. Lakatos odrzuca euklidesowa wizj¢ rozwoju tej dziedziny,
proponujac zupelnie inny obraz. Jego zdaniem rozwéj matematy-
ki nie ma charakteru monotonicznego, nie polega na wzbogacaniu
korpusu wiedzy matematycznej przez ciggte dowodzenie nowych
twierdzen, ale — na krytyce i spekulacji, na ulepszaniu domystow za
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pomocg poszukiwania nowych dowoddéw i podejmowaniu préb ich
obalenia (Lakatos 2005: 22). Ogélng charakterystyke metody quasi-
-empirycznej podaje w postaci kilku reguf heurystycznych:

Regula 1. Jesli masz jaka$ hipoteze, sprobuj udowodni¢ ja i obali¢ ja.
[...] przygotuj liste nieoczywistych lematdéw [...]; znajdz kontrprzykta-
dy [..].

Reguta 2. Jesli masz kontrprzyklad globalny, to odrzu¢ hipoteze [...]
i zastgp hipoteze hipoteza ulepszona. [..] Sprobuj uzyskac to, zeby
wszystkie ,,ukryte lematy” staly si¢ jawne.

Regula 3. Jesli masz kontrprzykiad lokalny, sprawdz, czy nie jest on tak-
ze kontrprzyktadem globalnym (Lakatos 2005: 87-88).

W tym ujeciu rozwdj matematyki odbywa sie wlasnie na drodze for-
mulowania dowodéw lematéw, dla ktérych nastepnie znajdujemy
kontrprzyktady (,,lokalne”, wzglednie ,,globalne”), co pozwala na udo-
skonalenie dowodu, uswiadomienie sobie ukrytych zalozen i korygo-
wanie tychze. To powoduje, ze heurystyka matematyczna jest podob-
na do heurystyki nauk przyrodniczych, gdyz ,w obu znamienna role
odgrywaja hipotezy, dowody i refutacje” (Lakatos 2005: 120).

3 W rozbudowanej formie Lakatos przedstawia ten schemat nastepujaco: ,,Jest pe-

wien prosty wzorzec odkrycia matematycznego czy rozwoju nieformalnych teorii
matematycznych. Sklada sie on z nastepujacych etapéw: (1) Pierwotna hipoteza.
(2) Dowdd (surowy eksperyment myslowy lub argument polegajacy na rozkla-
dzie pierwotnej hipotezy na podhipotezy czy lematy). (3) Wylaniajg sie kontr-
przyktady , globalne” (kontrprzyktady wobec pierwotnej hipotezy). (4) Dowod
zostaje ponownie przeanalizowany — wychwycony zostaje ,,lemat-winowajca’,
wobec ktorego kontrprzyktad globalny jest kontrprzyktadem ,,lokalnym” Ten
winny lemat mogl pozostawaé uprzednio ,w ukryciu” lub by¢ btednie rozpo-
znany. Teraz przedstawia si¢ go w jawnej postaci i wbudowuje w pierwotna hi-
poteze jako warunek. Pierwotng hipoteze zastepuje twierdzenie — ulepszona hi-
poteza — ktdrej najdonioslejsza cecha jest nowe, wygenerowane przez dowod
pojecie” (Lakatos 2005: 195-196). To sa podstawowe etapy — ale mozna wyr6z-
ni¢ tez niekiedy dalsze: ,,(5) Bada si¢ dowody innych twierdzen, aby sprawdzi¢,
czy pojawiajg sie w nich nowo odkryte lematy lub wygenerowane przez dowdd
pojecie [...]. (6) Sprawdza si¢ uznawane dotychczas konsekwencje pierwotnej,
obecnie obalonej hipotezy. (7) Kontrprzyktady staja sie nowymi przyktadami —
otwieraja nowe pola badan” (Lakatos 2005: 196).
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Przyktad analizowany przez Lakatosa w jego podstawowej pracy
to hipoteza Eulera dotyczaca wielo§cianéw?*. Rozprawa ta ma forme
dialogu ilustrujacego sytuacje, w ktérej to adepci matematyki stara-
ja sie wspolnymi sitami doj$¢ do konstruktywnych wnioskéw, napo-
tykajac po drodze liczne przeszkody: kontrprzyktady, luki w rozu-
mowaniach, niejasnos¢ pozornie dobrze okreslonych poje¢ etc. Jako
problematyczne jawi sie szczegdlnie pojecie wielo$cianu, ktére — po-
zornie — jest dla nas oczywiste (przychodza nam zapewne do glowy
jedynie ,,porzadne” wielo$ciany, jak szescian czy czworo$cian forem-
ny). Nalezy tutaj zauwazy¢, ze nie jest to rekonstrukeja historycz-
na - Lakatos explicite pisze o tym, ze prawdziwa historie zagadnienia
przedstawia w przypisach. Rekonstrukcja ta dotyczy raczej swoistej
wewnetrznej logiki rozwoju matematyki, ktéra ujawnia si¢ w pewien
sposob w rzeczywistym rozwoju historycznym. Prezentowany w Do-
wodach i refutacjach dialog ma ujawnia¢ te logike rozwoju®.

Racjonalna rekonstrukcja procesu dowodzenia podjeta przez
Lakatosa ma oczywiscie diametralnie rézny charakter od analogicz-
nej rekonstrukeji dokonywanej przez logicystow czy formalistow.
W ujeciu logicystycznym badz formalistycznym owe mechanizmy
dowodowe moga zosta¢ opisane w terminach badz to praw logiki,
badz to regut czysto formalnych. Gleboka struktura dowodu ujaw-
nia si¢ przez jego rekonstrukcje w rachunku formalnym i spraw-
dzeniu zgodnosci z odpowiednimi regutami. Wedtug Lakatosa dla
zrozumienia istoty matematyki koniecznie jest wyjscie od prakty-

% Hipoteza ta glosi, iz W+S=K+2 (gdzie W to liczba wierzchotkéw, S to liczba
$cian, a K to liczba krawedzi).

4° Réznice miedzy konstrukcja dialogu Lakatosa a faktycznymi zdarzeniami hi-
storycznymi podkresla Koetsier (1991: 42). Wprowadza tez pojecie mikro- i ma-
kropoziomu w odniesieniu do matematyki: poziom ,,mikro” dotyczy poszcze-
gblnych probleméw, twierdzen (czesto wigc poszczegdlnych matematykow
i sposobu ich myslenia). Poziom ,,makro” dotyczy poszczegolnych dziedzin ma-
tematycznych, a nawet calej matematyki (a wigc zazwyczaj calej spolecznosci
matematykow; Koetsier 1991: 14). Koetsier twierdzi, ze ujecie w duchu dowo-
doéw i refutacji mozna traktowac jako swoista racjonalng (nie historyczng!) re-
konstrukcje procesu tworzenia matematyki na mikropoziomie (Koetsier 1991:
43). Nie stanowi ona natomiast dobrego opisu rozwoju catych dziedzin mate-
matycznych (czy calej matematyki).
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ki matematycznej, a nie od zrekonstruowanej w rachunku logicznym
wersji. Rekonstrukeja Lakatosa dokonuje si¢ w zupetnie innym srodo-
wisku pojeciowym - wazna jest analiza dynamiki poje¢ matematycz-
nych, konfrontacja z wcze$niej ugruntowanymi intuicjami, radzenie
sobie z pojawiajacymi sie kontrprzykladami etc. Wyjasnieniem istoty
matematyki nie jest wszak gra symboli, ale zmaganie si¢ naszych in-
tuicji z oporng materia. Lakatos uwypukla wiec swoistg walke mate-
matyka o to, aby w calym ciggu procedur w koncu dojs¢ zaréwno do
poprawnych, trafnie oddajacych istote danego pojecia definicji, jak
i do przekonujacego dowodu. Jednak srodkiem do osiggniecia tego
celu nie jest ,,dekretowana formalizacja’, ale wnikanie w tres¢ i zna-
czenie analizowanych poje¢. W tym sensie Lakatos jest bardzo bliski
Godlowi (i nie przypadkiem odwoluje si¢ do jego prac). W koncep-
cjiautora Dowodow i refutacji zdania matematyczne majg oczywiscie
pewna tre$¢ — niesprowadzalng do regut manipulacji symbolami, jak
chcieliby formalidci.

Lakatos méwi o tresci zdan bazowych matematyki nieformalnej
i 0 naszym ich rozumieniu. Skoro zatem przypisuje zdaniom bazo-
wym tre$¢ i odrzuca ujecie formalistyczne (w mysl ktorego ta tresé
sprowadza si¢ co najwyzej do znajomosci regul manipulacji sym-
bolami), to koniecznie z punktu widzenia jego koncepcji jest uzna-
nie, iz posiadamy jakie$§ naturalne preteoretyczne rozumienie pojec¢
matematycznych i intuicyjne ujecie pewnych zdan matematycznych
jako prawd wiasnie. Jednoczesnie tez musimy posiadac jakies me-
chanizmy inferencyjne, ktére pozwalajg nam na prowadzenie, rozu-
mienie i akceptowanie nieformalnych dowoddéw*. Lakatosa moz-
na zatem usytuowac¢ wyraznie po stronie nurtu ,rozumiejacego’, za$
jego koncepcje uznac za radykalnie opozycyjng wobec nurtu funda-
cjonalistyczno-formalistycznego.

Lakatos zreszta w pewnym sensie abstrahuje od problematy-
ki epistemologicznej: skupia si¢ na samych mechanizmach rozwo-

ju matematyki, traktujac przekonania matematykow poniekad jako

4" Tu dotykamy problemu, czy owe zjawiska daja sie opisa¢ w modelu algoryt-
micznym (jak chcieliby komputacjonisci), czy tez intuicyjne ujmowanie poje¢
matematycznych nie ma charakteru algorytmicznego. Tego typu zagadnienia sa
podejmowane w dalszych rozdzialach.
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dane wyjsciowe dla swoich analiz. Méwigc swobodnie: owe podsta-
wowe ,,dane matematycznego doswiadczenia” skads sie biorg, a na-
stepnie uczestnicza w matematycznej grze (zgodnie z okreslong me-
todologia). Lakatos deklaruje wyraznie, ze nieformalna matematyka
nie jest empiryczna i ze nie mozna stosowa¢ do niej neopozytywi-
stycznego kryterium sensownosci zdan - jako badz tautologii, badz
zdan empirycznych. Quasi-empiryzm Lakatosa ma charakter meto-
dologiczny.

4. Uwagi konicowe

Niezaleznie od tego, Ze tezy Lakatosa mozna uzna¢ za zbyt radykal-
ne, za$ jego argumentacje w wielu miejscach za niewiarygodna, nie-
watpliwg zastuga tego badacza jest zwrocenie uwagi na uproszczenia
i jednostronno$¢ uje¢ fundacjonalistycznych. Logicyzm i forma-
lizm zajmowaly sie przede wszystkim matematyka w wersji sforma-
lizowanej, poddanej stosownej rekonstrukeji. Mozna powiedzie¢, iz
przedmiotem swoich badan uczynily matematyke traktowang jako
swoisty idealny konstrukt, a nie realny byt. Z punktu widzenia tych
programéw podstawowym - i w gruncie rzeczy jedynym - narze-
dziem analizy matematyki jest logika formalna. Takie ujecie traci
z pola widzenia szereg waznych zagadnien. Lakatos zwrécil nato-
miast uwage na fakt, ze takze w odniesieniu do matematyki mozna
stosowac jezyk i pojecia wykraczajace poza pojecia logiczne — akcep-
tujac zarazem przekonanie o racjonalnosci jej rozwoju. Jego anali-
zy stanowily niewatpliwie inspiracje dla uje¢ wykraczajacych poza
~wielka trojke” (czyli intuicjonizm, logicyzm i formalizm)+.

Dzi$ tezy Lakatosa nie brzmia juz tak bardzo radykalnie jak kie-
dys. Pojawia si¢ coraz wigcej prac, w ktorych autorzy zwracaja uwage
na swoiste napiecie pomiedzy pojeciem dowodu formalnego a po-
jeciem dowodu z praktyki matematycznej, czyli na to, co stanowi

4 Na przyklad cykl prac (Hallett 1979) dotyczy opisu rozwoju matematyki w jezyku
programow badawczych Lakatosa. Artykut Oliveri (2006) zawiera za$ szczegoto-
wa probe opisu rozwoju teorii mnogosci w jezyku tej koncepcji.
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przedmiot rozwazan znaczacej czesci ksiazki. Filozofia matematy-
ki nie jest dzisiaj tak euklidesowa jak 40 czy 50 lat temu - to po czg¢-
$ci zastuga Lakatosa. Cho¢ wigc z wieloma szczegélowymi tezami
trudno sie zgodzi¢, to jego prace uwazam za wazne dla rozwoju filo-
zoficznej refleksji nad matematyka. Lakatosa mozna uzna¢ za swo-
istego rzecznika nurtu antyfundacjonalistycznego, a uwzglednienie
wynikow jego analiz jest niewatpliwie wazne dla dyskusji dotycza-
cych natury dowodu matematycznego.

Prace Lakatosa przygotowuja wreszcie grunt do podjecia ba-
dan na temat wplywu czynnikéw empirycznych na proces dowo-
dzenia. Akcentuje on bowiem znaczenie realnych proceséw rozwo-
jowych dla refleksji nad matematyka. Nie ulega za$ watpliwosci, ze
istotne w rozwoju tej dyscypliny sg interakcje z naukami empirycz-
nymi. Matematyka czerpie inspiracje z rozwoju fizyki, dostarczajac
narzedzi dla opisu zjawisk fizycznych. Mozna powiedzie¢, ze sze-
reg teorii matematycznych wrecz uzgadnia si¢ z danymi nauk em-
pirycznych (takie jest np. stanowisko Quine’a). Owe zdania bazowe,
o ktérych moéwi Lakatos, moga pochodzi¢ z naszego intuicyjnego ro-
zumienia poje¢ matematycznych, ale tez — by¢ w jakis sposob wywo-
dzone z naszego opisu $wiata. Co wigcej, wyniki pewnych ekspery-
mentéw mozna interpretowac jako argumenty na rzecz okreslonych
tez matematycznych, a w samych dowodach moga wystapi¢ elemen-
ty empiryczne. Pojawia si¢ pytanie o status tak rozumianej wiedzy.
Rozwazania Lakatosa zachecaja do podjecia tego typu analiz.






ROZDZIAL 3
Dowody komputerowe

W rozdziale pierwszym przedmiotem analizy byta historyczna prze-
miana rozumienia pojecia dowodu matematycznego, ktoérg mozna
okresli¢ jako ewolucje od rozumienia tresciowego (semantyczne-
go) w kierunku rozumienia formalistycznego. Méwiac w pewnym
uproszczeniu, w kwestii natury dowodu da si¢ wskaza¢ dwa przeciw-
stawne punkty widzenia (dla uwydatnienia réznic przedstawiam je
w wersjach nieco wyostrzonych):

1. Dowdd matematyczny to czysto formalny konstrukt, ktérego
semantyczne aspekty sg nieistotne — liczy sie tylko zgodnos¢ z for-
malnymi regutami. Fakt, ze matematycy wiaza z owymi dowodami
pewne tresci jest jedynie (by¢ moze skadinad ciekawym) zjawiskiem
psychologicznym, jednak nie ma ono zadnego znaczenia w dysku-
sji filozoficzne;.

2. Dowodzenie matematyczne stanowi swoista aktywnos¢ inte-
lektualng, ktéra nie jest skrepowana warunkami formalnymi. Sama
warstwa formalna (czy nawet jezykowa) schodzi na dalszy plan. Klu-
czowe dla matematyki jest przekazywanie pewnych tresci, idei, intu-
icji, a nie formalizacja. Dowodzenie stanowi raczej ciag aktow inte-
lektualnych, a nie przeksztalcen formalnych'.

Koncepcja Lakatosa (bedaca przedmiotem analiz w drugim roz-
dziale niniejszej pracy) w wyrazny sposob uwypukla réznice mie-
dzy tymi dwoma rozumieniami - sam jej twoérca opowiada si¢ zde-

W takim ujeciu kryterium ,legalnosci” dowodu stanowi akceptacja przez ma-
tematykow (w praktyce bedzie tu chodzi¢ o grono ekspertéw), zas dla uzyska-
nia aprobaty dany dowdd matematyczny wcale nie musi by¢ zaprezentowany
w wersji sformalizowanej.
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cydowanie przeciwko formalistycznemu rozumieniu matematyki
(w szczegblnosci — takiemu rozumieniu procesu dowodzenia)®.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu przedstawiam podjeta
przez Azzouniego (2004) probe wyjasnienia zaleznosci miedzy tymi
dwoma punktami widzenia. Jego stanowisko mozna uznac za pew-
nego typu wersje komputacjonizmu (cho¢ on sam jej tak nie okre-
$§la). Niezaleznie od tego, ze wyjasnienie Azzouniego uwazam za
niezadowalajace, jego koncepcja jest inspirujaca dla dalszej dysku-
sji i pozwala w naturalny sposob przedstawi¢ pewne kluczowe pro-
blemy. Analiza tej koncepcji i zwigzanych z nia zagadnien stanowi
tez naturalny wstep do oméwienia dowodéw komputerowych. Nie
jest oczywiste, czy ich pojawienie si¢ stanowi istotnie nowa jakos¢,
ale z pewnoscig wymaga gruntownej dyskusji. Dowody komputero-
we — oprocz tego, ze zmuszajg do postawienia pewnych tradycyjnych
problemdw w bardziej wyrazisty sposdb (rozumienie relacji miedzy
formalng a realng wersja dowodu, problem rozumienia i wyjasnie-
nia w matematyce) — ukazujg koniecznos¢ podjecia dyskusji nad rola
czynnika empirycznego w matematyce.

W tym rozdziale przedmiotem dyskusji beda wigc dwie podsta-
wowe grupy zagadnien:

1. Problem zaleznosci miedzy dowodami znanymi z praktyki a ich
sformalizowanymi wersjami. Nie ulega watpliwosci, Zze dowdd kom-
puterowy ma charakter w pelni sformalizowany i ze trudno moéwic¢
w tym przypadku o elementach tresciowych (semantycznych) - po-
zwala to w jasny sposob postawi¢ problem zaleznoéci miedzy dowo-
dem w rozumieniu teorii dowodu (jako pewnego czysto formalne-
go konstruktu) a praktyka argumentacyjng matematykéw?. Jednym

*  Réznice w ujeciach: formalistycznym i Lakatosa sg bardzo wyrazne takze w wy-

padku problemu uzasadniania aksjomatéw teorii mnogosci (o ktérym wspo-
mniano w rozdziale drugim). Wszak dla formalisty uzasadnianie aksjomatéw
jest po prostu problemem pustym (szczegdlnie odmawia on stusznosci np. py-
taniom o prawdziwg warto$¢ kontinuum albo o to, czy aksjomaty duzych liczb
kardynalnych to prawdziwe aksjomaty). Z punktu widzenia skrajnego formali-
zmu, matematyka to gra symboli, aksjomaty to jakies$ zestawy symboli, od kto-
rych ta gra si¢ rozpoczyna, zas dowodzenie to czynnos¢ sformalizowana.

Nie mam tu oczywiécie na myéli (jawnie falszywej) tezy, ze dla dowodéw kompu-
terowych nie mozna poda¢ semantyki (wszak ,,Semantyka jezykéw formalnych” to
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z waznych w tym kontekscie zagadnien jest tez problem wyja$nia-
jacej roli dowodu matematycznego, a zwlaszcza pytanie o to, czy
(i jak) dowody komputerowe moga odgrywac role wyjasniajaca
w matematyce.

2. Problem czynnikéw empirycznych w procesie zdobywania
wiedzy matematycznej. Uzycie komputera moze by¢ traktowane
jako eksperyment fizyczny. Pojawia si¢ pytanie, czy fakt ten ma istot-
ne znaczenie z punktu widzenia dyskusji dotyczacej statusu wiedzy
matematycznej. Nie ulega watpliwosci, iZ matematyka jest niezbed-
na w naukach empirycznych, czyli niezbedna dla zdobywania wie-
dzy fizycznej. Mozna jednak zastanowi¢ sig, czy owa zaleznos¢ nie
jest obustronna: czy wiedza fizyczna o $wiecie moze by¢ wykorzy-
stywana w tworzeniu nowej wiedzy matematycznej? Czy nasza zna-
jomo$¢ praw fizyki utatwia nam zdobycie nowej wiedzy matema-
tycznej? Czy fakt wykorzystania tej wiedzy fizycznej zmienia status
wiedzy matematycznej?

Problematyka dowodéw komputerowych stanowi réwniez na-
turalny wstep do dyskusji filozoficznej dotyczacej statusu wiedzy
matematycznej w $wietle wynikow z zakresu teorii obliczen kwan-
towych i hiperobliczen (ktére bedg przedmiotem analiz w dalszych
rozdziatach).

1. Dowdd realny a dowod idealny - problem formalizacji

Rozwdj logiki formalnej dostarczyl silnych narzedzi do analizy wnio-
skowan i umozliwil zrozumienie istotnych aspektéw rozumowan
matematycznych. Analiza logiczna pozwala na stworzenie pewnego
modelu wnioskowan matematycznych, a przede wszystkim na nada-
nie pojeciu dowodu matematycznego (argumentacji matematycz-
nej) uchwytnej, dobrze okreslonej tresci*. Mamy tu zawsze do czy-

jeden z podstawowych wyktadéw na studiach informatycznych). Chodzi o to, ze nie
ma tu sensu ani potrzeby méwi¢ o elementach intuicyjnego rozumienia, jak to jest
w przypadku ,,ludzkich” dowodéw.

Znamy owg definicje ze szkolnego kursu logiki: dowodem zdania 3 na pod-
stawie zbioru aksjomatéw (teorii) T nazwiemy skoniczony cigg formut o ,...,or ,
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nienia z dowodem w pewnym sformalizowanym jezyku, a o tym, czy
jest on poprawny, decyduja wylacznie kryteria o charakterze syntak-
tycznym. Nawiazujac do analizowanego w rozdziale pierwszym za-
gadnienia relacji miedzy tre$ciowg a formalng analizag dowodu, przy
ujeciu formalnym abstrahujemy catkowicie od tresci, od problemu
rozumienia dowodu, od jego ewentualnej roli eksplanacyjnej czy od
zwigzanych z nim efektéw psychologicznych.

Jednak traktowanie dowodu matematycznego jako formalnego
jest odlegte od praktyki matematycznej. Dowody, z jakimi si¢ spo-
tykamy w codziennej praktyce (w referatach czy publikacjach), majg
oczywiscie cisly i precyzyjny charakter, ale nie s3 dowodami for-
malnymi w takim sensie, jak to rozumie teoria dowodu®’. Dowody
matematyczne sg pisane w jezyku, ktory jest swoistg mieszaning je-
zyka naturalnego i jezyka symbolicznego. Zaden matematyk nie pi-
sze swoich prac w postaci ciagu formut jezyka formalnego (np. jezy-
ka ZFC)°. Byloby to z praktycznego punktu widzenia niewykonalne
(zastandwmy sie, jaka dlugos¢ mialyby dowody, ktore w swojej zwy-
klej wersji majg kilkadziesiat czy nawet kilkaset stron!), a przede
wszystkim — zbedne. Z dokonaniem takiej formalizacji nie wigza-
taby sie zadna korzy$¢ poznawcza, za$ z punktu widzenia komuni-
kowania tresci matematycznych, taka nadmierna formalizacja byta-
by stratg czasu. Mozna wrecz przypuszczaé, ze malo ktory ekspert
z zakresu np. topologii rézniczkowej potrafitby rozpoznaé swoéj wia-

spelniajacy pewne warunki formalne. Niekiedy moze by¢ to drzewo, niekie-

dy 6w cigg moze by¢ ciggiem pozaskonczonym, jednak zasadnicza idea jest

wspolna.
° Teoria dowodu nie stawia zresztg sobie zadania, aby opisa¢ praktyke matema-
tyczng - jej przedmiotem s dowody formalne, a nie opis tego, jak dowodza
twierdzenia specjalisci z zakresu np. topologii rézniczkowej (dajmy na to - jak
wygladalby dowodd hipotezy Poincarégo podany przez Perelmana i czy byltby
poprawny). Dowdd Perelmana mogltby zainteresowac teorie dowodu dopiero
po jego ,wstepnej obrébee’, czyli po poddaniu go formalizacji (co z kolei nie be-
dzie raczej interesowa¢ topologdw rézniczkowych).
Mam tu na mysli zwykla praktyke matematyczng: matematykow zajmujacych sie
np. teorig rownan rozniczkowych, kombinatoryka, topologia etc. W przypad-
ku badan dotyczgcych automatycznego dowodzenia twierdzen oczywiscie taka
formalizacja jest dokonywana.
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sny dowod po ,,przettumaczeniu” go na jezyk ZFC. Z punktu widze-
nia owego specjalisty fakt, ze jaki§ dowdd geometryczny (np. dowdd
hipotezy Poincarégo) zostal formalnie zrekonstruowany w ramach
ZFC, nie jest faktem interesujagcym - specjalista 6w raczej pokiwa
gtowa w zadumie, Ze oto ludzie (by¢ moze doda tu kpigco: o men-
talnosci buchalteréw, a nie matematykow) tracg energie na przera-
bianie dobrych dowoddéw, zamiast zaja¢ sie rozwigzywaniem pro-
blemoéw, tworzeniem nowych idei, wymyslaniem nowych technik
i poje¢. Formalna rekonstrukcja dowodoéw po prostu lezy poza zasie-
giem zainteresowania topologii rézniczkowej. Nagabywany o sfor-
malizowang wersj¢ dowodu specjalista powie zapewne, ze jego za-
daniem jest uzyskanie nowego wyniku, rozwiazanie konkretnego
problemu matematycznego (udowodnienie twierdzenia), swoiste
»wnikniecie” w istot¢ zagadnienia, a nie przepisywanie twierdzen
i dowodow w jakiej$ wymyslonej przez logikow notacji. Nasz ma-
tematyk doda prawdopodobnie, ze zaden specjalista z jego dziedzi-
ny nie ma watpliwosci co do poprawno$ci dowodu, a zapisywanie
go w jakiej$ ,, kanonicznej notacji logicznej” moze jedynie zaciemnic
obraz. Rozwazmy hipotetyczng sytuacje, w ktdrej owym znawcom
oznajmiono, ze mimo wieloletnich préb nie udato si¢ poda¢ formali-
zacji dowodu hipotezy Poincarégo w jezyku ZFC’. Nie uznaliby tego
faktu za ktopotliwy z punktu widzenia ich dyscypliny. Co wigcej, na-
wet gdyby sie okazalo, ze prawdopodobnie taka formalizacja nie jest
wykonalna (albo Ze np. komputerowa weryfikacja dowodu bytaby
praktycznie niemozliwa), nie uznaliby oni tego za katastrofalne®. Po-
wiedzieliby raczej, ze z punktu widzenia topologii rézniczkowej pro-
blem jest rozwigzany, a dowdd dobry, natomiast to, ze jego rekon-

7 Wedle mojej wiedzy tak wyglada sytuacja aktualna na A.D. 2012: nie jest znana
formalna wersja dowodu Perelmana.

Stwierdzenie, ze formalizacja dowodu nie jest wykonalna, wydaje si¢ przeczy¢
ugruntowanemu (przez indukcje przyrodnicza) przekonaniu, ze dowody ma-
tematyczne s 3 formalizowane. Mozna jednak wyobrazi¢ sobie chociazby sy-
tuacje, w ktorej pewien dowdd sformutowano z uzyciem pojec drugiego rzedu,
za$ jego formalna rekonstrukcja w teorii pierwszego rzedu jest po prostu prak-
tycznie niedostepna (o takim przykladzie, podanym przez Boolosa, pisze w ni-
niejszym rozdziale).
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strukcja w pewnej okreslonej notacji jest trudna, niedogodna albo
wrecz niewykonalna to juz nie ich problem. Zadanie topologii réz-
niczkowej to bowiem zdobywanie nowej wiedzy na temat rozmaito-
$ci rézniczkowalnych, a nie zapisywanie (skadingd w pelni satysfak-
cjonujacych i pomystowych) dowodow w sztucznej notacji®.

Nie ulega watpliwosci, ze w dowodach matematycznych zawiera si¢
element czysto formalny (kiedy np. jest konieczne przeprowadzenie
wielu stron zmudnych oszacowan i przeksztalcen, aby udowodni¢
pewna nieréwnos¢, albo kiedy trzeba wykona¢ caly ciag przeksztal-
cen algebraicznych). Z drugiej jednak strony dowody realne nie
spelniaja wszystkich regul formalnych, za$ eksperci wydaja pozy-
tywny werdykt, akceptujac dany dowod, kiedy poczuja si¢ przekona-
ni, a nie kiedy zobacza wydruk jego sformalizowanej wersji. Kluczo-
wy jest tu moment zrozumienia idei, przewodniego watku, metody
dowodu i jego akceptacja (w szczegdlnosci tez poszczegolnych jego
krokéw) w akcie intelektualnym (czy raczej: w calym szeregu aktow
intelektualnych). Pojawia sie pytanie, na jakiej podstawie matematyk
podejmuje decyzje o uznaniu dowodu za dobry i jaki zwigzek ma to
z istnieniem (potencjalnej) sformalizowanej wersji dowodu™.

W procesie dowodzenia kluczowe sg przejscia od akceptacji zda-
nia o do akceptacji kolejnego zdania **. Na czym jednak polega
myslowe ujecie owego przejscia, dostrzezenie jego prawomocno-
$ci? Wszak na poziomie $wiadomych aktéw myslowych nie rozkla-
damy takich przej$¢ na elementarne operacje w rachunku formal-
nym. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze taka akceptacja nie ma na ogot
prostej liniowej struktury: przejscie do nowego przekonania 3 nie
nastepuje w wyniku analizy (,matematycznej kontemplacji”) jedy-

9 Jako ciekawostke mozna tu przytoczy¢ podang przez Mathiasa rekonstruk-

cje definigji liczby 1 w systemie Bourbakiego (Mathias 2002). Okazuje sie, ze
stosowny term mialby dlugo$¢ 4 523 659 424 929 znakéw. Nic wiec dziwnego,
ze idea pelnego formalizowania rozumowan matematycznych napotyka opdr
matematykow.

Dobrze widoczne jest to w kontekscie odkrycia: wszak sformufowanie jezyko-
we, uzupelnianie szczegdtéw dowodu, przychodzi pdzniej, bowiem u zrédta
mamy 6w przeblysk idei, a nie badanie formalnych ciggéw symboli.

Niektore z takich szczegdlnie waznych miejsc podkreslamy w dowodach, uzy-
wajac zwrotow ,,stad’, ,,a zatem” etc.

10
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nie poprzednika a, ale raczej przez swoisty oglad naszej calosciowej
wiedzy w danym momencie, w ktorej zdanie a stanowi tylko jeden
z elementéw. De facto w takim akcie akceptacji zdania B role odgry-
wa nie tylko jedno zdanie o, ale - méwigc swobodnie - caly ,pa-
kiet” przekonan matematyka na temat przedmiotu jego badan. Owo
przejscie od o do § odbywa sie w kontekscie pewnej ,,wiedzy tta”

Z czysto formalnego punktu widzenia, charakterystyka ,wiedzy
tta” jest klarowna: sktada si¢ ona po prostu z przyjetych na poczat-
ku aksjomatdw lub z juz udowodnionych formut. Nie opisuje to jed-
nak realnych proceséw dowodzenia; w kazdym razie nie w planie
psychologicznym. Z kolei w ujeciu intuicyjnym (,kartezjanskim”)
w dowodzeniu mamy do czynienia z aktami intelektualnymi, kto-
re daja nam wglad w prawdziwo$¢ zdan matematycznych (i prawo-
mocno$¢ krokéw we wnioskowaniu). Dzieje si¢ tak, poniewaz nasz
umyst posiada zdolno$¢ do dokonywania takich nieredukowalnych
aktow. Naturalne staje si¢ pytanie, na jakim poziomie pojawia si¢
taka zdolnos¢, jakiego typu akty sg faktycznie pierwotne, a jakie
dajg sie¢ dalej rozlozy¢ na ,,czynniki pierwsze”. W praktyce matema-
tycznej stosunkowo skomplikowane przejécia dowodowe sg trakto-
wane jako prawomocne (przy czym warunek stanowi pewne obycie
z przedmiotem badan). Jednak daja sie one rozlozy¢ na bardziej ele-
mentarne. Pojawia si¢ problem, co lezy u podtoza tego typu przejs¢
i co jest gwarantem ich prawomocno$ci.

Z punktu widzenia kartezjanskiego u podloza owych elemen-
tarnych przej$¢ lezalaby pewna zdolno$¢ do intelektualne-
go ujecia owych operacji. Z punktu widzenia skrajnego
formalizmu natomiast u podloza owych przejs¢ leza czysto formalne
reguly (mozna powiedzie¢: formalne reguly przeksztatcania ciggoéw
symboli - w ostatecznym rozrachunku ciaggéw zerojedynkowych, bo
kazdy skonczony ciag symboli daje si¢ tak zakodowac). Jednak kaz-
de z tych wyjasnien pomija pewne wazne aspekty: nie ulega przeciez
watpliwosci, ze dokonujemy przeksztalcen formalnych i ze w szcze-
golnosci mozemy wskazaé pewne czysto strukturalne wlasnosci do-
wodow i analogie migdzy nimi - ten fakt uwazamy za bardzo istotny
(a wigc jakie$ ziarno prawdy tkwi w formalizmie). Nie ulega jednak
réwniez watpliwosci, Ze owe reguly formalne nie zostaly przyjete
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w sposdb arbitralny, ale zgodnie z pewnym ich rozumieniem (a wigc
ziarno prawdy tkwi w ujeciu tresciowym). Pojawia sie pytanie: co
ostatecznie decyduje o tym, Ze matematycy sg zgodni przy akcep-
tacji dowoddw, cho¢ przeciez nie analizujg (i nie znaja) ich sforma-
lizowanych wersji? Co lezy u podtoza aktéw akceptacji dowodow?
Problem ma zaréwno aspekt indywidualny (decyzje pojedynczych
matematykow) i spoteczny (wspdlne reguly dla calej spotecznosci
matematykow).

Ciekawa préba wyjasnienia tej relacji zostala podjeta przez Az-
zouniego (2004); jego koncepcji poswiecam kolejny paragraf. Pomi-
mo pewnych stabosci, zwraca ona uwage na wazne aspekty zagad-
nienia i inspiruje do dyskusji.

2. Koncepcja Azzouniego - prezentacja*

Azzouni wychodzi od obserwacji, Ze matematycy zgadzaja sie zasad-
niczo co do poprawnosci i prawomocno$ci dowodéw, mimo iz nie
formalizujg ich w swojej praktyce. Pojawia si¢ wiec naturalne pyta-
nie o zrédio owej zgodnosci.

Jedno z mozliwych uje¢ siega do wyjasnien socjologizujacych,
w my$l ktorych dowdd matematyczny ma charakter spolecznego
konstruktu, a warunki spoteczno-kulturowe determinuja, kiedy do-
wod uznaje sie za przekonujacy. Owa zgodnos¢ matematykdéw ma
zatem swoje zrédlo w swoistej umowie spotecznej. Z punktu widze-
nia filozofii postmodernistycznej'* dowod matematyczny to zestaw
technik retorycznych stuzacych do zwycigstwa w dyskusji i przeko-
nania do swoich racji pozostatych czlonkéw komunikacyjnej wspol-
noty. Dowod stanowi wiec skuteczng aplikacje pewnych akceptowa-
nych w danej spofecznosci technik argumentacyjnych, jest czysto
kulturowym konstruktem, ktéry - co do istoty — nie rézni sie od

* Przy prezentacji koncepcji Azzouniego korzystam z artykutu Wéjtowicz 2011a.

2 Traktuje ten nurt zbiorczo, zaliczajac do niego rowniez np. mocny program so-
cjologii wiedzy zaaplikowany do matematyki. By¢ moze specjalista w tej dzie-
dzinie uzna to za uproszczenie, ale przeciez skoro kazdy dyskurs jest réwnie do-
bry jak kazdy inny, to i dyskurs postugujacy si¢ tym uproszczeniem tez.
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technik perswazyjnych stosowanych np. w kulturach plemiennych.
Z tego punktu widzenia ewentualna formalizowalno$¢ dowodu nie
ma znaczenia - liczy sie bowiem jedynie retoryczna skuteczno$¢.

Swiadomie przerysowujac nieco 6w poglad, mozna powiedzieé,
ze akceptacja danych technik dowodowych jest wyrazem hegemo-
nii pewnych grup spolfecznych (np. bialych heteroseksualnych mez-
czyzn, cztonkow klasy sredniej, wlascicieli nieruchomosci, osob je-
dzacych wolowine, wychowankéw MIT lub UCLA, oséb wyznania
katolickiego, cyklistow etc.) i winna by¢ wyjasniana w terminach
ekskluzywistycznego dyskursu: osoby, ktore wierza w to, ze 2+2=5
sa poddane opresji i w brutalny sposéb wykluczane ze wspdlnoty,
za$ ich (wszak réwnie uprawniony jak kazdy inny) punkt widzenia
nie ma szans na przebicie si¢ w zideologizowanym dyskursie. Ak-
ceptacja takich, a nie innych dowodéw ma charakter czysto socjolo-
giczny, podobnie jak moda. W tej chwili panuje moda na dowodze-
nie w pewnym stylu, ale réwnie dobrze za 30 lat moze zapanowac
trend na dowody np. czysto rysunkowe albo uwzgledniajgce stosow-
ne parytety*s.

Azzouni odrzuca wyjasnienia socjologizujace*. Jego zdaniem spo-
teczna zgoda matematykéw dotyczaca dowoddw ma glebsze przyczy-
ny niz tylko spoleczne: ,w tle” tej akceptacji lezy pewien specyficznie
rozumiany idealny dowdd. Gléwna teza Azzouniego glosi bowiem,
iz kazdy realny dowdd stanowi swoisty wskaznik (indicator) tego,
ze w pewnym systemie algorytmicznym istnieje stosowna procedu-
ra algorytmiczna (obliczeniowa) bedgca owa idealng wersjg dowodu
(derivation) - stad tez bierze si¢ okreslenie jego koncepcji jako deri-
vation-indicator view". Azzouni pisze wiec: ,jesli dowody w gruncie
rzeczy stanowig narzedzia, za pomocg ktérych matematycy przeko-
nuja siebie nawzajem o istnieniu takiej czy innej mechanicznie we-

3 Pojawia si¢ pytanie, skad biorg si¢ tego typu pomysty w odniesieniu do mate-
matyki. Moim zdaniem nie wynikaja one z poglebionej refleksji nad dyscypli-
ng, ale raczej z klimatu intelektualnego, ktory zacheca do rezygnacji z poszuki-
wania racjonalnych wyjasnien. Analizie tych zagadnien jest poswigcona praca
Wojtowicz 2009.

" Wiecej na ten temat zob. Azzouni 2006.

Nie znalaztem trafnego polskiego ttumaczenia, dlatego pozostane przy oryginal-
nym okresleniu.
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ryfikowalnej derywacji, fakt ten wystarczy do wyjasnienia, dlacze-
go matematycy zgadzajg si¢ ze sobg co do tego, kiedy pewien dowdd
faktycznie dowodzi pewnego twierdzenia” (Azzouni 2004: 84). Moz-
na powiedzie¢, ze realny dowod niejako odkrywa fakt istnienia ta-
kiej derywacji ,w takim czy innym nieformalnie okreslonym syste-
mie algorytmicznym” (Azzouni 2004: 85). Sam opis tego systemu
nie musi by¢ sformalizowany, natomiast éw system umozliwia me-
chaniczne rozpoznawanie dowodow.

Owe derywacje nie muszga by¢ zwigzane z jakims$ z gory ustalo-
nym systemem formalnym: ,,'systemy algorytmiczne’ nie s3 ograni-
czone do pewnej wyrdznionej logiki [...] ani nawet do pewnego usta-
lonego jezyka [...] To, co jest istotne, to to, ze ‘dowody, jakkolwiek
by nie byty rozumiane, sg (w zasadzie) mechanicznie rozpoznawal-
ne” (Azzouni 2004: 86). Praktyka matematyczna moze wigc opierac sie
(nawet jesli dzieje sie to w sposdb nieu$wiadomiony) na rdzne-
go typu systemach algorytmicznych ,w tle”, zas owe systemy moga
by¢ - stosownie do potrzeb — wzbogacane i rozwijane. Tu Azzouni
formuluje warunek, iz jedynym logicznym ograniczeniem dotycza-
cym wzbogacanych systemow jest ich zachowawczosc, tj. zachowa-
ne maja by¢ wyniki uzyskane we wczesniejszych systemach. To wa-
runek dos$¢ oczywisty: skoro bowiem w pewnym systemie S zostalo
udowodnione a, to zmodyfikowany (wzmocniony) system S* powi-
nien nadal umozliwia¢ udowodnienie twierdzenia o.. Wzmacnianie,
uogodlnianie, faczenie ze sobg roznych teorii matematycznych jest
kluczowe dla rozwoju matematyki, Azzouni pisze wiec: ,,centralng
role w praktyce matematycznej odgrywa taczenie ze sobg tych algo-
rytmicznych systemow - i ten fakt wyjasnia wiele zjawisk znanych
z praktyki, ktére w innym wypadku wydawalyby si¢ wymaga¢ od-
niesienia do obiektéw matematycznych (np. liczb)” (Azzouni 2004:
86-87). Wyjasnieniem i gwarantem dla wspodtdziatania réznych teo-
rii matematycznych sg wiec owe procedury algorytmiczne ,w tle”,
a nie zalozenie o istnieniu wspolnego przedmiotu odniesienia w po-
staci obiektow abstrakcyjnych™.

1 Azzouni jest antyrealisty, a wiec nie chce odwolywaé si¢ do interpretacji,
w mysl ktorych o prawdziwosci zdan matematycznych decyduje zgodno$¢ z po-
zamatematyczng rzeczywistoscia.
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Na realne dowody matematyczne nalezy zatem patrze¢ jako na
argumenty, ktore wskazuja na istnienie derywacji (Azzouni 2004: 88).
Dowdd dlatego przekonuje innych matematykow, ze ,w tle” czeka
owa derywacja. To wlasnie ona jest uprawdziwiaczem (truth-maker)
dla prawdziwo$ci zdan matematycznych (a nie np. konfiguracja abs-
trakcyjnych bytow). Jak sam pisze: ,to derywacja stanowi szkielet
(ciala) dowodu” (Azzouni 2004: 95).

Azzouni oczywiscie zdaje sobie sprawe, ze matematycy w prak-
tyce nigdy nie formalizuja dowoddw; co wiecej, zaprezentowanie ta-
kiego sformalizowanego dowodu nie stanowiloby na ogét zadne-
go poznawczego zysku z punktu widzenia konkretnej dyscypliny
matematycznej. Specjalista od np. analizy zespolonej nie dowie si¢
nic ciekawego, analizujac sformalizowana wersje dowodu jakiego-
kolwiek twierdzenia (i z jego punktu widzenia takie analizy bylyby
wrecz stratg czasu). Ten fakt Azzouni bierze pod uwage, jednak zara-
zem stara sie uwzgledni¢ postulat formalizmu, zgodnie z ktérym do-
wody majg charakter potencjalnie formalny. W $wietle uwag
dotyczacych historycznej ewolucji rozumienia dowodu matematycz-
nego, mozna powiedzie¢, ze Azzouni probuje wyjasni¢ owa ewolu-
cje jako swoiste uéwiadamianie sobie przez spoteczno$¢ matematy-
kow tego, co lezy u podstaw ich dziatan. Ten proces polega bowiem
w gruncie rzeczy na odkrywaniu owego systemu algorytmicznego
»w tle”. Przedstawiana koncepcja stanowi wiec probe wyjasnienia na-
tury ,,mostu Hilberta”, faczacego kroélestwo obiektow syntaktycznych
z krélestwem nieformalnego dyskursu matematycznego®.

3. Koncepcja Azzouniego - dyskusja*

Zdaniem Azzouniego ,w tle” kazdego standardowego dowodu tkwi
pewna derywacja w systemie formalnym. Jego koncepcja nie stano-
wi — moim zdaniem - dobrego wyjasnienia natury matematycznej

* Opieram sie tutaj na artykule Wéjtowicz 2011b.
7" Rav pisze o ,,moécie Hilberta’, ktéry taczy formalne krélestwo obiektéw syntak-
tycznych z krélestwem nieformalnego dyskursu matematycznego (Rav 1999: 31).
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argumentacji i t¢ teze staram si¢ tu uzasadnic. Jest ona jednak do-
brym punktem wyjscia do dyskusji dotyczacej réznych aspektéw do-
wodu matematycznego.

3.1. Czym jest system algorytmiczny ,w tle”?

Azzouni nie wyjasnia, jak zidentyfikowa¢ system algorytmiczny le-
zacy u podloza interesujacego nas dowodu. Stwierdza jedynie, ze
systemy algorytmiczne nie ograniczajg si¢ do zadnej konkretnej lo-
giki ani jezyka, za$ jedyny istotny warunek to (potencjalna) me-
chaniczna rozpoznawalnos¢ dowodéw - czymkolwiek by one nie
byly (Azzouni 2004: 86). Pojecie algorytmu wystepuje — w luznym sen-
sie — w komunikacji potocznej (mdéwimy o algorytmie robienia cia-
sta albo strojenia gitary), jednak wymaga uscislenia. Jego matema-
tyczny odpowiednik ma precyzyjny sens formalny: zgodnie z teza
Churcha adekwatnym ujgciem naszego intuicyjnego rozumienia ob-
liczalnosci jest pojecie obliczalnosci w sensie Turinga. Tak - jak sg-
dze¢ - nalezy tez rozumie¢ stanowisko Azzouniego. W przeciwnym
wypadku trudno bytoby méwico mechanicznej rozpoznawal-
nosci (lub trzeba byloby przyja¢ niestandardowe rozumienie pojecia
mechanicznej procedury)™.

Pojawia si¢ problem, na podstawie jakich kryteriéw jest wybie-
rany 6w algorytmiczny system formalizujgcy nasze nieformalne (re-
alne) dowody. Azzouni twierdzi, Ze panuje tutaj pelna dowolnos¢:
zadamy jedynie, aby istniat jaki§ system algorytmiczny. Na ja-
kiej jednak podstawie nasza ,pod$wiadomos$¢ matematyczna” roz-
poznaje i wybiera odpowiedni system algorytmiczny, gwarantuja-
cy poprawno$¢ danego realnego dowodu? Problem rozpoczyna sie
juz przy wyborze formalizacji — nie jest przeciez prawda, ze upra-
wiana nieformalnie dziedzina matematyki w jednoznaczny spo-
sOb wyznacza taka formalizacje. Mozna poda¢ liczne przyklady hi-
storyczne — np. definicja cigglosci funkcji moze by¢ sformulowana
badz w ciggowej wersji Heinego, badz epsilonowo-deltowej definicji

'8 W ostatnich latach toczy si¢ ozywiona dyskusja na temat niestandardowego ro-
zumienia pojecia obliczenia, méwi si¢ o obliczeniach analogowych, o hiper-
obliczeniach etc. Jednak w dyskusji dotyczacej koncepcji Azzouniego przyjmu-
je standardowe (turingowskie) rozumienie pojecia algorytmu.
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Cauchy’ego. Sg one wprawdzie (przy pewnych dodatkowych zaloze-
niach) réwnowazne, ale przeciez stanowia rdzne ujecia pojecia cig-
glodci. Liczba rzeczywista moze by¢ formalnie zrekonstruowana jako
cigg Cauchyego liczb wymiernych albo jako przekréj Dedekinda. Za
podstawe teorii funkeji analitycznych mozna przyja¢ badz definicje
w terminach réwnan Cauchyego-Riemanna, badz rézniczkowalno-
$ci w sensie zespolonym, badz w terminach rozwijalnosci funkcji
w szereg potegowy™. Wybor jezyka i poje¢ pierwotnych jest wiec
kwestig pewnej decyzji. Za$ po ich ustaleniu mozemy réznicowac
sife aksjomatdéw przyjmowanych w danym formalnym systemie.
Droga do formalizacji nie jest wiec wyznaczona jednoznacznie. Czy
znaczy to, ze gwarantem prawomocnosci dowodu jest istnienie j a-
kiegokolwiek dowodu formalnego ,w tle”, w ramach jakiej-
kolwiek formalizacji?*

Z faktem wielosci mozliwych uje¢ formalnych wiaze si¢ kolej-
ny problem. Musimy przeciez uzna¢, ze dany system formalny S jest
adekwatnym odpowiednikiem danego sytemu nieformalnego T2:.
Akceptacja danego systemu formalnego S, jako adekwatnie ujmuja-

¥ Ten przyktad jest przedmiotem badan w pracy Mancosu (2001), ktéra bedzie
dyskutowana w dalszej cze$ci rozdzialu. Autor omawia tam jeszcze inne ujecie
teorii funkcji analitycznych, ktdre zdaniem jego tworcy (Pringsheima) pozwala
na lepsze i bardziej jednolite wyjasnienie szeregu faktéw matematycznych.

W zaleznosci od tego, jak silne zalozenia przyjmiemy, dowdd danego twier-
dzenia moze okazal sie prosty lub niezwykle trudny (w skrajnym przypad-
ku, jedli za aksjomat przyjmiemy dowodzone zdanie, dowdd jest po prostu
jednolinijkowy).

Przy liberalnym ujeciu mogliby$my dokonywa¢ tez bardzo sztucznych forma-
lizacji: np. kazda linijka standardowego dowodu bytaby nowym symbolem, za$
w tabeli instrukcji zamiesciliby$émy warunek méwiacy, ze w okreslonym dowo-
dzie po danym symbolu (bedagcym odpowiednikiem fragmentu standardowego
dowodu) nastepuje kolejny symbol (bedacy odpowiednikiem innego fragmen-
tu). Poniewaz znamy skoriczenie wiele dowoddw, taka tabela bylaby skoriczona,
a wigc zadana w sposob efektywny. Po stworzeniu nowego dowodu tabela byta-
by aktualizowana. Taka formalizacja — cho¢ poprawna - bytaby jednak w oczy-
wisty sposob nienaturalna.

Podobna sytuacja pojawia sie lokalnie, gdy zastanawiamy sie np., czy dana defi-
nicja formalna adekwatnie ujmuje pewne intuicyjne pojecie (np. pojecie ciagto-
$ci, prawdopodobienstwa, dtugosci krzywej, pola figury, krzywizny powierzch-
ni etc.).

20

21

22
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cego nasze preformalne intuicje, wymaga odwolania si¢ (na metapo-
ziomie) do oceny relacji miedzy nasza nieformalnie uprawiang ma-
tematyka a systemem sformalizowanym. Tutaj musimy postuzy¢ sie
jakims$ kryterium, ktdre juz nie moze mie¢ charakteru czysto formal-
nego. Problem odwolania do intuicji zostaje przeniesiony na wyzszy
poziom, ale jest nadal obecny?’. Azzouni ma tego §wiadomos¢: pisze
wyraznie o tym, ze 6w system algorytmiczny jest wyspecyfikowany
w sposob nieformalny. Przy formalizowaniu w nieuchronny sposéb
pojawia sie wiec element semantyczny: formalizujemy w taki sposdb,
aby odtworzy¢ sie¢ pojeé, zaleznosci, aby za ch o wa ¢ udowodnio-
ne nieformalnie twierdzenia! Postugujac si¢ terminologia Lakatosa,
nasze nieformalnie udowodnione twierdzenia mozna uznac¢ za falsy-
fikatory heurystyczne dla owego systemu algorytmicznego. Owe for-
malne systemy nie biorg si¢ znikad: wszak wymog zachowania juz
istniejacych wynikéw stanowi jedno z kryteriéw uznania, ze dana
formalizacja jest adekwatna. Powstaje jednak btedne koto: owe sys-
temy formalne majg niejako gwarantowa¢ prawomocnos¢ wiedzy
uzyskanej nieformalnie, ale kryterium trafnosci formalizacji stano-
wi wlasnie to, ze jest ona takim gwarantem. Nie wida¢ prostego wyj-
$cia z tej sytuacji.

Kolejna watpliwos¢ dotyczy tego, czy faktycznie przyjecie istnie-
nia takich derywacji ,w tle” wyjasnia zgodno$¢ matematykoéw doty-
czacg nieformalnych dowoddw matematycznych. Méwiac nieco zar-
tobliwie, koncepcja Azzouniego jest czyms$ w rodzaju psychoanalizy
matematycznej. Sam jej autor oczywiscie zdaje sobie sprawe z faktu,
ze matematycy nie przeprowadzaja dowodéw formalnych i ze przed-
miotem analizy filozoficznej winny by¢ realne dowody. Zarazem jed-
nak status owych realnych dowodoéw jest wyjasniany przez wprowa-
dzenie hipotezy o istnieniu pewnych idealnych, algorytmicznych
dowodow ,w tle”, ktorych obecnosci matematyk nie musi sobie nawet
uswiadamiaé. Dowody idealne majg wiec charakter obiektow teore-
tycznych, ktdrych istnienie Azzouni postuluje, aby wyjasni¢ zgodno$¢

* Mozna tutaj pusci¢ wodze fantazji, twierdzac, ze nasze decyzje dotyczace ade-
kwatnosci formalizacji nieformalnego systemu T przez system S reguluje pe-
wien algorytmiczny metasystem i tak dalej. Takie ujecie niewiele wnosi, bo po-
padamy w regres.
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matematykéw co do dowodoéw realnych. Danymi do$wiadczalnymi
sg tu obserwacje dotyczace zgodnosci matematykdow, postulowane
byty teoretyczne to idealne dowody, za$ prawa pomostowe dotycza
powigzan miedzy owymi idealnymi a realnymi dowodami. Azzouni
nie wyjasnia jednak, jakiego typu relacja mialaby tutaj zachodzi¢. Czy
chodzi o jaka$ wyidealizowang, niejako czysto ontologiczna zalezno$¢,
czy tez o zaleznos¢ istotng kognitywnie? Czy derywacja ma pelnic je-
dynie funkcje swoistego uprawdziwiacza (truth-makera) twierdze-
nia, czy tez ma mie¢ jakie$ funkcje poznawcze?

Jesli uznamy, Ze istnienie takiej derywacji stanowi jedynie waru-
nek prawdziwosci twierdzenia matematycznego, to znajdziemy sie
w sytuacji podobnej do sytuacji platonika. Twierdzi on (zgodnie
z klasycznym rozumieniem prawdy), ze warunki prawdziwosci zdan
matematycznych sg zadane przez konfiguracje abstrakcyjnych by-
tow. Stanowisko takie jest oczywiscie nie do zaakceptowania dla an-
tyrealisty (a Azzouni deklaruje wlasnie takie stanowisko). Jednak
uznanie, ze owymi truth-maker’ami dla twierdzen matematycznych
sg jakie$ hipotetyczne, niedostepne poznawczo derywacje w formal-
nych systemach, rézni si¢ od stanowiska platonizmu jedynie wer-
balnie. Mozna byloby prébowac¢ uchyli¢ ten zarzut, twierdzac, ze nie
myslimyoaktualnym,ajedynieo potencjalnym istnieniu
takich derywacji. Jednak eliminacja zatozen platonistycznych przez
wprowadzenie kategorii owych potencjalnych derywacji formalnych
jedynie przerzucalaby ,koszty ontologiczne” w inne miejsce*. Uzna-
nie, ze owe derywacje pelnig tylko taka funkcje, byloby wiec bardzo
nienaturalne.

Dochodzimy zatem do problemu poznawczej roli dowodéw ma-
tematycznych, w szczegdlnosci owych derywacji formalnych. Uzna-

*4 Zauwazmy na marginesie, ze taki problem dotyczy wielu koncepcji antyre-
alistycznych. Eliminacja platonistycznej ontologii jest dokonywana np. przez
wprowadzenie kategorii modalnych i przyjecie pewnych zalozen dotycza-
cych mozliwosci (tak czynig np. Chihara i Hellman, por.: Chihara 1990, Hell-
man 1989), przez wprowadzenie kategorii Idealnego Podmiotu (Kitcher), przez
uznanie pewnych poje¢ semantycznych za pierwotne etc. Zawsze mamy tutaj
do czynienia z podobng sytuacja: nieuniknione koszty pojawiajg si¢ w innym
miejscu.
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nie, Ze nie pelnig one zadnej funkcji poznawczej, bytoby nietrafne.
Nie wiadomo jednak, jaka to ma by¢ rola, skoro matematycy zazwy-
czaj nie zastanawiaja si¢ nad tym, czy taka formalizacja jest mozliwa
(co nie przeszkadza im tworzy¢, rozumie¢ i ocenia¢ dowody). Za-
gadnienie to jest przedmiotem dyskusji w nastepnym paragrafie.

3.2. Poznawcza dostepno$¢ dowodow

Cho¢ dowody matematyczne sg (jak sadzimy) potencjalnie formali-
zowalne, na og6t dokonanie takiej formalizacji nie stanowi poznaw-
czego zysku z punktu widzenia specjalisty w danej dziedzinie. Jest
wrecz na odwrdt: w wersji sformalizowanej nie wida¢ idei dowodu,
kluczowych technik i poje¢, zasadniczych pomystéow etc. Mozna na-
wet powiedzie¢ (z niewielka chyba przesada), Ze matematyk zapyta-
ny o poprawna w sensie logicznym - czyli sformalizowang - wersje
prezentowanego przezeni dowodu nowego wyniku matematycznego
odpowie, ze to nie ma zadnego znaczenia z punktu widzenia jego
badan. To, jak wyglada formalna rekonstrukcja dowodu dotyczace-
go np. topologii czy geometrii rézniczkowej, nie jest istotne z punktu
widzenia lepszego zrozumienia danego zagadnienia topologicznego
czy geometrycznego. Zrodlem tego rozumienia s3 bowiem pewne
tre$ci matematyczne, relacje miedzy pewnymi pojeciami, ideami,
a nie formalna reprezentacja. Realne dowody zawierajg skroty, sa
w nich wykorzystywane diagramy®, pojawiaja si¢ zwroty typu ,jak
tatwo zobaczy¢” albo ,w oczywisty sposdb teza wynika z twierdze-
nia o etc., co w zadnej mierze nie zmniejsza ich komunikatywno-
$ci — wprost przeciwnie.

Sytuacja jest wigc nastgpujaca: oto okazuje sie, ze to, co pono¢
czyni dowod nieformalny prawomocnym sposobem argumentacji
(czyli owa algorytmiczna derywacja ,w tle”) nie ma zadnego zna-
czenia poznawczego — przynajmniej na poziomie $wiadomych ak-

* W swej pracy Brown analizuje role rysunkéw w dowodach matematycznych,
stawiajac teze, iz (niektdre) dowody czysto rysunkowe mozna uznac za petno-
prawne dowody matematyczne (Brown 1999). Uwazam jg za przesadna, jednak
trudno zanegowac fakt, ze czesto odpowiedni szkic moze (z poznawczego
punktu widzenia) zastgpi¢ formalny dowdd - przekazuje idee w sposéb dosta-
tecznie jasny, aby dalsza argumentacja stala si¢ zbedna.
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tow matematyka. Jakg wiec role odgrywa? Jak sie¢ wydaje, jedynym
wyjasnieniem byloby uznanie, zZe nasze $wiadome akty intelektual-
ne (dotyczace matematyki) sa emergentne w stosunku do pewnych
formalnych przebiegéw obliczeniowych ,w tle”. Wprawdzie mozemy
nie zdawac sobie z tego sprawy, jednak zrodtem naszego przekona-
nia dotyczacego poprawnosci danego dowodu semantycznego jest
wladnie istnienie odpowiedniej derywacji formalnej. Bylaby to wigc
swoista teza komputacjonizmu w filozofii umystu (czy méwiac nieco
mniej dobitnie: teza komputacjonizmu odniesiona do matematyzu-
jacego umystu - aby przyja¢ koncepcje Azzouniego nie musimy by¢
komputacjonistami en bloc). Azzouni twierdzi, Ze przypomina to sy-
tuacje uzytkownika jezyka naturalnego, ktory réwniez nie uswia-
damia sobie regul rzadzacych jezykiem, a jednak sprawnie si¢ nim
postuguje. Znajomos¢ regut algorytmicznych ,w tle” nie jest wiec
konieczna do tego, aby na powierzchni tworzy¢ dowody. Owo od-
wolanie do systemu algorytmicznego ,,w tle” nie ma przy tym sztyw-
nego charakteru, bowiem matematycy moga odnosi¢ si¢ do coraz
to bogatszych systemow®. Azzouni postuluje istnienie czego$ w ro-
dzaju uniwersalnej ,,gramatyki rozumowan’, z ktérej (by¢ moze) nie
zdajg sobie sprawy matematycy. Wyjasnia ona, iz u podioza akcep-
tacji argumentéw matematycznych leza pewne procesy algorytmicz-
ne ,w tle”.

26 W naturalny sposéb pojawia sie pytanie, czy nie powstaje tutaj mozliwo$¢ wyj-
$cia poza dzialania algorytmiczne (w sensie turingowskim): skoro Azzouni
twierdzi, Ze matematyk w swobodny sposéb wybiera 6w algorytmiczny system,
to wprawdzie w kazdej chwili dziala niejako lokalnie w ramach okreslonego sys-
temu algorytmicznego, ale sam akt wyboru okreslonego systemu nie musi mie¢
charakteru algorytmicznego. Nieodparcie nasuwaja si¢ skojarzenia z uwagami
Godla dotyczgcymi rozwoju naszej intuicji: ,Turing ignoruje fakt, ze umystnie
jest statyczny, lecz wciaz si¢ rozwija - tj. rozumiemy terminy
abstrakcyjne coraz lepiej, w miare jak si¢ nimi postugujemy - i ze w sfere nasze-
go rozumienia wkracza coraz wiecej terminéw abstrakcyjnych... A zatem, po-
mimo iz na kazdym poziomie ilo$¢ i precyzja uzywanych terminéw abstrak-
cyjnych moga by¢ skonczone, obie [te wielko$ci — przyp. K. W.] (a zatem takze
Turingowska liczba odréznialnych stanéw umystu) moga by¢ rozbiezne do nie-
skonczonosci..” (Godel 1972, uwaga 3: 306).

Rav zwraca uwage na fakt, ze propozycja Azzouniego lokalizuje uzasadnie-
nie dla twierdzen matematycznych wlasnie po owej syntaktycznej stronie (tzn.:

27
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W takiej sytuacji nalezaloby wiec uzna¢, ze przyjecie zalozenia
o istnieniu formalnych derywacji moze wyjasnia¢ mechanizmy po-
znania matematycznego w podobny sposob, w jaki neurofizjologia
wyklada mechanizmy poznawcze. Nie mamy $wiadomego dostepu
do naszych przebiegéw neurofizjologicznych, ale to one leza u pod-
toza naszej swiadomosci (cho¢ nie znamy dobrze natury zaleznosci
miedzy tresciami §wiadomosci a procesami neurofizjologicznymi).
Podobnie musiatoby by¢ w przypadku owych formalnych derywa-
¢ji - one mialyby wyjasnia¢ zjawiska zwigzane z dowodzeniem. Nale-
zaloby wigc uznad, ze np. matematycy XIX-wieczni akceptowali pew-
ne dowody, gdyz zupetnie nie§wiadomie odwolywali sie
do jakichs$ (blizej niesprecyzowanych) systeméw algorytmicznych,
tkwiacych w ich ,matematycznej pod$wiadomosci”®. Wynikaloby
stad, ze historia matematyki to w szczegdlnosci historia odkrywania
przez matematykow prawdziwych motywow ich dzialan: pewnej le-
z3cej u podloza ich swiadomej aktywnosci rodziny systemow algo-

uzasadnieniem dla naszej akceptacji dowodéw matematycznych ma by¢ wha-
$nie istnienie owej derywacji). Rav zarzuca Azzouniemu, iz jego teza o istnie-
niu owych derywacji ,w tle” jest gotostowna: nie wskazat zadnych konkretnych
przykladow tego, w jaki sposéb owe ,,szkice dowodéw” (gdyz dowody realne
s3 swoistymi ,,szkicami”) prowadza do owych prawdziwych dowoddéw ,w tle”
(derywacji). W artykule Rav poddaje analizie przyktad dowodu twierdzenia
Cantora o nieprzeliczalno$ci zbioru liczb rzeczywistych (Rav 2007: 313-314),
twierdzac, iz wyjasnienie tego, jak ,,dziata” 6w dowdd w terminach koncepcji
Azzouniego jest po prostu niemozliwe.

Pojawia sie wigc pytanie, jaki jest status dowodéw matematycznych z np. XIX wie-
ku. Nie byly one oczywiscie sformalizowane, za§ sama idea systemu formalnego
i dowodu formalnego (we wspoélczesnym rozumieniu) dopiero si¢ rodzita. Bar-
wise pisze, iz ,pomyst, aby rozumowanie moglo zosta¢ w jaki$ sposéb zreduko-
wane do postaci czysto syntaktycznej w pewnym formalnym, sztucznie skon-
struowanym jezyku jest stosunkowo nowym pomystem w historii matematyki.
Wyrasta z programu Hilberta. Dowody matematyczne istnialy przez tysiace lat
zanim pojawili sie logicy i zmatematyzowali to pojecie [...]. O zadnym systemie
nie mozna powiedzie¢, ze to wlasnie on je st tym rzeczywistym pojeciem do-
wodu, poniewaz istnieja niekoriczace si¢ warianty [...]. One wszystkie nie moga
by¢ rzeczywistym pojeciem dowodu [...]; istnieja dobre dowody, ktére nie s3
modelowane w Zadnym wspélczesnym systemie dedukcyjnym” (Barwise 1989;
cyt. za: Rav 2007: 302).
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rytmicznych®. Tak jest réwniez teraz, przy czym my owa kategorie
juz znamy (podobnie jak psychologowie znajg juz pojecie neuronu).

Jesli przyjmiemy taka perspektywe — znaczy to, ze owe przebie-
gi formalne ,w tle” musza mie¢ charakter przebiegéw neurofizjolo-
gicznych. W przeciwnym razie musieliby$my uzna¢, iz gwarantem
prawomocnosci dowodéw semantycznych bylyby niezwigzane z po-
znajacym podmiotem derywacje formalne, z ktérymi nie musimy
mie¢ poznawczego kontaktu. Pojawia si¢ jednak problem dotyczacy
implementacji owych przebiegéw obliczeniowych na naszej ,,biolo-
gicznej maszynie” bowiem niektére dowody w wersji sformalizowa-
nej moga mie¢ ogromng dlugo$¢. Co wtedy?

Pouczajacy jest przyktad podany przez Boolosa (1987). Autor
poddaje tam analizie pewne wnioskowanie, sformulowane w jezy-
ku pierwszego rzedu. Mamy tam: stalg 1; jednoargumentowy sym-
bol funkeyjny s; dwuargumentowy symbol funkcyjny f, jednoargu-
mentowy predykat D. Zalozenia to:

1. Vn f(n,1)=s1;

2. Vx fl1,5x) = ssf(1,x);

3. VnVx flsn,sx) = f(n,f(sn,x));

4. D(1);

5. Vx(D(x)—>D(sx)).

WNIOSEK: D(f(ssss1,sss51)).

Intuicyjnie rzecz biorac, wnioskowanie dotyczy liczb natural-
nych: s to nastepnik, f to funkcja okreslona na parach liczb natu-
ralnych, D jest wlasno$cig (ktdéra moze przystugiwa¢ liczbom na-
turalnym). Wniosek glosi, ze liczba bedaca wartoscig funkgji f dla
argumentow (5,5) ma wtasnos¢ D.

Jednak dowod tego faktu w formalizmie pierwszego rzedu jest
bardzo diugi. Funkcja f(x,y) rosnie bardzo szybko, w stylu funkcji
Ackermanna. Wartos$¢ f(4,4) stanowi ,wiez¢” poteg dwojki. Dowdd
tozsamos$ci D(f(5,5)) jest astronomicznej diugosci. Zarazem jed-

* Rav podaje przyklady matematykéw babilonskich, greckich czy indyjskich
(Rav 2007). W ich przypadku procedury dowodowe mogty mie¢ (cho¢ na ogét
tego nie wiemy) zupelnie inny charakter niz nasze: mogli na przyktad opiera¢ sie
na pewnych empirycznie przetestowanych regutach. Czy tu réwniez mamy do
czynienia z dowodami, u podloza ktdérych leza systemy algorytmiczne?
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nak dowod w logice drugiego rzedu jest elementarny®°. Mamy tu do
czynienia z ciekawg sytuacja: formalny dowdd jest absolutnie poza
naszym zasi¢egiem (i réwniez poza zasiegiem nawet najszybszego
komputera), natomiast z naszego punktu widzenia dowod w logi-
ce drugiego rzedu jest przekonujacy i wystarczajacy. A zatem sam
dowdd - co do zasady - jest algorytmizowalny, ale dla nas owa al-
gorytmiczna wersja jest catkowicie niedostepna. Boolos twierdzi,
ze fakt, iz z takq tatwoscig umiemy faktycznie udowodni¢ to twier-
dzenie, $wiadczy o tym, Ze zaden system logiczny pierwszego rzedu
nie stanowi dobrej idealizacji naszych rzeczywistych (psychologicz-
nych) proceséw wnioskowan (Boolos 1987). Wydaje sie bowiem, ze
nawet zdolno$¢ do rozpoznawania pewnych zdan pierwszego rzedu
jako prawdziwych wnioskéw odwoluje si¢ do czego$ wiecej niz tyl-
ko formalizacja w jezyku pierwszego rzedu, wiec de facto siggamy do
zasobdw poznawczych wykraczajacych poza logike pierwszego rze-
du i do przekonan o charakterze par excellence semantycznym?®'.

3¢ Zjawisko, iz dowdd w jednym systemie moze by¢ tak astronomicznej dtugosci,

za$ w innym moze by¢ krotki, jest znane od dawna. Czesto twierdzenia o takiej
wlasno$ci majg charakter sztuczny, jednak niekiedy sg to zwykle, standardowe
twierdzenia matematyczne. Dowody poznawczo niedostepne stajg sie proste, ale
za cene przyjecia pewnych silniejszych zalozen (np. ZFC zamiast PA). W przy-
padku wnioskowania podanego przez Boolosa, owa ceng za zdobycie wiedzy, iz
zachodzi D(f(5,5)) jest przyjecie pewnych zalozen na temat logiki drugiego rze-
du. Pewng analogig tej sytuacji jest przypadek twierdzenia Kruskala, dotycza-
cego drzew (czyli pewnego typu graféw). Twierdzenie to jest niezalezne od PA,
chociaz dowodliwe w ramach np. ZFC. Poszczegdlne instancje tego twierdze-
nia (méwiac w uproszczeniu: kiedy jeden z parametréw jest ustalony) sa dowo-
dliwe w PA, ale dowody te bywajg astronomicznej dlugosci (2** - wieza poteg
dwdjki o wysokosci ponad 1000, por. np. Simpson 1987). Jest oczywiste, Ze nie
mozemy mie¢ dostepu poznawczego do tej sformalizowanej w PA wersji owej
instancji twierdzenia Kruskala, wiec musimy odwota¢ sie do teorii silniejszej.
Fakt, ze przejscie do silniejszych logik pozwala na skrocenie (niektorych) do-
wodow jest nienowy, dotyczy tego np. klasyczna praca Gédla (1936).

Ciekawa w tym kontekscie teze stawia Isaacson (1987). Jego rozwazania odno-
sza si¢ do niezaleznych od PA zdan arytmetycznych (takich jak np. zdanie Parisa—
—Harringtona czy Parisa-Kirbyego). Wedlug Isaacsona, takie zdania w gruncie
rzeczy odwoluja si¢ do poje¢ wyzszych rzedéw i do takich poje¢ musi odwoty-
wac sie takze nasza nieformalna ocena prawdziwosci tych (i innych) zdan nie-
zaleznych od PA.
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Nie wiadomo, jak wyjasni¢ przyktad Boolosa z punktu widzenia
koncepcji Azzouniego. Wszak 6w algorytmiczny, formalny dowdd
w logice pierwszego rzedu jest calkowicie poza naszym zasiegiem?.
Tym samym twierdzenie, ze u podloza naszej akceptacji zwyktego
dowodu lezy taka derywacja, jest gotostowne. Wyjasnienie, iz w tle
naszej zdolno$ci do rozpoznawania inferencji drugiego rzedu tkwi
system algorytmiczny (w ktéorym dowod jest zbyt dtugi z punktu wi-
dzenia czasu naszego zycia, a moze i nawet wieku Wszech$wiata),
jest absolutnie niewiarygodne poznawczo?.

3.3. Problem wyja$niania

Ujecie Azzouniego zacheca do analizy problemu wyjasniania w ma-
tematyce. Kwestie te szeroko dyskutuje si¢ w odniesieniu do nauk
empirycznych, natomiast w przypadku matematyki jest ona podej-
mowana sporadycznie. Jednak matematycy stawiaja sobie pytanie
dotyczace przyczyn zachodzenia pewnego stanu rzeczy, glebokich
powodow tego, ze dane twierdzenie jest prawdziwe. Nie maja przy
tym na mysli samego istnienia dowodu, ale co$ wigcej: samo zapre-
zentowanie dowodu formalnego nie jest wystarczajace.

3 Jest oczywiscie poza zasiegiem naszych $wiadomych aktow, ale tez poza zasie-
giem ,biologicznej maszyny”, w ktérej implementowane mialyby by¢ owe de-
rywagcje. Tutaj dotykamy jednak subtelnej kwestii: by¢ moze dzialanie naszego
mozgu (umystu) realizuje pewne niealgorytmiczne procesy. By¢ moze réwniez
nasz umyst moze wykonywa¢ dzialania o zfozonosci 2'°*° (to moze by¢ np. pro-
duktem obecnosci efektéw kwantowych). Te rozwazania majg jednak spekula-
tywny charakter i wykraczaja poza samg analize¢ koncepcji Azzouniego. Z punk-
tu widzenia jego (naturalistycznej) koncepcji, powinnismy - jak sadze — uznad,
ze nasz moézg po prostu dokonuje pewnych obliczen.

Ciekawe przyktady wnioskowan podobnych do wnioskowania Boolosa poda-
je tez Ketland (2005). Rozwaza tam wnioskowania, ktore sa oczywiste z punktu
widzenia standardéw matematycznej argumentacji, natomiast dowody formal-
ne w logice pierwszego rzedu bylyby zbyt dlugie, aby mogly by¢ zastosowane
jako $rodek inferencyjny. Dodajmy na marginesie, ze Ketland formutuje swoje
argumenty w kontekscie dyskusji na temat nominalistycznej rekonstrukeji ma-
tematyki, twierdzac, iz istnienie tego typu wnioskowan stanowi problem dla
nominalisty: nie jest on bowiem w stanie wyjasni¢ w ramach czysto nominali-
stycznej ,maszynerii’, ze pewne skadinad oczywiste wnioskowania sg faktycz-
nie poprawne.
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Powyzsze uwagi majg charakter szkicowy, za$ szersza analiza pro-
blemu wyjasniania w matematyce znajduje sie w dalszej czesci roz-
dziatu (w kontekscie istnienia dowodéw komputerowych — w opinii
niektérych matematykow takie dowody, w szczegdlnosci najbardziej
znany i najszerzej dyskutowany dowod twierdzenia o czterech bar-
wach, pozostawiajg poczucie niedosytu)*, a takze w kolejnych par-
tiach ksigzki.

3.4. Konsekwencja semantyczna a syntaktyczna

Przy analizie koncepcji Azzouniego istotna staje si¢ réznica miedzy
konsekwencja syntaktyczna i semantyczng. Ustalajac, czy o jest kon-
sekwencja syntaktyczng, musimy mie¢ do dyspozycji pewien zdefi-
niowany zbiér regut i wskaza¢ stosowny ciag formut (stosowna de-
rywacje) formuly oo w ramach aparatu dedukcyjnego. Jesli tak jest,
to sformulowany przez Azzouniego warunek algorytmicznej spraw-
dzalnosci jest spelniony.

Sprawa nie przedstawia sie jednak tak prosto w wypadku kon-
sekwencji semantycznej, bowiem w tej definicji jest mowa o klasie
wszystkich modeli dla interesujacej nas teorii T. Jak wiadomo na
mocy twierdzenia o pelnosci, w przypadku logiki pierwszego rze-
du istnienie dowodu formalnego zdania o w teorii T jest réwno-
wazne faktowi, ze zdanie o jest prawdziwe we wszystkich modelach
dla T (mdwigc krdcej: konsekwencja semantyczna i syntaktyczna sa
w przypadku logiki pierwszego rzedu tozsame). W kontekscie teo-
rii pierwszego rzedu mozemy zatem (odwolujac si¢ do twierdzenia
o pelnosci) przyjac teze, iz semantyczne argumenty (odwolujace si¢
do naszego rozumienia tego, czym sa modele dla T) maja swoje od-
powiedniki w postaci formalnych derywacji. Jednak na ogét nie jest
dostepna zadna efektywna procedura, ktéra umozliwiataby ,przej-
rzenie” owych modeli dla T i sprawdzenie, czy faktycznie tam dowo-
dzone przez nas zdanie o okaze si¢ prawdziwym. Co wiecej, sama
znajomos¢ faktu, iz o jest konsekwencja semantyczng teorii T, nie

3% Niektorzy konstatujg wrecz, ze taki dowdd w ogole nie wyjasnia przyczyn
prawdziwoéci twierdzenia o czterech barwach i nie zastuguje na miano petno-
prawnego dowodu matematycznego (tego typu krytyczne uwagi przytacza np.
Rota 1997).
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prowadzi nas na ogot w efektywny sposob do znalezienia owej zada-
nej derywacji formuly o w teorii T.

Jednak zgodnie z koncepcja Azzouniego powinni$my uznad, iz
fakt, ze uzasadnili$my, iz o jest semantyczng konsekwencja T (a to
jest typ rozumowania, jaki czesto stosujemy), stanowi zarazem —
w $wietle petnosci logiki pierwszego rzedu - argument na rzecz
istnienia owej derywacji formalnej gdzie$ ,w tle” i to wlasnie ona
stanowi argument na rzecz poprawnos$ci naszego rozumowania®.
Uwazam taki sposob argumentacji za bardzo odlegly od praktyki:
dlaczego nasza zgoda na to, ze w kazdym modelu dla T jest praw-
dziwe zdanie o (sa tu uzyte sformutowania par excellence seman-
tyczne) miataby wynika¢ z faktu istnienia pewnej formalnej dery-
wacji a z T? Czy matematyk faktycznie godzi sie, Ze zdanie a jest
prawdziwe w strukturach pewnego typu (modelach dla T), ponie-
waz gdzies ,w tle” majaczy formalny dowdd (derywacja) o w opar-
ciu o T? Jest to teza pozbawiona podstaw i z calg pewnoscig nie
odpowiada praktyce matematycznej*. U jej podloza lezy owa ,,ma-
tematyczna psychoanaliza’, o ktérej wspomniatem wczesniej: mate-
matyk wierzy w to, ze we wszystkich strukturach opisanych przez T
jest prawdziwe zdanie o, poniewaz w pod$wiadomosci ma formal-
ng derywacje o z aksjomatoéw T oraz twierdzenie o petnosci. Taka

% Oczywidcie argumenty teoriomodelowe tez mozna sformalizowa¢, jednak na
pewnym poziomie staniemy wobec koniecznosci odwolania sie do intuicyjne-
go, preteoretycznego rozumienia pewnych poje¢ i akceptacji okreslonych faktow
jako danych. A semantyka teoriomodelowa ma przeciez formalizowa¢ pewne
intuicje semantyczne i to one s3 pierwotne, a nie ich formalny odpowiednik.
Rozwazmy - jako toy example — przyktad konsekwencji na poziomie rachunku
zdan. Mozemy za pomoca metody zerojedynkowej sprawdzi¢, ze dana formu-
ta KRZ jest konsekwencja danego zbioru zdain KRZ. Nie znaczy to przeciez, ze
wiemy, jak wyglada formalna derywacja; co wigcej, mozemy nawet nie zdawaé
sobie sprawy z tego, ze dla KRZ obowigzuje twierdzenie o petnosci i Ze nasz ar-
gument semantyczny ma odpowiednik w postaci formalnej derywacji. Jeszcze
wyrazniej wida¢ to w przypadku logiki pierwszego rzedu: mozemy sformuto-
wac czysto semantyczny argument (odwolujac sie do wlasnosci klas modeli dla
pewnej teorii T), aby uzasadni¢, ze pewne zdanie o wynika z teorii T. Ale ten
sposob argumentacji nie ma nic wspdlnego z istnieniem owej formalnej dery-
wacji. Gdyby nawet dla logiki pierwszego rzedu nie obowigzywato twierdzenie
o0 pelnoéci, nasz argument semantyczny pozostawatby w mocy.

36
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teza jest karkolomna. Co wigcej, nawet gdybysmy owa (karkotom-
ng) teze zaakceptowali dla teorii matematycznych sformutowanych
w jezyku pierwszego rzedu, to na placu boju pozostaje przypadek
teorii sformutowanych w jezykach, dla ktérych nie zachodzi twier-
dzenie o petnosci. Najprostszy przyklad to logika drugiego rzedu?’.
Konsekwencja semantyczna jest w przypadku logiki drugiego rze-
du pojeciem silniejszym niz konsekwencja syntaktyczna: istnieja
takie semantyczne konsekwencje teorii T, dla ktérych nie mozna
wskaza¢ formalnego dowodu. Pojawia si¢ pytanie, do ktorego typu
konsekwencji odwoluje si¢ w naturalny sposéb matematyk w trakcie
uzasadniania twierdzen. Twierdze, ze jest to konsekwencja seman-
tyczna i Ze to ona stanowi podstawowy, pierwotny dla dowodéw ma-
tematycznych typ konsekwencji*®. Dzieje sie tak po prostu dlatego,
ze uprawiajagc matematyke, myslimy o dowodzeniu tez o pewnych
obiektach, a nie o przeksztalcaniu symbolicznych napiséw w ode-
rwaniu od ich interpretacji. Jednak w takiej sytuacji nie ma zadne-
go sensu powolywanie si¢ na istnienie formalnej derywacji ,w tle”,
bo istnienie takiej derywacji po prostu nie jest pewne. W jaki zatem
sposob mielibysmy wytlumaczy¢ sytuacje, w ktorej matematycy pro-
wadzg rozumowania, odwolujgc si¢ w ich ramach do faktéw o czysto
semantycznym charakterze? Nie przekonuje wyjasnienie (ktére by-

% Pamietajmy o przykladzie Boolosa, ktory dotyczy wiasnie logiki drugiego rzedu.
3% Takie postawienie sprawy bedzie oczywiscie sprzeczne np. z tezg o logice pierw-
szego rzedu Quinea, zgodnie z ktéra niejako kanoniczng jest logika pierwszego
rzedu (teza ta wigze sie w naturalny sposob z koncepcjg zobowigzan ontologicz-
nych, w ramach ktorej jest konieczne podanie klarownego systemu identyfi-
kacji ontologii danej teorii). Jednak w ostatnich latach toczy si¢ dyskusja do-
tyczaca zasadnodci tej tezy. Barwise twierdzi np., ze teza o logice pierwszego
rzedu opiera si¢ na nieporozumieniu, myli bowiem cel i przedmiot logiki z jed-
nym z jej narzedzi: logika elementarna jest po prostu jednym z wielu narzedzi
stosowanych do analizy rozumowan matematycznych i jej status nie jest wyrdz-
niony. W praktyce naukowej (w szczegdlnosci matematycznej) istotne s kryte-
ria wygody i efektywnosci opisu, a nie zgodnos¢ z filozoficznymi przedzalozenia-
mi. Zdaniem Barwisea teza o logice pierwszego rzedu winna by¢ odrzucona (por.
Barwise 1985). Podobne jest stanowisko Shapiro (Shapiro 1985, 1991). Autor zde-
cydowanie opowiada si¢ za uznaniem logiki drugiego rzedu za ,legalng” logike.
Barwise, Shapiro czy rowniez Sher (Sher 1991) s3 zwolennikami szerokiego rozu-
mienia pojecia logiki (por. tez dyskusje w: Tharp 1975, Resnik 1988, Jane 1993).
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toby - jak sadze — sformutowane w duchu Azzouniego), iz owe rozu-
mowania mozna sformalizowaé w pewnej metateorii, ,w tle” ktorej
mamy derywacje. Prowadzi to bowiem do regresu: w pewnym mo-
mencie jest konieczne odwotanie si¢ do intuicyjnej identyfikacji do-
wodu realnego z danym dowodem formalnym. I caly problem po-
wraca na nowym poziomie.

4. Problem mechanizacji dowodow

Koncepcja Azzouniego stanowi probe wyjasnienia natury dowodze-
nia matematycznego w oparciu o kategorie formalnych derywacji.
Pojawia si¢ pytanie, czy ma ona jednak jaka$ reprezentacj¢ w prakty-
ce matematycznej. Sadzg, ze - w pewnym sensie — o takiej reprezen-
tacji mozemy mowic¢ przynajmniej od momentu pojawienia sie do-
wodéw komputerowych. Nie ulega bowiem watpliwosci, Ze maja one
charakter formalny (w tym sensie, Ze obliczenie komputera stanowi
ciag czysto formalnych operacji przeprowadzonych zgodnie z okre-
$long syntaktycznie specyfikacjg). Dzialanie komputera stanowi pew-
ne obliczenie, a wigc jedno z pierwszych pytan, na jakie powinni-
$my odpowiedzie¢ przy okazji analizy dowodéw komputerowych to:
co nazywamy obliczeniem? Niewatpliwie czes¢ rozumowan mate-
matycznych (np. mnozenie wyrazen algebraicznych czy sprawdza-
nie tautologiczno$ci formuly rachunku zdan) ma charakter operacji,
ktére intuicyjnie okreslimy jako mechaniczne. W naturalny sposéb
nasuwajg si¢ kwestie: jaki jest zasieg takiej potencjalnej mechaniza-
¢ji rozumowan matematycznych i jakie doktadnie operacje bedzie-
my uznawac za obliczeniowe (mechaniczne, zalgorytmizowane)?
Dyskusja dotyczaca mozliwosci mechanizacji rozumowan ma
dlugga historig, za$ pierwsze fizyczne urzadzenia, ktére mogly by¢ za-
stosowane do rozwigzywania problemoéw, konstruowano juz w wieku
XIX (np. maszyna roznicowa Babbagea z roku 1822; model maszy-
ny analitycznej czy analizator rézniczkowy opisany przez Thomso-
na - 1876). Przedstawienie ich dziejow stanowi tematyke tak bogata,
ze zdecydowanie wykracza to poza ramy niniejszej pracy, zastugujac
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na oddzielne ujecie®. Niezaleznie jednak od historii pojecia oblicze-
nia, z pewno$cig mamy intuicyjne (cho¢ niezbyt $ciste) rozumienie
tego terminu: obliczeniem nazwiemy precyzyjnie opisany za pomo-
cg stosownego algorytmu zestaw czynnosci. Pojawia si¢ natychmiast
problem, jaka jest klasa owych elementarnych czynnosci i czym sa
te ,,atomowe kroki’, z ktérych bedziemy tworzy¢ procedury oblicze-
niowe*. Rozstrzygniecie tego problemu oczywiscie determinuje to,
jakie procedury uznamy za mechaniczne*.

Wspdlczesnie dominujagcym ujeciem jest turingowskie ujecie ob-
liczenia. Odwoluje si¢ ono do dziatania pewnego wyidealizowanego
urzadzenia mechanicznego. Pierwowzorem dla niego jest pracowity
urzednik (dilligent clerk), ktéry wykonuje mechaniczne czynnosci,

3 Prezentacje w szerokim kontekscie historycznym Czytelnik znajdzie np. w pra-
cy Marciszewski, Murawski 1995; zwiezle oméwienie dotyczace gtdwnie XX-
-wiecznych prob konstruktorskich zawiera np. Copeland 2008. Istnieje tez szereg
stron internetowych poswigconych tego typu tematyce, np. http://www.alantu-
ring.net/. Uznalem, iz nie jest tutaj potrzebne prezentowanie drobnych wyim-
koéw historycznych w sytuacji, gdy na pelniejsza prezentacje nie ma miejsca.
Urzadzenie stuzace do wyznaczenia $rodka cigzkodci (tj. sznurek) jest znane
znacznie dluzej niz maszyny mechaniczne czy urzadzenia elektroniczne. W tym
sensie mozna wiec powiedzie¢, ze urzadzenia stuzace do wykonywania zadan
zalgorytmizowanych w szerokim sensie tego stowa sg znane od czasow starozyt-
nych. Ciekawy przyklad wykorzystania ,linowego komputera” przez Gaudiego
opisuje Aharonov (1998). Przy projektowaniu La Sagrada Familia w Barcelonie
Gaudi postuzyl sie nastepujaca metoda: wzial zestaw lin (o dtugosciach odpo-
wiadajacych planowanym tukom), pofaczyt je w odpowiedni sposéb i zawiesit
na suficie, otrzymujac w ten sposéb lustrzane odbicie projektowanego przez sie-
bie kosciota. Matematyczne rozwigzanie bardzo ztozonego ukladu réwnan nie
bylo mozliwe ze wzgledu na stopien komplikacji, jednak przy uzyciu ,linowego
komputera” byto ono natychmiastowe. Wiecej uwag na temat problemu zakre-
su terminu ,,obliczenie” zawiera rozdzial piaty.

4O rozkladzie rozumowania na elementarne skfadniki pisal np. Kartezjusz.
Z jego punktu widzenia akceptacja owych krokéw polega na jasnym i wyraz-
nym dostrzeganiu, iz konkluzja jest prawdziwa na mocy przestanek (por. roz-
dzial pierwszy niniejszej ksigzki). Przy takim rozumieniu owych elementarnych
krokéw kazde wnioskowanie, co do ktérego mamy pewno$¢, iz jest poprawne,
mozna bytoby uzna¢ za rozumowanie — w bardzo szerokim sensie - zalgorytmi-
zowane. Jest jednak jasne, ze nie o to nam chodzi. Wszak kiedy méwimy o me-
chanizacji rozumowan, to owe kroki winniémy méc wykona¢ w sposéb mecha-
niczny, czyli bezrefleksyjny.
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dzialajac $cisle wedlug instrukcji — nie odwotujac si¢ do swoich in-

tuicji, interpretacji znaczen czy wgladu w sens wykonywanych przez

siebie czynnosci. Jest to zatem swoisty ludzki komputer+. Owe me-
chaniczne czynnosci mozemy wyobrazac sobie po prostu jako doko-
nywanie pewnych obliczen na papierze.

Analizujac wlasnosci takiego ludzkiego komputera, Turing za-
uwaza, ze ma on jedynie skonczenie wiele stanéw wewnetrznych
i rozpoznaje jedynie skonczenie wiele symboli, owa symbolicz-
ng kartke traktujemy jako potencjalnie nieskonczong, za$ dziala-
nie ludzkiego komputera ma charakter lokalny (Turing 1936: 249).
Stanowi to wstep do zdefiniowania formalnego modelu obliczenia
w postaci maszyny Turinga®. Pojawia si¢ naturalne pytanie, jaka jest
relacja miedzy tak rozumianym pojeciem obliczalnosci a naszym
rozumieniem intuicyjnym. Teza Churcha glosi, ze definicja Turinga
stanowi adekwatng formalizacje intuicyjnego pojecia obliczalnosci.
Wokot tego stwierdzenia toczy sie wcigz zywa dyskusja, za$ inspira-
cja dla niej s3 m.in. pojawiajace si¢ niestandardowe modele obliczen
(analizuje je w rozdziale pigtym)*. Jednak niezaleznie od statusu tezy
Churcha, model Turinga ma fundamentalne znaczenie z punktu wi-

4 W literaturze niekiedy pojawia sie termin ,,komputor”, aby podkresli¢ owg me-
chanicznos¢ dziatan. Tu pozostane przy tradycyjnym ,komputer’, takze w od-
niesieniu do czlowieka wykonujacego mechaniczne czynnosci.

4 Maszyng¢ Turinga mozna wyobraza¢ sobie jako mechaniczne urzadzenie, ktére
sklada sie z trzech podstawowych czesci: (1) jednostki sterujacej (ktora zawsze
jest w jednym ze skonczenie wielu stanéw wewnetrznych); (2) tamy (potencjal-
nie nieskonczonej), podzielonej na komorki, na ktorej sg zapisywane symbole;
(3) gltowicy, ktéra potrafi odczyta¢ z tasmy symbol i wpisa¢ na tasme symbol.
Elementarna operacja maszyny Turinga polega na odczytaniu z danej komor-
ki tasmy symbolu, a nastepnie — w zaleznosci od tego, jaki to symbol i w jakim
stanie wewnetrznym jest maszyna — zmianie stanu wewnetrznego, wpisaniu na
tasme symbolu i ruchu glowicg w lewo lub w prawo. Dziatanie maszyny Turin-
ga polega na wykonywaniu kolejnych elementarnych krokéw tej postaci, az do
zatrzymania si¢ maszyny — jesli takowe nastapi — lub w nieskonczonos¢ (wtedy
moéwimy o zapetleniu sie maszyny Turinga). Istniejg tez inne modele obliczen
réwnowazne modelowi Turinga. Nie jest to istotne dla naszej dyskusji, dla kto-
rej najbardziej naturalne bedzie ujecie w terminach maszyn Turinga.

4 Coraz czesciej w dyskusjach zwraca sie uwage na fakt, ze pojecie obliczenia ma
takze swoj aspekt fizyczny, a nie tylko logiczny. O tym problemie (jak rowniez
o innych modelach obliczen) pisz¢ takze w rozdziale czwartym.
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dzenia dyskusji statusu dowodéw komputerowych. Dziatanie ma-
szyny Turinga stanowi bowiem teoretyczny model dzialania kom-
putera. Przebieg obliczenia komputerowego bedziemy utozsamiaé
z odpowiednim przebiegiem obliczenia na maszynie Turinga, a na
komputer bedziemy patrze¢ jako na implementacje maszyny Turin-
ga (abstrahujac od jej technicznych szczegotow — w szczegdlnosci od
problemu ztozonosci czasowej, pamigciowej etc.).

Powstaje pytanie, czy pojawienie si¢ dowodéw komputerowych
wprowadza do matematyki nowa jako$¢ i co ich istnienie wnosi do
naszego rozumienia tego, czym jest dowdd matematyczny. Przy okazji
dyskusji dowodéw komputerowych w wyrazny sposob ukazujg sie
nastepujace problemy:

1. Problem czynnika empirycznego. Niezaleznie od tego, jaki jest
teoretyczny model komputera, samo jego dzialanie stanowi pewne-
go rodzaju proces empiryczny. Jesli zatem uzywamy komputera do
dowodzenia twierdzen, to tym samym proces dowodzenia bedzie za-
wiera¢ pewien komponent empiryczny. W jakim stopniu i w jakim
sensie obecno$¢ takiego czynnika ma wplyw na nasze rozumienie
tego, czym jest wiedza matematyczna? Zagadnienie to nie ma cha-
rakteru spekulatywnego: wszak technologie komputerowe otwieraja
ogromne mozliwosci przetwarzania danych i znajduja coraz szersze
zastosowanie takze w samej matematyce.

2. Problem zaleznosci miedzy realnymi a wyidealizowanymi
wersjami dowodéw matematycznych — w szczeg6lno$ci miedzy ich
aspektami czysto formalnymi a semantycznymi. Nie ulega watpliwo-
$ci, ze w przypadku dzialania maszyny Turinga mamy do czynienia
z dzialaniem czysto mechanicznym®. Jesli zatem uzyjemy jej do wy-
konywania przeksztalcen, to wowczas mozemy poming¢ ich wlasno-
$ci semantyczne. Wskazmy tutaj dwa aspekty tego pytania:

2a. Czy algorytmiczne (formalne) pojecie dowodu jest dobrym
modelem naszej dzialalnosci matematyczne;j?

4 Mozna wyobrazi¢ sobie duzg maszyne Turinga wykonang z zelaznych trybikéw
i dzwigni — co do zasady (tj. abstrahujgc od ograniczen czasowych i pamigcio-
wych) takie urzadzenie mialoby taka samg moc obliczeniowa jak najnowocze-
$niejszy komputer z Pentagonu.
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2b. Czy dowdd komputerowy moze stanowi¢ dobre wyjasnienie
naszych matematycznych przekonan? To prowadzi nas w naturalny
sposob w kierunku analizy problemu wyjasniania w matematyce?.

Najbardziej znanym przyktadem dowodu z uzyciem kompute-
ra jest dowdd twierdzenia o czterech barwach (dalej postuguje sie
skrétem 4CT - od four color-theorem). Na nim skupimy uwage i to
on bedzie stanowil niejako kanoniczny przyklad dowodu wspoma-
ganego komputerowo.

5. Twierdzenie o czterech barwach - przyktad kanoniczny*

Rozwazmy zwykla mape polityczna (dowolnej wielko$ci) na plasz-
czyznie. Naszym celem bedzie pokolorowanie jej w taki sposdb, aby
sasiednie panstwa (czyli takie, ktdre stykajg si¢ na pewnym odcinku)
byty pokryte réznymi barwami. Pojawia si¢ naturalne pytanie - ile ko-
loréw potrzebujemy, aby to uczyni¢?+ Latwo zauwazy¢, ze zazwy-
czaj sg potrzebne przynajmniej cztery kolory - ale czy taka licz-
ba wystarczy? Hipoteze, ze tak wlasnie jest, postawil w roku 1852
Guthrie, uczenn De Morgana.

Problem, cho¢ sformulowany w elementarny sposob, okazat si¢
powaznym wyzwaniem dla matematykéw. Przez lata zmagan uzy-
skiwano jedynie wyniki czastkowe, dotyczace map o ograniczonej
liczbie panstw badz map pewnego szczegdlnego typu*. Dopiero w ro-

* W kolejnych paragrafach wykorzystuje fragmenty z artykulu Wéjtowicz 2008.
46 Mozna powiedzieé, ze — patrzac z szerokiej perspektywy — jest to pytanie o re-
lacje miedzy ,,Zzywa matematyky” a jej odzwierciedleniem w systemie formal-
nym (takim jak np. ZFC). Z takim problemem stykamy sie nie tylko przy okazji
dyskusji roli dowodéw matematycznych, ale tez podczas analizy problemu, czy
np. przy redukcji matematyki do pewnej fundamentalnej teorii nie gubimy cze-
gos istotnego, czy np. id e e geometryczne, topologiczne etc. dajg si¢ jako$ od-
zwierciedli¢ w owych formalizmach.

Jako problem matematyczny zagadnienie czterech barw najwygodniej sformu-
fowac¢ w jezyku teorii graféw — bedzie to wtedy pytanie o 4-barwno$é¢ graféw na
plaszczyinie (tzw. graféw planarnych).

Wyniki dotyczace map o ograniczonej liczbie panstw uzyskiwali: Franklin
(1922 — 25 panstw), Reynolds (1926 - 27 panstw), Winn (1940 - 35 panstw), Ore
i Stemple (1970 - 39 panistw), Mayer (1976 — 95 panstw). Wazna rol¢ w badaniach

47

48
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ku 1976 (ponad 120 lat po sformulowaniu problemu!) Appel i Ha-
ken (do ktérych dotaczyt Koch) podali pelne rozwigzanie zagadnie-
nia czterech barw, dowodzac ogélnego twierdzenia (Appel, Haken
1977, Appel, Haken, Koch 1977).

Dowod 4CT podany przez Appela, Hakena i Kocha byl nie-
typowy — w nieusuwalny sposob odwotywal sie do wynikéw obli-
czen komputera. Autorzy pokazali bowiem, ze 4CT da si¢ udowod-
ni¢, o ile sprawdzi sie, ze pewien warunek zachodzi dla duzej liczby
(w pierwotnej wersji rozwigzania — prawie 1500) przypadkow szcze-
gélnych. Méwigc w uproszczeniu, dowod sktadat si¢ z dwdch cze-
$ci: (1) z redukcji problemu ogdlnego do pewnej liczby przypadkow
szczegolnych; (2) ze sprawdzenia przypadkéw szczegdlnych. Zarow-
no liczba tych przypadkéw, jak i stopien komplikacji obliczen, ktore
nalezy przeprowadzi¢, aby sprawdzi¢ poszczegolne przypadki, wy-
kluczaty ,reczne” wykonanie tej pracy przez samych autoréw do-
wodu (a by¢ moze nawet przez wszystkie pokolenia matematykow).
Oryginalny program potrzebowal ok. 1200 godzin pracy komputera;
pdzniej czas ten ulegl znacznemu skréceniu®. Niezaleznie od tego
wykonanie tej pracy pozostaje poza zasiegiem czlowieka.

Nalezy tu doda¢, ze przeformutowanie problemu 4CT do po-
staci nadajacej si¢ do dalszej obrobki komputerowej wymagato wy-
korzystania subtelnych technik matematycznych. Nie nalezy wiec
sadzi¢, ze dowod 4CT sprowadzal sie w catosci do mechanicznych

nad zagadnieniem czterech barw odegral niemiecki matematyk Heesch. Pro-
wadzil badania dotyczace kluczowych w (pézniejszym) dowodzie poje¢ — nie-
uniknionych zbioréw konfiguracji oraz konfiguracji redukowalnych - i stwier-
dzil, ze hipoteze czterech barw mozna bedzie udowodni¢ przez znalezienie
nieuniknionego zbioru konfiguracji redukowalnych. Od niego pochodzi meto-
da ,roztadowywania” (discharging); postawit (stuszna, jak sie okazalo) hipote-
ze heurystyczng, w my$l ktérej odpowiednie dopracowanie tej metody pozwoli
na rozwigzania zagadnienia czterech barw (por. Heesch 1969). Prezentacje i hi-
stori¢ zagadnienia czterech barw mozna znalez¢ w pracach: Appel, Haken 1983,
Kainen, Saaty 1986, Wilson 2004.

Szybsze dowody podali: Allaire (1977) oraz Robertson (i in. 1997). W tej os-
tatniej pracy autorzy zmniejszyli liczbe konfiguracji wymagajacych zbadania
z pierwotnych 1476 do 633, za$ liczbe regul z 487 do 32. Nie zmienia to jednak
istoty problemu.

49
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przeksztalcenn - matematyczna tres¢ jest tu bowiem bogata. Dowdd
4CT nie jest wiec czym$ w rodzaju obliczania gigantycznych ,,stup-
kéw” i nie przypomina np. sprawdzania tautologicznosci formuly
KRZ metodg tabelkowsa.

5.1. Komputerowy dowod 4CT - mozliwe reakcje

Komputerowy dowod 4CT wzbudzit w srodowisku matematykow
kontrowersje dotyczace jego ,,legalnosci” jako dowodu matematycz-
nego*. Wynikaja one z roznicy zdan dotyczacych tego, czym jest
matematyka, jaka jest natura wiedzy i prawdy matematycznej i ja-
kie sa standardy matematycznej argumentacji. Mozna wskazac¢ kilka
podstawowych typow reakeji (przedstawiam je tutaj — dla klarowno-
$ci — w nieco przejaskrawiony sposdb).

1. Cz¢$¢ komentatoréw uznata, ze wykorzystanie urzadzen tech-
nicznych w dowodach matematycznych (czy - $cislej — odwotanie sie
do wyniku eksperymentu fizycznego, bedacego dzialaniem pewne-
go urzadzenia elektronicznego w okreslonym miejscu i czasie) jest
niedopuszczalne. Ktoci sie to bowiem z rozumieniem prawdy mate-
matycznej jako prawdy dotyczacej abstrakcyjnych, pozaczasowych
bytow i traktowaniem poznania matematycznego jako czysto rozu-
mowego, oderwanego od empirii. Co bowiem dziatanie fizycznego
urzadzenia moze mie¢ wspdlnego z wlasno$ciami przedmiotéw ma-
tematycznych? Prace samego komputera opisujemy w teorii empi-
rycznej, ktorej epistemologiczny status istotnie rézni si¢ od mate-

¢ Dowdd 4CT nie jest pierwszym dowodem z uzyciem komputera. Wczesniej

uzywano komputeréw chociazby w sprawdzaniu, czy pewna liczba jest pierw-
sza — przyklad to zastosowanie algorytmu Lucasa-Lehmera do testowania
pierwszosci liczb Mersenne’a, tj. liczb pierwszych postaci 27-1, gdzie p jest liczba
pierwsza. Byly takze znane dowody twierdzen geometrycznych (Cerutti, Davis
1969) czy wspomagane komputerowo dowody pewnych twierdzen logicznych.
Pisza o tym Detlefsen i Luker (1980). Jednak to dopiero dowdd 4CT wywotat
zywa dyskusje filozoficzng. Na marginesie dodajmy, ze innym ciekawym przy-
kladem twierdzenia o geometrycznym charakterze udowodnionego z uzyciem
komputera jest hipoteza Keplera gloszaca, ze najbardziej efektywny sposob
upakowania kul w przestrzeni stanowi naturalne utozenie. Hipoteza ta zosta-
ta rozstrzygniecia (pozytywnie) z uzyciem komputera, por. Hales 2005 (w wer-
sji popularnej: Hales 2000).
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matyki: dostarcza nam ona jedynie wiedzy prawdopodobnej, nie
za$ pewnej®'. Z tego punktu widzenia komputer jawi si¢ jako swo-
ista czarna skrzynka, na zaufaniu do ktérej musielibysmy oprzec¢
naszg wiedze matematyczng. To za$ jest niezgodne z przedstawio-
na wyzej wizjg matematyki (w szczegdlnosci wizja dowodu mate-
matycznego).

2. Inni komentatorzy twierdza, ze uzycie w dowodzie kompute-
ra nie zmienia statusu dowodu i ze 4CT jest twierdzeniem popraw-
nie udowodnionym. Samo postuzenie si¢ komputerem w dowodzie
matematycznym nie rozni si¢ — co do zasady - od postuzenia sie
kartka oraz oléwkiem i nie stanowi zadnego novums?. Skoro zatem
dopuszczamy uzycie fizycznych pomocy, takich jak kartka i otowek,
to dlaczego mielibysmy kwestionowac¢ zastosowanie bardziej ztozo-
nych pomocy (takich jak komputer)?

3. Popularne jest rowniez stanowisko posrednie: 4CT mozna
uzna¢ za twierdzenie faktycznie ud owo dnione, komputerowy
dowdd 4CT jest dowodem matematycznym, jednak ma on pewne
wady pozaformalne. Wskazuje si¢ na to, ze jest to dowod ,,sifowy”
i ze w gruncie rzeczy niewiele wyjasnia. Taki dowod nie zadowala
w pelni z punktu widzenia poznawania zalezno$ci miedzy pojecia-
mi matematycznymi.

Powyisze typy reakcji odzwierciedlajg filozoficzne nastawie-
nie do tego, czym jest matematyka, czym jest prawda matematycz-
na, jaka zachodzi relacja miedzy matematyka a empiria i czy w w tej
dyscyplinie istotng rol¢ odgrywa kategoria wyjasniania (i jak win-
na by¢ rozumiana). Problemy te beda przedmiotem analiz w dalszej
cze$ci rozdziatu.

' Oczywidcie pierwotny dowdd Appela, Hakena i Kocha zostat sprawdzony na

wielu réznych komputerach. Sytuacja ta jednak — co do zasady — nie rézni sig
od tej, gdyby sprawdzono go tylko na jednym komputerze.

52 Krakowski twierdzi, ze uzycie komputera nie jest niczym nowym, poniewaz ele-
menty empiryczne s zwykle obecne w dowodach matematycznych (Krakow-
ski 1980). Swart wyrdznia 4 kategorie dowodéw matematycznych, w zaleznosci
od tego, jakie pomoce techniczne sg uzywane przy ich dowodzeniu. 4CT zali-
cza do grupy twierdzen wymagajacych najbardziej zaawansowanych pomocy,
jednak uwaza je za twierdzenie udowodnione zgodnie ze standardami matema-
tycznej argumentacji (Swart 1980).
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5.2. Pierwsze komentarze filozoficzne

Pierwsza praca dotyczaca filozoficznych aspektéw 4CT stanowi dzis
swoisty locus classicus (Tymoczko 1979)%. Tymoczko wymienia trzy
istotne cechy dowodu matematycznego:

1. Dowody winny by¢ przekonujace.

2. Dowody winny da¢ si¢ sformalizowacd.

3. Dowody winny da¢ si¢ przejrze¢ i sprawdzié (surveyable).

Zdaniem Tymoczki dowdd 4CT z uzyciem komputera nie spet-
nia warunku 3. — nikt nie jest w stanie przejrze¢ i sprawdzi¢ obliczen
komputera. Musimy wiec zaufa¢ programistom, a takze fizykom i in-
zynierom. To powoduje, ze dowdd komputerowy staje si¢ nowym ty-
pem dowodu matematycznego, zawierajacym elementy empiryczne;
tym samym matematyka zaczyna przypomina¢ w pewien sposob na-
uki empiryczne. Istotne jest przy tym nie tylko wystgpienie czynnika
zwigzanego z doswiadczeniem, ale réwniez to, ze wynik pojawia sie
niejako deus ex machina — nie w pelni wiemy, dlaczego jest on akurat
taki, a nie inny, i musimy zaufa¢ technikom, ktorzy zapewniaja nas,
ze komputer faktycznie robi to, czego od niego oczekujemy.

Tymoczko ilustruje swoje tezy przykladem hipotetycznej mar-
sjanskiej spoteczno$ci matematycznej, w ktorej pojawia sie genial-
ny matematyk Szymon. Rozwiazuje on szereg trudnych otwartych
problemdéw matematycznych. Matematycy sg pelni podziwu dla
jego pomystowych dowododw, ktore staja si¢ coraz bardziej zlozo-
ne i coraz trudniejsze do zrozumienia. W pewnym momencie Szy-
mon o$wiadcza, ze udowodnit pewne twierdzenie o, ale dowdd jest
zbyt zfozony, aby mégl go zakomunikowac¢ innym (np. nie ma czasu
na zapisywanie go na kartce, bo musi rozwigza¢ nowe zagadnienie).
Czy jest racjonalne zaakceptowanie werdyktu Szymona odnosnie do
twierdzenia o i uznanie go za udowodniong prawde matematycz-
ng? Tymoczko twierdzi, ze odwolanie si¢ do autorytetu pojedyn-
czego matematyka nie zostatoby zaakceptowane przez spotecznosé
matematykow (Szymon mogt przeciez oszale¢). Dowody matema-
tyczne, aby zostaly uznane za prawomocne, musza podlega¢ kon-

%3 Prace, ktdre stanowig bezpoérednig reakcje na artykut Tymoczki to: De-
tlefsen, Luker 1980, Krakowski 1980, Swart 1980, Teller 1980, Levin 1981.
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troli innych cztonkéw matematycznej spotecznosci. Ten warunek
nie jest spetniony w wypadku dowodu, ktérego istnienie deklaruje
Szymon, a ktory jest niedostepny dla pozostalych marsjanskich ma-
tematykow. Podobnie — wedtug Tymoczki - jest w przypadku do-
wodu komputerowego, za$ nasza sytuacja przypomina sytuacje spo-
tecznosci marsjanskich matematykéw. Nikt nie potrafi sprawdzi¢
dzialania komputera (przesledzi¢ kolejnych krokéw dowodowych),
a wiec wiara w stusznos¢ jego werdyktu przypomina wiare w auto-
rytet Szymona. Nalezy pamietac o tym, ze komputer dziata popraw-
nie jedynie z pewnym prawdopodobienstwem — wprawdzie bliskim
jednosci, ale jednak od niej mniejszym. Mamy tu wiec do czynienia
z fizycznym eksperymentem, ktérego wynik jest uzalezniony od rdz-
nych (nieznanych nam w pelni) czynnikéw empirycznychs.
Argumentacja Tymoczki wywolala zywa polemike, a podana
przezen analogia zostala dos¢ powszechnie uznana za watpliwg. Le-
vin twierdzi, ze podobienistwo miedzy sytuacja marsjanskich mate-
matykow ufajacych Szymonowi a sytuacja ziemskich matematykow
ufajgcych komputerowi jest powierzchowne — rozumiemy bowiem
dzialanie komputera (Levin 1981). Réwniez Teller podkresla, ze zna-
my algorytm, wedlug ktérego ma dziata¢ komputer, nie znamy na-
tomiast metod, jakimi postuguje sie Szymon przy rozwiazywaniu
probleméw matematycznych (Teller 1980). Dopoki podane przez
Szymona dowody okazuja sie (po sprawdzeniu) poprawne, znajo-
mos¢ jego ,zasady dziatania” nie ma znaczenia. Skoro bowiem je-
steSmy w stanie owe dowody przedledzi¢, to rola Szymona jest dla
nas wazna w kontekscie odkrycia (i tu osiggniecia Szymona stano-
wig dla nas frapujacg zagadke psychologiczng), ale nie w kontekscie
uzasadnienia. Natomiast kiedy Szymon deklaruje, iz zna dowod, ale
nie jest w stanie go nam zakomunikowa¢, pojawiaja si¢ watpliwosci.
W przypadku komputera znamy jednak algorytm i znamy zasade
dzialania calego urzadzenia, nie ma tu wiec analogii. Komentatorzy
zwracajg tez uwage na fakt, ze jesli podzielimy sceptycyzm Tymoczki

% Oczywidcie gdyby$my nie ufali komputerom, to w zasadzie nie powinni$émy
wsiada¢ do samolotéw, jezdzi¢ nowoczesnymi pociggami etc. Byloby to niera-
cjonalne. Tu jednak nie chodzi o praktyczne zaufanie do 4CT, ale o zaufanie do
4CT jako twierdzenia matematycznego.
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co do wyniku eksperymentu komputerowego, to nalezy takze scep-
tycznie odnosi¢ sie do wszystkich twierdzen, ktérych dowoddéw nie
sprawdziliémy osobiscie: fakt, Ze zaden ze specjalistow sprawdzaja-
cych dowdd nie znalazt w nim bledu, nie znaczy przeciez, ze mozna
go zaakceptowac — przeciez wszyscy mogli si¢ pomyli¢®.

Ta dyskusja nie dotyczy bezposrednio problemu logicznej po-
prawnosci dowodu, ale raczej standardéw argumentacji, jakie poja-
wiajg sie w praktyce matematycznej. Temu problemowi jest poswie-
cony nastepny paragraf.

6. Dowody formalne a praktyka matematyczna

Jak nalezy oceni¢ dowdd komputerowy z punktu widzenia standar-
déw uzasadniania faktycznie stosowanych w matematyce? Aby lepiej
zrozumie¢ 6w problem, wyrdznimy tu dwa jego aspekty:

1. Aspekt formalny: interesuje nas dowdd 4CT z punktu widze-
nia teorii dowodu, badajacej ciagi formul ze wzgledu na ich formal-
ne wlasnosci.

2. Aspekt praktyczny: interesuje nas praktyka matematyczna,
zwyczaje panujace w Srodowisku matematykow i stosowane przez
nich kryteria uznawania dowodu matematycznego za poprawny.

% Argumentacja Tymoczki lepiej stosowataby sie do przypadku (hipotetycznej)
uczacej sie sieci neuronowej, ktéra po 5 latach ,karmienia danymi” napisata
prace magisterska z matematyki, po kolejnych 4 doktorat, po kolejnych 2 ha-
bilitacje, po kolejnym roku rozwigzuje hipoteze Riemanna (eksperci potwier-
dzaja poprawno$¢ dowodu) i zaczyna tworzy¢ wyniki o dowodach tak ztozo-
nych, Ze nie jesteSmy w stanie ich sprawdzi¢ (informuje nas np., ze hipoteza
Goldbacha jest prawdziwa, ale ze dowodu nie da si¢ wydrukowac¢, bo zabraknie
papieru). Czy bedziemy mieli zaufanie do jej wynikow (sprawdzonych przez
16 najwybitniejszych ekspertow w danej dziedzinie — tez bedacych sieciami
neuronowymi)? Problem polega tu na stwierdzeniu, czy my znamy zasade dzia-
tania sieci. W pewnym sensie tak — wiemy bowiem, na czym polegaja mecha-
nizmy uczenia si¢ sieci, zarazem jednak nie mamy takiego dostepu do jej stanu
wewnetrznego, jak do stanu wewnetrznego komputera. Problem empirycznych
czynnikéw przy zdobywaniu wiedzy matematycznej mozna byltoby sformuto-
waé w bardziej wyrazisty sposéb w przypadku takich hipotetycznych dowo-
dow sieciowych.
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Kazdemu krokowi pracy komputera odpowiada pewna formuta,
opisujgca aktualny stan obliczens®. W tym wypadku cale obliczenie
komputera mozna utozsami¢ (po dotaczeniu pewnych zalozen tech-
nicznych) ze stosownym ciagiem formul stanowigcym dowdd 4CT.
Oczywiscie nie jesteSmy w stanie przejrzec i sprawdzi¢ calego tego
ciagu, ale mozna o nim moéwi¢ i bada¢ jego wtasnosci.

Z metamatematycznego punktu widzenia pojecie dowodu jest
dobrze okreslone: dowodem zdania B na podstawie zbioru aksjo-
matéw A jest skonczony cigg formut o ,...,a. , spetniajacy stosow-
ne warunki formalne. Kiedy zastanawiamy si¢ nad dowodliwoscia
danej formuly B, nie interesuja nas ograniczenia praktyczne doty-
czace dlugosci dowodu, ktére wigzg sie np. z mozliwoscig wydruko-
wania dowodu na papierze dostepnym na kuli ziemskiej. Stwierdze-
nie, ze najkrotszy dowdd pewnego twierdzenia oo w pewnej teorii T
ma dlugos$¢ 10°°°°°°, nie znaczy, iz taki dowdd zostal faktycznie
przez kogos sformulowany, a jedynie, ze — traktowany jako pewien
obiekt matematyczny — stosowny ciag formul ma taka wlasnie dtu-
go$¢ (cho¢ nie da sie go reprezentowaé w materialnej postaci)®’.

W wypadku ciggu formul zwiazanym z komputerowym dowo-
dem 4CT zachodza dwie mozliwosci: albo ten cigg jest poprawnym
dowodem, albo nie. Z punktu widzenia teorii dowodu mozemy wiec
udzieli¢ jasnej (cho¢ jedynie warunkowej) odpowiedzi na pytanie
o status dowodu komputerowego: je§li dowdd komputerowy jest
formalnie poprawny, to jest to dowod klasyczny. Nie pojawiajg sie
w nim zadne nowe reguly wnioskowania czy zasady argumentacji,
ktére wykraczatyby poza klasyczne pojecie dowodus®. Jesli zas ow

56 Wygodnie tu mysle¢ o maszynie Turinga jako o formalnym modelu obliczen

komputerowych. Aktualny stan takiej maszyny mozna opisa¢ za pomocg for-
muly, ktora zawiera informacje o niej (tzn. o alfabecie i zestawie instrukeji) oraz
o: (1) aktualnym stanie wewnetrznym maszyny; (2) stanie taémy; (3) polozeniu
glowicy.

Niekiedy mozemy oszacowaé dtugo$¢ dowodu w pewnej teorii formalnej, cho¢
nie poznamy samego dowodu. O takich sytuacjach byta mowa przy okazji
analizy przykladu Boolosa.

Teller zwraca uwage na fakt, ze mozliwo$¢ przejrzenia i sprawdzenia (surveyabi-
lity) nie jest czyms, co czyni dowdd dowodem, ale czyms, dzieki czemu my
siedowiadujemy,ze dowdd faktycznie nim jest (Teller 1980: 798). Problem

57

58
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ciag formut nie jest formalnie poprawny, to po prostu nie jest dowo-
dem i problem znika.

Jednak taka warunkowa odpowiedz nie rozstrzyga problemu,
czy jest racjonalnie uwierzy¢ w to, ze faktycznie kazda mapa
daje si¢ pokolorowac czterema barwami*®. Nas interesuje bowiem py-
tanie, czy — z punktu widzenia praktyki matematycznej - jest r o z-
sgdnie uznag, ze 4CT zostalo udowodnione. Chodzi wiec o przy-
jete standardy matematycznej argumentacji, a w szczegolnosci o:

1. Relacje miedzy realnymi dowodami w matematyce a Dowoda-
mi Idealnymi w kontekscie dowodéw komputerowych (z uwzgled-
nieniem problemu ich wyjasniajacej roli).

2. Obecnos¢ czynnika empirycznego w matematyce i jego wplyw
na status uzyskiwanej wiedzy.

W prowadzonych rozwazaniach bede czesto odwolywat sie do
przyktadu dowodu 4CT, gdyz jest on dobrze znany. Jednak nie ko-
rzystam w zaden sposdb ze specyfiki tego dowodu (np. faktu, ze do-
tyczy teorii grafow), a wiec uzyskane wnioski beda mialy charakter
ogolny.

6.1. Dowdd realny versus idealny. Wyjasnianie w matematyce

Nie ulega watpliwosci, ze komputerowy dowdd 4CT (czy Scisle:
komputerowy fragment dowodu 4CT) ma charakter formalnej de-
rywacji. Pojawia si¢ pytanie, czy tego typu czysto formalna weryfi-
kacja faktéw zastuguje na miano pelnoprawnego dowodu. Problem
taki stawia np. Rota (1997). W swoich rozwazaniach odwotuje si¢ do
faktu, ze dla matematyka w jego codziennej pracy jest istotne nie tyle
podanie stosownego ciaggu formul, ale raczej zrozumienie calej sieci
zaleznosci, a w szczegdlnosci zrozumienie przyczyn, dla ktorych za-

wiec nie polega na tym, ze pojawil sic nowy typ dowodu formalne-
g o, ale raczej ze pojawil sie nowytyp argumentacji na rzecz ist-
nienia takiego dowodu. I ten nowy typ argumentacji nie polega na tym, ze
w teorii S udowodnilismy istnienie dowodu dla o w teorii T (przykltad Boolosa,
twierdzenia Kruskala etc.). Tutaj argument ma charakter pozamatematyczny.

> Nalezy wspomniec, ze jest juz znany dowdd logicznej poprawnosci algorytmu,
przeprowadzony przez system Coq (por. Gonthier 2004). Jednak angazuje on
takze komputer, nie usuwa wigc zasadniczych watpliwosci.
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chodzi dany fakt. Nie jest wiec zadowalajace jedynie czysto formalne
wykazanie prawdziwosci danej hipotezy matematycznej. Rota (od-
noszac sie do komputerowego dowodu 4CT) twierdzi w szczegdlno-
$ci, ze matematycy wcigz poszukujg ukrytych przyczyn, dla ktérych
twierdzenie to jest prawdziwe, i argumentu, ktéry wyeliminuje ko-
nieczno$¢ wykorzystania dowodu komputerowego (powoluje sie tu
na opinie jednego z ekspertow w tej dziedzinie, ktéry twierdzi wrecz,
ze hipoteza czterech barw nie zostala rozstrzygnieta: Rota 1997:
186). Rota pisze wprost: ,weryfikacja stanowi dowdd, ale weryfika-
cja nie musi podawac racji (reason) [na rzecz prawdziwosci twier-
dzenia]” (Rota 1997: 186-187). U podloza tej koncepciji lezy prze-
konanie, ze poznawcza funkcja dowodu matematycznego wykracza
poza dostarczenie formalnej derywaciji, zas wizja dowodu jako ciagu
formalnych przeksztalcen traci z pola widzenia wazne aspekty pro-
cesu uzasadniania w matematyce.

Dowody komputerowe zachecajg do postawienia z calg ostroscia
pytania o eksplanacyjng funkcje dowodéw matematycznych i o ro-
zumienie w matematyce. Problem wyjasniania jest szeroko dyskuto-
wany w odniesieniu do nauk empirycznych, natomiast w przypadku
matematyki literatura jest bez poréwnania ubozsza. Juz samo jego
sformutowanie moze na pierwszy rzut oka budzi¢ pewien opoér: py-
tanie o to, dlaczego kamien leci po takiej, a nie innej krzywe;j
brzmi rozsadnie (wyjasniamy to np. w oparciu o prawa ruchu), na-
tomiast pytanie o to, dlaczego jest prawdziwe np. twierdzenie
Stokesa, moze sie¢ wydawac zle postawione (lub trywialne). Narzu-
ca sie naturalna odpowiedz: twierdzenie jest prawdziwe, bo mozemy
poda¢ jego dowod. Bytaby to jednak odpowiedz utrzymana w duchu
radykalnego formalizmu, i trudno bytoby ja uznac za filozoficznie za-
dowalajaca. Jednak matematyk w swojej praktyce mysli przeciez nad
takimi zagadnieniami jak: dlaczego tak naprawde to twier-
dzenie da si¢ tak udowodnic?, jaki tak naprawde fakt wyraza
to twierdzenie? etc. Matematycy postuguja si¢ w analizach ,,okolo-
dowodowych” sformutowaniami typu: ,tak naprawde to row-
nanie nie ma rozwigzania dlatego, ze jaka$ przestrzen funkcyjna ma
taka, a nie inng wlasno$¢” albo ,tak naprawde ten dowod wy-
raza pewien glebszy fakt” etc. Trudno przeciez zanegowal fakt, iz
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zdaniem matematykow teoria Galoiswyjad$nita szereg wynikow
zwigzanych z rozwigzywaniem rownan. Jest to szczegdlny przypadek
ogolnego faktu: czesto pewne twierdzenia wyjaéniaja, dlaczego
np. niektdre pojecia uznajemy za wazne albo jakie sa fundamentalne
idee lezace u podloza danej teorii®.

Takiemu postawieniu sprawy mozna zarzucac tworzenie hipo-
staz: czyz zadaniem matematyka nie jest dowodzenie twierdzen, a nie
wzbudzanie w innych matematykach poczucia glebi czy doniosto-
$ci wynikéw - nie méwigc juz o postulacie poszukiwania jakichs$ ta-
jemniczych przyczyn (ktore to poszukiwania maja by¢ czyms wiecej
niz tylko ustalaniem zalezno$ci logicznych miedzy zdaniami)? Moz-
na przeciez powiedzie¢, ze jedli twierdzenie zostato udowodnione, to
wlasnie ten - i tylko ten! - fakt stanowi fragment wiedzy, zas to, jaki
jest dowod (dlugi czy krétki, obliczeniowy, trickowy, sitowy, gleboki,
tadny, inspirujacy, zaskakujacy etc.) nie ma znaczenia z punktu wi-
dzenia procesu wzbogacania wiedzy (podobnie jak nie ma znacze-
nia, czy dowdd zostal napisany oléwkiem czy dlugopisem, tadnym
czy brzydkim charakterem pisma, czy referent méwil dzwiecznym
glosem czy nie etc.). Jednak taki zarzut nie bierze pod uwage prakty-
ki matematycznej: rola dowodu jest tu z pewnosciag wigksza niz tyl-
ko jako $rodka do uzasadniania kolejnych zdan. Pojecie wyjasniania
w matematyce ma niewatpliwie trudno uchwytng nature, podob-
nie jak np. pojecie doniostosci czy glebi twierdzenia: matematycy sie
nimi postuguja, ale trudno byloby podac ich precyzyjne charaktery-
zacje. Niezaleznie jednak od tego trudno odmoéwi¢ mu sensownosci
i znaczenia dla analiz filozoficznych - w szczegolnosci tych dotycza-
cych statusu poznawczego dowodéw komputerowych.

Aby wyrazniej postawi¢ problem, rozwazmy eksperyment my-
slowy, w ktérym komputery dziataja np. 2'°*° razy szybciej niz obecnie.
Jesli zlecimy takiemu komputerowi dowodzenie kolejnych twierdzen
ZFC (w jezyku ZFC), bedzie generowal tezy z ogromng predko-
$cig. Czy przyrost naszej wiedzy jest proporcjonalny do wysoko-

% Podobne mechanizmy moga wystepowa¢ takze przy analizie problemu wiary-
godnosci (nowych) aksjomatéw. Mozna twierdzi¢, ze wyjasniaja one w pew-
nym sensie znaczacy fragment teorii (tak chce np. Woodin, o ktérego badaniach
wspomnialem w rozdziale drugim).
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$ci stosu zadrukowywanych owymi twierdzeniami kartek? Z pew-
noscig nie. Pierwsza trudno$¢, jaka tutaj sie pojawi, to odroznienie
wynikow istotnych od nieistotnych®. W czasie tej procedury selek-
cyjnej musielibysmy odwota¢ si¢ do kryteriéw pozaformalnych, do
naszych przekonan dotyczacych tego, ze dane twierdzenie jest cie-
kawe, glebokie, doniosle, zaskakujace etc. Gdyby$my za$ faktycz-
nie zidentyfikowali wazne twierdzenie udowodnione przez kompu-
ter, to natychmiast podjelibysmy prébe zrozumienia tego, jakie idee
tkwig u podloza danego dowodu. Trudno sobie wyobrazi¢, aby ma-
tematycy, stwierdziwszy, ze komputer informuje nas o tym, iz wla-
$nie udowodnil twierdzenie Riemanna (oczywiscie sformulowane
w jezyku ZFC), ograniczyli si¢ do pokiwania gtowami w zadowo-
leniu, ze wreszcie 6w problem zostal rozwigzany. Nie zadowolili-
by sie rowniez konstatacja, ze prawdziwg przyczyne, dla ktorej hi-
poteza Riemanna jest prawdziwa, stanowi to, ze istnieje ciag formut
ZFC dlugosci np. 2'*4+32443, bedacy formalnym jej dowodem. Po-
wiedzieliby raczej, iz sam fakt istnienia takiego ciggu formul nie wy-
jasnia, dlaczego to jest prawda i nadal zadawaliby pytania np. o to,
jakie idee (topologiczne?, geometryczne?, algebraiczne?) lezg u pod-
toza owego faktu, dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe, czy

6 Nalezy pamietaé, ze ogromna wiekszos¢ tak wygenerowanych twierdzen byla-
by malo ciekawa, na przyktad: ,Jesli zbiér A ma moc 5 elementdw, zas zbiér B
ma moc 2 elementéw, to istnieje doktadnie tyle funkcji charakterystycznych
okreslonych na iloczynie kartezjanskim A x B, ile jest podzbioréw zbio-
ru bedacego sumg 3 rozlgcznych zbioréw C, D, E takich, ze C ma 2 elementy,
D ma 3 elementy, za$ E ma 5 elementoéw”. Twierdzenie to jest oczywiscie praw-
dziwe i zarazem absolutnie trywialne i nieciekawe (Czytelnik zechce rozwing¢
to twierdzenie do réwnie nieciekawego, za to zajmujacego np. 5 stron). Takie
przyklady mozna mnozy¢. Nasz komputer zasypatyby nas tego typu twierdze-
niami, bo trudno oczekiwa¢ od niego, aby sam podejmowat decyzje dotyczace
tego, jakie twierdzenia uznamy za ciekawe i donioste. Jesli bedziemy mieli pe-
cha, to nasz komputer zacznie zadrukowywanie owych kartek od niezliczonych
wariantéw tego wlasnie twierdzenia dla réznych mozliwych mocy zbioréw A,
B, C, D, E. Biorac pod uwage to, ze tego typu twierdzen jest nieskonczenie wie-
le, moze si¢ okaza¢, iz bardzo dtugo przyjdzie nam czekaé na kartke z pierw-
szym nietrywialnym wynikiem.
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jest wyrazem jakich$ glebszych zaleznosci, czy tez moze ma charak-
ter podobny do twierdzenia Fermata etc.®

Mozna powiedzie¢ wrecz, ze wynik podany przez éw ultraszyb-
ki komputer nie miatby dla nas Zadnej mocy wyjasniajacej. Sytuacja
przypominataby tu casus owego genialnego matematyka Szymona
(Tymoczko 1979), ktéry méwi nam o prawdziwosci pewnego twier-
dzenia, nie informujac jednoczesnie, jak do tego doszedl. Z punk-
tu widzenia praktycznego informacja od ,komputerowej wrozki’,
ze wlasnie udowodnita twierdzenie a, a dowdd zajat jej 2 kro-
kéw ma takie samo znaczenie poznawcze, jak informacja od Szymo-
na®. Aby mialo to dla nas warto$¢ epistemologiczng, musieliby$my
zrozumie¢ idee tworzonych przez nig dowodoéw. I gdybysmy nawet
(dzielac prace pomiedzy tysigce matematykow) przesledzili linijka
po linijce wydruk dowodu (czyli ciggu formalnych przeksztalcen)
i zaakceptowali kazdg linijke z osobna, to zysk poznawczy z takie-
go przedsiewziecia bylby niewielki. Dowiedzielibysmy sig, ze dowod
jest formalnie poprawny, nie wiedzgc wcale, 0 co w nim chodzi®.
Nasze analizy miatyby dla nas warto$¢ poznawczg dopiero wtedy,
gdyby$my mogli zidentyfikowa¢ gtéwne kroki dowodu, gléwne idee,
techniki etc. Postugujac si¢ terminologiag Basslera (2006), w takim
przypadku z cala pewnoscia nie bylby spelniony kartezjanski wy-
mog globalnej ogarnialnosci dowodu®. Kategoria ta (pod taka czy

% Nawigzujac do przyktadu Boolosa, mozna powiedzie¢, ze czysto formalny do-

wod twierdzenia w rachunku pierwszego rzedu nie daje nam rozumienia, na-
tomiast (krétki) dowdd w logice drugiego rzedu takie rozumienie juz daje.
Identyczna sytuacja pojawia si¢ w przypadku wspomnianej wowczas wersji
twierdzenia Kruskala: znajomo$é¢ formalnego dowodu dlugos$ci 2-* w PA nic by
nam nie dala z poznawczego punktu widzenia, natomiast znajomos$¢ krétkiego
dowodu w ZFC wyjaénia 6w fakt.

Oczywiscie ten wynik moze mie¢ znaczenie praktyczne, jednak bedziemy sto-
sowaé go wowczas na zasadzie swoistej heurystyki (tak jak uczniowie w szkole
stosuja rozne wzory, nie rozumiejac ich zrédta).

Sadze wrecz, ze gdyby zaprezentowano sformalizowang wersje znanego nam
dowodu, mineloby duzo czasu, zanim bysmy sie zorientowali, Ze ten dowdd juz
znamy.

Przypomnijmy, ze Bassler analizuje problem, czy dowody matematyczne
daja si¢ ogarna¢, i wyréznia ogarnialno$¢ lokalng (oczywisto$¢ poszczegolnych
krokéw) i globalng (oczywistos¢ rozumowania jako calosci, ktore intuicyjnie
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inng nazwg) postugujemy sie w refleksji nad matematyka - mowi-
my o uchwyceniu gléwnej idei, o zrozumieniu mysli przewodniej,
o intuicyjnym ujeciu calo$ci. Zarazem jest ona trudno uchwytna. Te
same uwagi odnosza si¢ mutatis mutandis do dowoddéw przeprowa-
dzonych przez nasze komputery, ktore dzialaja wprawdzie 2'°° razy
wolniej od owych hipotetycznych , komputerowych wroézek’, ale na-
dal generowane przez nie dowody sa dla nas niedostepne.
Wszystkie te rozwazania krazag wokot problemu dotyczacego
tego, co stanowi istote wie dzy matematycznej, a w szczegdlnosci
pytania, czy jej istota sg twierdzenia, czy dowody. Oczywiscie sg one
ze sobg §cisle zwiazane: nie ma twierdzen bez dowoddw, za$ kazdy
dowdd jest dowodem pewnego twierdzenia®. Mozemy wiec jedy-
nie méwi¢ o rdznych aspektach tego samego zjawiska. Jednak pro-
blem jest jasny: chodzi o probe wskazania istoty matematyzowania
(uprawiania matematyki). O przeciwstawieniu dwoch stylow mysle-
nia o matematyce (jako dziedziny dotyczacej faktow — niezaleznie od
metod ich poznania - oraz dziedziny dotyczacej metod uzasadniania
tych faktow) pisza explicite np. Rota czy Rav (Rota 1997, Rav 1999).
Z punktu widzenia pogladu akcentujacego role dowoddéw twierdze-
nia s3 — w pewnym sensie — jedynie swoistymi znacznikami (step-
ping stones), oddzielajacymi jeden dowod od drugiego. Rota rozwa-
za przyklad twierdzenia Fermata, ktore jako fakt teorioliczbowy nie
jest specjalnie ciekawe; staje si¢ natomiast ciekawe dzieki swojemu
dowodowi, w ktérym splataja si¢ metody teorii liczb i geometrii al-
gebraicznej. Gdyby nie to, ze akurat wlasnie owo réwnanie diofan-
tyczne nie daje si¢ rozwigza¢ standardowymi metodami, nie wzbu-
dziloby ono niczyjego zainteresowania, gdyz ,w teorii liczb, wartos¢
twierdzenia zalezy od trudnosci dowodu” (Rota 1997: 188). Autor
proponuje nastepujacy eksperyment myslowy: wyobrazmy sobie, ze

ujmujemy). Zob. Bassler 2006. O takiej globalnej ogarnialnoéci rozumowan
(w szczegolnosci dowodéw matematycznych) mowit Kartezjusz (por. analizy
w rozdziale pierwszym).

Pytanie to mozna - co prawda bardzo niedoskonale, ale ukazujac istote proble-
mu - przedstawi¢ w sposob nastepujacy: czy wigcej o matematyce wie ktos, kto
nauczyl sie trzech stron twierdzen, czy ktos, kto zna trzy twierdzenia z dowoda-
mi (z ktérych kazdy zajmuje jedna stroneg)?
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twierdzenia teorii liczb stajg si¢ nagle tak tatwe do udowodnienia jak
np. elementarne twierdzenia geometrii euklidesowej. Gdyby tak fak-
tycznie sie stato, nikt nie uznawalby teorii liczb za interesujaca dys-
cypling naukowa®. Tym samym - twierdzi badacz - mozna przyja¢,
ze teoria liczb to dziedzina matematyki, w ktorej sa waznemetody
dochodzenia do wiedzy o faktach, a nie same fakty (Rota 1997: 188)%.

Za blizszy praktyki matematycznej, a zarazem filozoficznie cie-
kawszy, uwazam drugi punkt widzenia, w ktorym akcentuje si¢ role
i znaczenie dowodéw, w szczegdlnosci ich eksplanacyjnej roli. Prze-
wodnikami po rozwazaniach bedg prace: Steiner 1978, Resnik, Kush-
ner 1987, Mancosu 2001 (nie nalezy tez zapomina¢ o waznych ana-
lizach Lakatosa). Steiner (1978) jawnie wprowadza pojecie dowodu
wyjasniajacego (explanatory proof). Wychodzi on od pojecia episte-
micznej realnosci obiektéw matematycznych: méwimy o niej wow-
czas, kiedy dany obiekt matematyczny marézne opisy. Wpro-
wadzenie takiego pojecia ma nastepujaca motywacje: pytamy o to,
czy mamy dostep poznawczy do owego obiektunie tylko przez

% Nie nalezy jednak absolutyzowa¢ tego punktu widzenia: w niektérych gale-

ziach matematyki moze nas bardziej interesowac fakt (np. fakt geometryczny)
niz sposob jego udowodnienia. Niemniej jednak generalnie zgadzam sie z uwa-
gami Roty dotyczacymi roli dowodow.

Za ciekawy z punktu widzenia tego rozréznienia uwazam przypadek tzw. zmo-
dyfikowanego twierdzenia Ramseya. Zostalo one podane w pracy Paris, Har-
rington 1977, w ktérej udowodniono réwniez jego niezaleznos¢ od PA. Oto jego
sformutowanie:

Niech dla danego zbioru liczb naturalnych X, [X]* oznacza zbidr jego
k-elementowych podzbioréw, card(X) - ilos¢ jego elementdw, za§ min(X) — naj-
mniejszg liczbe naturalng w zbiorze X. Wowczas: dla wszystkich k,L,m istnieje n
tak duze, ze jesli X={1,2...n} oraz [X]kzclu...uC,, to istnieje zbiér YCX, taki ze:
(1) card(Y)=m; (2) card(Y)=min(Y); (3) [Y]*cC, dla pewnego i<L.

Wersja tego twierdzenia, w ktérym pominieto warunek (2), jest dowodli-
wa w PA. Zauwazmy teraz, Ze to, co czyni ciekawym wersje z warunkiem (2) w sto-
sunku do wersji bez tego warunku, jest nie tyle 5w warunek techniczny, ale fakt,
iz pojawienie si¢ tego warunku czyni owo twierdzenie niedowodliwym w PA.
Moéwiac metaforycznie, Ow warunek nabiera blasku dopiero w kontekscie me-
tateoretycznych wynikéw dotyczacych sily zatozen niezbednych do udowod-
nienia owych dwéch wersji. Gdyby obie wersje byty dowodliwe w PA, dolacze-
nie (czy pominigcie) warunku (2) — nawet gdyby komplikowato to dowéd - nie
wzbudziloby niczyjego zainteresowania.
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postulujaca 6w przedmiot teorie, ale w sposdb od niej niezalezny.
Inaczej mowigc, nie jest on wymyslony na potrzeby pewnej teorii,
ale niejako czeka na nasza deskrypcje — nic wiec dziwnego, ze moze-
my go opisywac z roznych punktéow widzenia®. Przykladem jest tu
liczba m: ma bowiem ona zaréwno opis geometryczny, jak i niezalez-
ny opis analityczny. Steiner postuguje si¢ pojeciem wlasnosci cha-
rakteryzujacej jako wyrézniajacej dany obiekt lub strukture w danej
klasie obiektéw lub struktur (Steiner 1978: 143). To z kolei umozli-
wia mu wprowadzenie pojecia dowodu wyjasniajacego. Mozna je zi-
lustrowa¢ nastepujacym przykladem: dane sa dwa rézne opisy pew-
nej klasy obiektow matematycznych (np. definicje dwoch wlasnoséci)
i pytamy o to, czy owe klasy obiektéw sg identyczne (scil.: czy owe
wlasnosci sg koekstensjonalne). Zdaniem Steinera dowdd wyjasnia-
jacy ukazuje koekstensjonalnos$¢ przez wskazanie zwigzku miedzy
wlasnosciami charakteryzujacymi owe klasy. Natomiast dowdd nie-
wyjasniajacy (nonexplanatory) nie wykaze istnienia takiego zwigzku
i tym samym owa koekstensjonalno$¢ bedzie jawi¢ sie nam jako fakt
niezrozumialy”.

Do analiz Steinera nawigzuja Resnik i Kushner (1987). Podkre-
$laja oni role wyjasniania w matematyce, twierdzac, iz ,,matematycy
zadaja wyjasnien czysto matematycznych problemoéw i takowe ofe-
rujg; niektére dowody sg bardzo pouczajace, podczas gdy inne sg ra-

% Przypomnijmy tu polemike Hilbert-Frege dotyczaca definiowania poje¢ geo-
metrycznych (por. rozdziat pierwszy). Zdaniem Hilberta definicja przez postu-
laty powoluje niejako do istnienia dane pojecie i nie jest konieczne, aby miaty
one juz uprzednio zadany sens. Podlug Fregego takie definicje ujmuja pojecia,
ktérych sens winien by¢ dany juz uprzednio.

7° Niedoskonata analogia dotyczy tradycyjnego przykladu nerkowcow i sercow-
cow (na potrzeby przyktadu zakladam, ze owe pojecia sg faktycznie koeksten-
sjonalne). Jesli wykaze sie, iz posiadanie nerki i serca jest zwigzane na funda-
mentalnym poziomie biologii organizméw zywych, stanowiloby to swoisty
dowdd wyjasniajacy (rozumielibysmy na poziomie fundamentalnych praw bio-
logicznych, dlaczego tak sie dzieje). Nie ulega watpliwosci, ze wiele dowodow
matematycznych pokazuje owe glebokie przyczyny koekstensjonalnosci po-
je¢ i wlasnie takie dowody sa wysoko cenione. Zarazem wida¢, ze klarowne
okreslenie pojecia ,,glebokiej przyczyny” jest bardzo trudne — prawdopodob-
nie mozna tu jedynie odwotywa¢ sie do pewnych wspélnych dla matematykéw
intuicji.
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czej nieprzejrzyste” (Resnik, Kushner 1987: 142)7'. Zarazem jednak
dostrzegaja duze trudnosci z klarownym postawieniem problemu
wyjasniania w matematyce: o ile bowiem w naukach empirycznych
jest to jedna z kluczowych kwestii, o tyle sami matematycy rzadko
sadza, ze wlasciwym przedmiotem ich badan jest wlasnie wyjasnia-
nie. Zdaniem owych autoréw poglady dotyczace wyjasniania w na-
ukach empirycznych nie majg zastosowania do eksplanacji w mate-
matyce. Resnik i Kushner formuluja w tym kontekscie nastepujace
uwagi (Resnik, Kushner 1987: 151-152):

1. W jednym ze znaczen tego pojecia wyjasnienie ma polegac
na systematyzacji. W tym sensie w matematyce mamy do czynienia
z wyjasnieniem: sa bowiem tworzone teorie, ktore organizuja i syste-
matyzuja rozproszone wyniki’.

2. Pytania typu ,,dlaczego” sa zasadne w odniesieniu do obiektow
matematycznych, za$ wiele odpowiedzi przypomina odpowiedzi na
podobne pytania w naukach empirycznych. Nie musza one by¢ przy
tym zawsze udzielane za posrednictwem dowodoéw. Na przyklad de-
finicja dodawania w terminach sum zbioréw stanowi - zdaniem au-
torow — dobre wyjasnienie przemiennosci i facznosci dodawania’.
Z kolei analiza dowodu twierdzenia o wartosci sredniej pokazuje, ze
jest w nim istotne zalozenie o spdjnosci, a spdjnymi podzbiorami R
sa jedynie przedzialy (takze niewlasciwe). To wyjasnia (via kontr-

7' Na przyklad autorzy komentuja dowdd twierdzenia o wartoéci $redniej dla
funkeji rzeczywistych, twierdzac, iz trudno wyobrazi¢ sobie, ze kto$ zrozumiat
ten dowod, a zarazem nadal nie wie, dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe
(Resnik, Kushner 1987: 149).

72 Mozna tu doda¢, ze tego typu dziatalno$cig wyjasniajaca jest poszukiwanie ak-
sjomatycznej wersji teorii. Na przyklad aksjomatyzacja rachunku prawdopodo-
bienstwa nastgpita dopiero kilkaset lat po tym, jak pojecie prawdopodobien-
stwa zaczelto by¢ przedmiotem matematycznych analiz i kiedy istniato juz duzo
wynikow z tej dziedziny. Inny przyklad to aksjomatyzacja arytmetyki. W tego
typu sytuacjach poszukujemy podstawowych zasad, prawd, ktore leza u podto-
za znanych juz teorii.

Podobne analizy dotyczace wyja$nienia natury operacji arytmetycznych w ter-

minach m.in. teoriomnogosciowych zawiera praca Steinera (2005).
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przykiady), dlaczego twierdzenie to nie zachodzi dla innych pod-
zbioréw R, jednak nie jest to eksplanacja przez dowod.

3. Wyjasnienia w matematyce czgsto polegaja na wskazaniu ca-
tej grupy wynikow (wraz z nieformalnymi komentarzami), a nie po-
jedynczych twierdzen. Jako przyklad autorzy podaja problem ka-
tegorycznosci arytmetyki drugiego rzedu (i braku kategorycznosci
arytmetyki pierwszego rzedu). Fakt ten wyjasniamy w ten sposéb,
ze w logice drugiego rzedu mozemy sformulowaé aksjomat induk-
cji dla wszystkich zbioréw liczb naturalnych, podczas gdy w pierw-
szym rzedzie jedynie schemat indukgji (dla formut pierwszego rze-
du jezyka arytmetyki). To stanowi dobre wyjasnienie tego zjawiska,
jednak nie jest to wyjasnienie przez odwolanie si¢ do jakiegos poje-
dynczego dowodu.

W swoistym podsumowaniu tych rozwazan autorzy piszg, iz
podstawowa intuicja, ktéra przemawia za idea dowodu wyjasnia-
jacego, jest nastepujaca: oto wszystkie dowody przekonujg nas, ze
udowodnione twierdzenie jest prawdziwe, lecz niektdre pozostawia-
ja w nas zdziwienie, dlaczego tak jest’>. Ta intuicja wynika z istnienia
szeregu dowodow, ktdre — jako dowody - sa w pelni poprawne, ale
zarazem dostarczajg tak malo informacji na temat struktury same-
go problemu, ze wiele sposrdd pytan typu ,dlaczego” pozostaje bez
odpowiedzi. To jednak nie prowadzi do istnienia obiektywne-
go rozrdznienia na dowody wyjasniajace i niewyjasniajace. Mamy

74 Resnik i Kushner odnosza si¢ tu do problemu doskonale znanego matematy-
kom: w jaki sposéb dane zatozenie ingeruje w dowdd, kiedy jest ono kluczo-
we, dlaczego nie mozna si¢ bez niego obejs¢. Prostym przykiadem takich ana-
liz sg szkolne zadania typu: udowodnij, ze z zatozen (1), (2), (3) wynika zdanie
a, a nastepnie pokaz modele dla sytuacji, w ktérych nie zachodzi ktéres z zato-
zeni (1), (2), (3) i nie zachodzi a.. Czesto ustalenie i zrozumienie tych zaleznoéci
prowadzi do nietrywialnych wynikéw: ogélniejszych wersji twierdzenia, do do-
wodu przy stabszych zatozeniach etc.

75 ,Matematycy nie odkrywaja dowodéw poprzez dedukowanie na $lepo wnio-
skow ze znanych wezesniej wynikow, raczej najpierw staraja si¢ poznac struk-
ture matematyczng, w ten sposob sg w stanie zobaczy¢, cojestw niej praw-
dziwe, ijak te podstawowe prawdy wynikaja z jej podstawowych wilasnosci”
(Resnik, Kushner 1987: 153-154).
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tu do czynienia z pewng kategoria psychologiczng (czy kognitywna),
dla ktdrej trudno podaé klarowng charakterystyke.

Problem wyjasniania w matematyce podejmuje Mancosu, pod-
kreslajac roznice miedzy dowodami, ktére — w ocenie matematy-
kéw - wyjasniajg, a dowodami, ktére jedynie przekonuja, cho¢ nie
wyjasniaja (Mancosu 2001: 98)”°. Badacz prowadzi swoje rozwazania
W oparciu m.in. o rozwazania na temat prac Pringsheima dotyczacych
analizy zespolonej, w szczegolnosci tego, jakie pojecia i fakty winny
stanowi¢ punkt wyjécia tej teorii (Pringsheim 1925). Przypomnijmy,
ze trzy gléwnie ujecia tego problemu, a mianowicie: (1) Cauchyego
(przez pojecie rozniczkowalnosci w sensie zespolonym); (2) Rieman-
na (przez rownania Cauchyego-Riemanna); (3) Weierstrassa (przez
rozwiniecia w szeregi potegowe), prowadza do tej samej klasy funk-
¢ji. Mamy w tym wypadku do czynienia z naturalnym przykfadem
kilku poje¢, ktdre — prima facie rézne — okazujg si¢ koekstensjonal-
ne”. Pringsheim proponuje jeszcze inne podejscie, w ktérym jako
podstawowe traktuje si¢ pojecie $redniej wartosci funkeji. Dzigki
temu, ,podstawowe fakty, ktore w teorii Cauchyego pojawiaja si¢
jako sensacyjne wyniki dziatania tajemniczego mechanizmu pro-
wadzacego do cudownych zjawisk, w ramach naszej teorii uzysku-
ja naturalne wyjasnienie” (Pringsheim 1925: p. V; cyt. za: Mancosu
2001: 109). Zdaniem Pringsheima jego ujecie pozwala na wyjasnie-
nie wielu wynikdéw teorii funkeji zespolonych, ktére w innym przy-
padku nie znajduja dobrego umotywowania. Dalej pisze, iz jego sta-
nowisko ma ,wazne dodatkowe zalety: [...] struktura i rozwdj teorii
staja si¢ bardziej naturalne [...], stosowanie bardziej elementarnych

76 "W swojej pracy Mancosu stawia 5 zasadniczych pytan dotyczacych wyjasniania

w matematyce: (1) Czy w matematyce s3 wyjasnienia?; (2) Jaka przybieraja for-
me?; (3) Czy problem wyjasniania to nowos¢ w filozofii matematyki?; (4) Jakie
s filozoficzne podejécia do problemu wyjasniania w matematyce?; (5) Jaka jest
zaleznos¢ miedzy wyjasnianiem w matematyce a teoriami wyja$niania w na-
uce? (Mancosu 2001: 98).

77" Inne standardowe przyktady to: pojecie funkcji rekurencyjnej zdefiniowane na
jeden z kilku réwnowaznych sposobéw (przez wprowadzenie odpowiednich
operacji na funkcjach, przez maszyny Turinga etc.); definicja ciagtosci funkeji
rzeczywistej w terminach &-8 lub w terminach zbieznoéci ciaggdw; rézne defini-
cje topologii (np. przez zbiory otwarte versus przez operacje domkniecia).
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metod daje jasniejszy wglad w dziatanie podstawowych wynikow
i to, jaki majg one zwigzek z arytmetyka, co na ogot staje sie zaciem-
nione (obscured) przez odwolanie si¢ do skracajacego dowody me-
chanizmu calkowania funkcji zespolonych” (Pringsheim 1920: 152;
cyt. za: Mancosu 2001: 110). Nie wnikajac w to, czy faktycznie ujecie
Pringsheima posiada wspomniane zalety (nie zostalo bowiem po-
wszechnie zaakceptowane), wazne dla naszej dyskusji sa motywacje
owego podejécia: chodzi o takie sformulowanie opisu zjawisk, aby
wyjasnié mozliwie duzo faktéw. Postugujac sie¢ terminologia La-
katosa, mozna powiedzie¢, ze konstruowana przez Pringsheima teo-
ria ma stanowi¢ explanans dla znanych juz wynikéw dotyczacych
teorii funkcji zespolonych. Mancosu dodaje tutaj, ze charaktery-
styczne dla tego podejécia jest dbanie o jednolitos¢ metodologiczna:
chodzi o to, aby metody nieelementarne nie pojawialy si¢ za wcze-
$nie, gdyz zbyt szybkie wprowadzanie (niejako z zewnatrz) silnych
metod utrudnia zrozumienie istoty problemu’®.

Stanowisko akcentujace znaczenie wyjasniania w matematyce
Mancosu nazywa h-induktywizmem (od hypothetico-inductivist).
Ma tu na mysli poglad, w mysl ktérego przyjmowanie aksjomatow
dla danej dyscypliny matematycznej moze by¢ motywowane nie tyle
ich oczywisto$cia, co raczej skutecznoscia w porzadkowaniu da-
nej dyscypliny (gdyz wnioski z tych aksjomatéw moga by¢ niekiedy
bardziej oczywiste niz same aksjomaty)”. Wérdd zwolennikéw tego

78 Ta uwaga moze wydawa¢ sie nieco niejasna. Chodzi jednak o rzecz stosun-
kowo prostg: np. elementarne fakty geometrii euklidesowej mozemy dowo-
dzi¢ ,szkolnymi” metodami geometrycznymi, ale mozemy tez interpretowac
je przez geometrie analityczng jako twierdzenia dotyczace pewnych rownan al-
gebraicznych i korzysta¢ z silnych wynikéw dotyczacych np. istnienia punktow
statych pewnych abstrakcyjnych przeksztatcen, wiasnosci klas rozwigzan takich
réwnan etc. Z punktu widzenia rozumienia geometrycznej natury pro-
blemu (np. tego, ze dwusieczne tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, co
mozemy udowodni¢ intuicyjnie, wyobrazajac sobie ,,rosnace” okregi wpisane
w katy trojkata), wprowadzanie zaawansowanych metod zaciemnia obraz (cho¢
oczywiscie pozwala na udowodnienie owych elementarnych twierdzen).

Mancosu odwoluje si¢ tu do koncepcji Milla, zdaniem ktérego nauki deduk-
cyjne majg takze charakter nauk indukcyjnych, opierajacych si¢ na danych em-
pirycznych. Rzeczywiscie, Mill jest radykalnym empirystg twierdzacym, iz np.
geometria stanowi nauke empiryczng oparta na idealizacji danych naszego

79
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pogladu Mancosu wymienia Russella® i Godla®, a takze Lakatosa.
Rzeczywiscie, quasi-empiryczne stanowisko tego ostatniego narzu-
ca tutaj pewng perspektywe: otdz poszukiwanie nowych podstawo-
wych zasad jest motywowane m.in. potrzebg zorganizowania i wy-
jasnienia danych ,codziennego matematycznego doswiadczenia”.
Zadaniem teorii sformalizowanej jest wyjasnianie wynikow uzyska-
nych na etapie tworzenia niesformalizowanej matematyki®. Zas fal-

80
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codziennego dos$wiadczenia. ,Kazde twierdzenie geometrii jest prawem doty-
czgcym natury zewnetrznej i mozna by je bylo ustali¢, uogdlniajac na podstawie
obserwacji i eksperymentu, ktére w tym przypadku sprowadzato si¢ do porow-
nania i mierzenia” (Mill 1962: 211). Analize filozofii matematyki Milla zawie-
ra praca Kitchera (1998), por. tez: Shapiro 2000, Skorupski 2005, Wojtowicz
2006.

»Kiedy badamy zasady matematyki [...] mamy tendencje do wiary w przestan-
ki, poniewaz widzimy, ze ich konsekwencje s3 prawdziwe, zamiast wierzy¢ we
wnioski, poniewaz przestanki s prawdziwe. Jednak wyprowadzanie przesta-
nek z wnioskéw jest istotg indukeji, a zatem metodg badan zasad matematy-
ki jest metoda indukcyjna, zasadniczo identyczna z metoda odkrywania ogol-
nych praw w dowolnej nauce” (Russell 1973: 273-274; cyt. za: Mancosu 2001).
»Gdy czysta matematyka jest zorganizowana jako system dedukcyjny [...] sta-
je sie oczywiste, Ze nie wierzymy w prawdy czystej matematyki tylko dlatego,
ze wierzymy w prawdziwo$¢ przestanek. Niektore z przestanek sa mniej oczy-
wiste niz ich konsekwencje i wierzymy w nie gléwnie ze wzgledu na ich kon-
sekwencje. Tak jest zawsze, kiedy nauka jest przedstawiona jako system deduk-
cyjny [...]. Nasze racje dla wierzenia w logike i czysta matematyke sa, po czesci,
indukcyjne” (Russell 1924: 325-326; cyt. za: Mancosu 2001).

Mancosu ma na mysli oczywiécie ,,drugi filar” wiedzy matematycznej, o kto-
rym mowit Godel. Godel - odnoszac sie do koncepcji Russella - pisze, iz ten
»poréwnuje [...] aksjomaty logiki i matematyki z prawami przyrody, a oczywi-
sto$¢ logicznag z percepcja zmystows, tak ze aksjomaty nie musza koniecznie by¢
oczywiste same przez sie, ale ich uzasadnienie bazuje (dokladnie tak, jak w fi-
zyce) na fakcie, iz pozwalajg one wydedukowac te »dane zmystowe«” (Godel
1944: 81). Mozna powiedzie¢, ze w pewnym sensie owe kryteria heurystyczne
w poszukiwaniu aksjomatéw maja charakter eksplanacyjny, jednak tutaj wyja-
$niamy, dlaczego dany aksjomat jest prawdziwy przez wskazanie na jego owoc-
ne konsekwencje. Podobnie mozna patrze¢ na analizowane przez Mancosu uje-
cie Pringsheima: chodzi o takie wprowadzenie podstawowych poje¢, aby znane
fakty wynikaly z nich w sposob naturalny — a wiec to owe fakty stanowia uza-
sadnienie dla wyboru takich, a nie innych poje¢ jako podstawowych.

Lakatos pisze np.: ,wyrafinowane aksjomaty [...] nawet jesli sa prawdziwe, to ich
prawdziwos¢ [...] nie jest taka oczywista [...]; matematyke klasyczng mozna za
ich pomocg wyjasnic - alezpewnoscig nie ugruntowac” (Lakatos 2002: 226).
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syfikatory heurystyczne, o ktdrych pisze Lakatos, to wlasnie zdania
matematyki nieformalnej, ktére majg stuzy¢ jako swoiste testery dla
sformalizowanych wersji teorii. Rzecz jasna, z punktu widzenia kon-
cepcji ucznia Poppera pojecie wyjasnienia jest istotne dla rozumie-
nia matematyki, gdyz: ,,Czynnikiem, ktéry rozstrzyga o przyjeciu tej
czy innej z konkurencyjnych teorii, jest na ogét ich wzgledna sita
eksplanacyjna” (Lakatos 2002: 238).

Cytowani badacze (Steiner, Resnik, Kushner i Mancosu) nie po-
dejmujg wprost problemu dowodéw komputerowych, ale ich uwa-
gi mozna w naturalny sposob odnie$¢ do dyskusji dotyczacej statusu
takich dowoddéw z punktu widzenia problemu wyjasniania. Zagad-
nienie dotyczy tego, gdzie nalezy je ulokowa¢ na skali dowodéw: od
czysto formalnych i jedynie wymuszajacych na nas zgode na wy-
nik, po dowody podajace racje i ujawniajace ukryte przyczyny zja-
wisk. Ocena nie jest oczywista. W pierwszym odruchu mielibysmy
zapewne ochote uzna¢ takie dowody za czysto formalne i niewyja-
$niajace. Z drugiej strony nalezy zauwazy¢, ze przeciez dowod 4CT
nie zostal przeprowadzony w calosci przez komputer. Sktadaja sie
nan wczesniejsze dokonania w dziedzinie matematyki, wraz z nie-
trywialnymi ideami rozwijanymi przez dziesiatki lat (ktére m.in. po-
zwolily na udowodnienie szeregu wynikow czastkowych). Zarazem
jednak znaczacy fragment dowodu jest ,,przeliczony” - bo komputer
po prostu sprawdza mnoéstwo przypadkow szczegélowych. Mozna
powiedzie¢, ze wprawdzie jest to swoisty dowod przez indukeje enu-
meracyjng zupelna (gdzie odpowiedzialny za weryfikacje przypad-
kow szczegdlowych jest komputer), ale to jednak matematycy wska-
zuja owe przypadki do weryfikacji.

Zaklasyfikowanie dowodéw komputerowych do klasy ,,sitowych”
badz wyjasniajacych bedzie zaleze¢ od tego, jak rozumie si¢ pojecie
wyjasniania. Przypuszczam jednak, ze zawsze matematycy beda mieli
uczucie pewnego niedosytu — nawet jesli nie beda formutowali tez
tak radykalnych jak Rota (ktory — przypomnijmy - jest bliski stwier-
dzenia, Ze nie rozumiemy przyczyn, dla ktorych 4CT zachodzi i ze
dowdd komputerowy nie stanowi w gruncie rzeczy rozwigzania pro-
blemu). Istnienie dowodéw komputerowych zobowigzuje nas do bar-
dziej uwaznej analizy pojecia wyjasniania w matematyce i do uzna-



DOWODY KOMPUTEROWE 133

nia owego pojecia za filozoficznie donioste. To uwazam za wniosek
bezsporny (niezaleznie od tego, jak ostatecznie to pojecie zostanie
doprecyzowane).

Dodam na marginesie, Ze nie sadze, aby koncepcja derivation-
-indicator view Azzouniego wnosila co$ istotnego do dyskusji doty-
czacej wyjasniania w matematyce. Z punktu widzenia tej propozycji
u podloza kazdego realnego dowodu lezy pewna derywacja w for-
malnym systemie. Nie ulega watpliwosci, ze przyktadem tego typu
formalnej derywacji jest obliczenie wykonane przez stosowna ma-
szyne Turinga. Czy istnienie dowodéw komputerowych w jakis spo-
sO6b wzmacnia tez¢ Azzouniego? Innymi stowy: czy fakt, ze pewne
dowody daja si¢ ,,skomputeryzowa¢” stanowi argument na rzecz de-
rivation-indicator view? Sadze, ze akurat tutaj analogie s3 powierz-
chowne: fakt, ze dana derywacja zostala przeprowadzona przez
komputer, nie czyni jej bardziej dostepnej poznawczo, niz gdyby nie
miata komputerowej implementacji. Sam fakt, ze taka derywacja ist-
nieje, nie czyni jej poznawczo dostepng. Nalezy przy tym pamietad,
ze teza Azzouniego jest znacznie silniejsza i niekonstruktywna: zada
bowiem jedynie tego, aby w jakims (blizej nieznanym) systemie al-
gorytmicznym taka derywacja istniata. Trudno jednak twierdzi¢, ze
z punktu widzenia matematykow dostatecznym wyjasnieniem na-
tury danego dowodu (mdwigc zargonowo: wyjasnieniem tego jak
i dlaczego ,,chodzi” dany dowdd) jest fakt, ze oto w jakims algoryt-
micznym, blizej nieznanym systemie istnieje formalna derywacja.

7. Uwagi koncowe

Odrebnym problemem, pojawiajacym si¢ w tym kontekscie, jest udziat
czynnika empirycznego w dowodach komputerowych. Nie ulega bo-
wiem watpliwosci, ze w dowodzie komputerowym czynniki takie
biorg udziat w bardzo istotny sposdb: dowodzenie jest tutaj sprzezo-
ne z pewnego typu eksperymentem fizycznym.

Pytanie o wage tego problemu sprowadza sie do rozstrzygniecia
nastepujacych kwestii:
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1. Czy uzycie komputera w dowodach ma istotnie inny charak-
ter niz uzycie kartki i otéwka?

2. A jedli tak, to czy ma to istotne znaczenie dla statusu tak uzy-
skanej wiedzy?

Entuzjasci dowodow komputerowych beda sklonni twierdzi¢,
ze uzycie komputera przypomina uzycie kartki i oféwka (lub liczy-
dla), ktére przeciez tez sg obiektami fizycznymi, podlegajacymi pra-
wom empirycznym. A jednak ich stosowanie nie budzi absolutnie
zadnych watpliwosci - nie dzielimy przeciez twierdzen na twierdze-
nia: (1) udowodnione w pamieci; (2) udowodnione z uzyciem jed-
nej kartki; (3) udowodnione z uzyciem wielu kartek i kilku pisakow
etc. Tym samym wig¢c winni$my zaakceptowaé dowody komputero-
we i uzna¢ je za dowody tego samego typu co tradycyjne.

Pojawia si¢ jednak watpliwos¢, czy rdznica migedzy komputerem
a liczydlem jest jedynie rdznicg stopnia. W naszym opisie dziatania
liczydfa (Iub zachowania kartki) nie biorg udziatu zadne skompli-
kowane teorie fizyczne. Opieramy si¢ tu jedynie na codziennej ob-
serwacji i zdrowym rozsadku. Natomiast w przypadku komputera
mamy do czynienia ze zlozong wiedzg fizyczng i inzynierska. Wiara
w nowe twierdzenie jest nieodlgcznie sprzezona z wiarg w teorie fi-
zyczne, ktore z kolei majg jedynie uzasadnienie indukcyjne. Uzyska-
na w ten sposob wiedza ma jakosciowo inny charakter niz wiedza
zdroworozsgdkowa.

Czy uzycie komputera wprowadza novum do matematyki? Czy
mozna tu méwi¢ o empirycznej sktadowej, ktorej charakter jest
czyms istotnie nowym w stosunku do uzycia liczydet lub postugiwa-
nia si¢ notatkami w trakcie dowodzenia? Przeciez przy uzyciu liczy-
dfa czy robieniu notatek niewatpliwie opieramy sie¢ na zalozeniach
o charakterze empirycznym, dotyczacych np. tego, ze liczydio nie
zmienia si¢ w trakcie obliczen albo symbole na kartce nie zmienia-
ja sie samoistnie.

Dalsze rozwazania na temat aspektow empirycznych w dowodze-
niu komputerowym prowadze w kolejnych rozdzialach. Sg one poswie-
cone teorii obliczen kwantowych oraz problematyce hiperobliczen. Filo-
zoficzne zagadnienia dotyczace empirycznych sktadowych matematyki
moga by¢ tam sformutowane w bardziej wyrazny sposéb.
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Teoria obliczen kwantowych

W poprzednim rozdziale byt rozwazany problem dowodéw kompu-
terowych i zwigzanych z nimi trudno$ci filozoficznych. Podsumo-
wujgc wyniki prowadzonych tam obserwacji, nalezy stwierdzi¢, ze
analizy wymagaja dwa podstawowe typy zagadnien:

1. Problem obecnosci czynnika empirycznego w dowodach ma-
tematycznych.

2. Problem ,,zysku poznawczego” wynikajacego z zastosowania
dowodoéw komputerowych (w szczegolnosdci problem eksplanacyj-
nej mocy takich dowodow).

Obie te kwestie nabierajg jeszcze wigkszej wagi w przypadku
modelu obliczen, w ktérym wykorzystuje sie specyfike §wiata kwan-
towego - czyli modelu obliczen kwantowych. Jest to na razie model
teoretyczny: nie zostaly bowiem do tej pory skonstruowane uzytecz-
ne komputery kwantowe, gdyz wigze si¢ to z koniecznoscia poko-
nania ogromnych przeszkod technicznych. Nalezy jednak podkre-
8li¢, ze w tej kwestii odnotowano pierwsze (umiarkowane) sukcesy:
skonstruowano komputer zawierajacy kilka tzw. kubitéw (czyli ele-
mentarnych w tym modelu obliczen bramek). Chociaz nie jest jasne,
czy kiedykolwiek komputer kwantowy faktycznie powstanie, to na-
wet jego teoretyczny model jest filozoficznie inspirujacy.

W tym rozdziale zajmuje si¢ prezentacja podstaw teorii obliczen
kwantowych i znaczeniem tego modelu dla analizy problemu natury
dowodu matematycznego®. Stanowi on naturalng kontynuacje po-

' Nie zajmuje¢ sie tutaj szerzej rozumianymi problemami filozoficznymi dotycza-

cymi mechaniki kwantowej, takimi jak np. problem pomiaru, kryteriéw iden-
tycznosci, logiki adekwatnej do opisu mikroswiata, determinizmu, nieréwnosci
Bella, paradoksu EPR etc. Podejmuje jedynie problem (hipotetycznych) dowo-
déw matematycznych wykorzystujacych algorytmy kwantowe.
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przedniego rozdzialu, dotyczacego dowodow komputerowych, gdyz
pozwala na wyrazniejsze postawienie pewnych kwestii (za$ rozwa-
zane tam eksperymenty myslowe czyni mniej spekulatywnymi). Sta-
nowi tez naturalny wstep do kolejnej czesci, w ktdrej dyskutuje
teoretyczne modele hiperobliczen i ich znaczenie dla filozofii ma-
tematyki.

1. Praktyczne ograniczenia w obliczeniach*

Jednym z podstawowych poje¢ teorii obliczen jestproblem roz-
strzygalny - czyli taki, dla ktérego daje si¢ zdefiniowa¢ ma-
szyna Turinga (algorytm) rozwigzujaca go. Proste przyklady pro-
blemoéw rozstrzygalnych to np.: sprawdzenie, czy dana liczba a jest
sumg dwoch danych innych liczb b, ¢; sprawdzenie, czy dana liczba
naturalna n jest liczbg pierwszg; sprawdzenie, czy dana formuta ra-
chunku zdan jest tautologig etc.> W kazdym z tych przypadkéw mo-
zemy poda¢ 0gdélny algorytm, ktéry dziata dla dowolnej instan-
¢ji problemu. Liczne przyktady problemoéw rozstrzygalnych mozemy
znalez¢ w teorii liczb, kombinatoryce, teorii grafow, logice etc.

Nie wszystkie problemy sa rozstrzygalne - czesto nie istnieje
ogolny algorytm (maszyna Turinga), ktory potrafi rozwiazaé zagad-
nienie danego typu’. W tym rozdziale beda nas interesowaé tylko
problemy rozstrzygalne. Mozna wsréd nich wskaza¢ naturalng hie-

* W niektérych akapitach prezentacji modelu obliczert kwantowych opieram sie

na artykule Wéjtowicz 2006a.

Intuicyjnie: algorytm badania pierwszosci polega na sprawdzeniu, czy ktéras

zliczb mniejszych od 7 (a tak naprawde wystarczy Vn+1) jest dzielnikiem 7. Al-

gorytm sprawdzania tautologicznosci liczy warto$¢ logiczng formuly po kolei
dla wszystkich warto$ciowan.

3 Standardowy przyktad problemu nierozstrzygalnego to problem stopu: nie ist-
nieje maszyna Turinga, ktéra — otrzymujac jako dane wejéciowe: (1) opis in-
nej maszyny Turinga M; (2) dane poczatkowe x — bytaby w stanie stwierdzi¢,
czy maszyna M dla danych wejsciowych x zatrzyma sie, czy zapetli. Inny przy-
ktad to dziesigty problem Hilberta: nie istnieje 0 g6 Iny algorytm pozwala-
jacy na stwierdzenie, czy dane réwnanie o wspdlczynnikach catkowitych ma
rozwigzanie.

2
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rarchie trudnosci. Jest oczywiste, ze mniej obliczen trzeba wykonac,
aby doda¢ do siebie dwie liczby, niz aby np. znalez¢ ich najmniej-
sza wspolng wielokrotnos¢; fatwiej podnies¢ liczbe do kwadratu,
niz roztozy¢ ja na czynniki pierwsze. Te intuicyjne obserwacje maja
swoje formalne odpowiedniki: problemy klasyfikujemy ze wzgledu
na ich zlozonos¢ obliczeniows, czyli czas potrzebny do ich rozwia-
zania, a czas ten mierzymy liczbg krokéw wykonanych przez dana
maszyne Turinga*.

Obliczeniowa trudno$¢ problemu nie polega wigc na tym, ze
trudno go nam zrozumie¢, ale na tym, ze trzeba wykona¢ duzg licz-
be operacji. Znanym przykladem prostego pojeciowo, ale oblicze-
niowo trudnego problemu jest kwestia, czy dana formula rachunku
zdan to tautologia. Znana ze szkoly metoda tabelkowa sprowa-
dza si¢ do tego, ze liczymy warto$¢ logiczna formuly dla wszystkich
warto$ciowan, ktdrych jest 2", gdzie n to liczba zmiennych (dlan=10
s to 1024 warto$ciowania, dla n=20 jest 1048576 warto$ciowan).
W przypadku formuly liczacej 1000 zmiennych sprawdzenie jej tau-
tologiczno$ci metoda klasyczna nie jest fizycznie mozliwe.

By¢ moze istnieje szybszy algorytm sprawdzania, czy dana for-
mula rachunku zdan jest tautologia’. Problem jego istnienia zna-
my jako pytanie ,P=NP?” i jest to jeden z tzw. probleméw milenij-
nych, za rozwiazanie ktérego czeka nagroda w wysokosci miliona
dolaréw. Wiekszo$¢ ekspertdw sadzi, ze odpowiedz na to pytanie jest
negatywna, ale jak na razie nikt tego nie udowodnil®. Gdyby taki al-
gorytm jednak istnial, byloby to wazne nie tylko ze wzgledu na ra-

4 Teoria ztozonosci obliczeniowej to obszerna gataz informatyki teoretycznej (ma-

jaca oczywiscie tez istotny wymiar praktyczny), por. np. Papadimitriou 2002.
Nalezy tu podkresli¢, ze chodzi 0 0 gé1n g metode, dzialajacg dla wszystkich
formut.

Dla probleméw z klasy NP (od nondeterministic polynomial) istnieje niedeter-
ministyczny wielomianowy algorytm. Méwigc swobodnie: mozemy zgadnac¢
rozwigzanie (na tym — obrazowo — polega niedeterminizm) i w czasie wielo-
mianowym sprawdzi¢, czy faktycznie jest ono dobre. W przypadku problemu
spetnialnoéci - to oczywiste: zgadujemy potrzebne wartoé$ciowanie i w czasie
wielomianowym sprawdzamy, ze faktycznie spelnia ono badang formute. Kla-
sa P to klasa problemow rozstrzygalnych wielomianowo. A zatem teza ,P=NP”
glosi (méwigc swobodnie), ze problemy, dla ktérych mozna zgadnaé rozwigzanie
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chunek zdan, ale tez dlatego, ze dalby si¢ on ,,przettumaczy¢” na algo-
rytmy rozwigzujace caly szereg probleméw kombinatorycznych. Jest
tak, poniewaz zagadnienie spelnialnosci formul SAT (réwnowazne
kwestii tautologicznosci: formula a to tautologia doktadnie wtedy,
gdy formula —o nie jest spelnialna) stanowi problem NP-zupetny,
co oznacza, ze kazdy problem z klasy probleméw NP daje si¢ zredu-
kowa¢ (z co najwyzej wielomianowa stratg czasowa) do problemu
SAT”. Znajac stosowny algorytm sprawdzania tautologicznosci for-
mul rachunku zdan, mogliby$my wigc poda¢ (z co najwyzej wielo-
mianowa stratg czasu) algorytm dla wielu innych trudnych oblicze-
niowo problemdw. Jednak znane (deterministyczne) algorytmy dla
problemow z klasy NP maja wykfadniczg ztozonos¢®.

Komputerowe rozwigzanie problemu tautologii KRZ wcho-
dzi wiec teoretycznie w gre (algorytm jest pojeciowo bardzo prosty:
przelicz wszystkie warto$ciowania), ale zaden komputer nie podota -
w ogolnym przypadku - przeprowadzeniu takich obliczen. W wy-
padku formuly KRZ zawierajacej np. 1000 zmiennych Wszechs$wiat
jest za maly, a jego czas zycia zbyt krotki, aby zmiescil sie w nim do-
statecznie duzy komputer i zdazy! przeprowadzi¢ obliczenia. Fizycz-
na realizacja algorytmu nie jest wiec mozliwa’.

Fakt, ze pewne problemy sg bardzo zlozone i nie znamy szybkich
algorytméw pozwalajacych na ich rozwigzanie, ma takze swoje do-
bre strony. Dzigki temu np., ze problem faktoryzacji (rozkladu licz-
by na czynniki pierwsze) jest trudny obliczeniowo, mozemy korzy-
sta¢ z szyfrowania wiadomoséci. Popularna metoda szyfrowania RSA

i sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, daja sie¢ tez po prostu rozwiazaé w czasie

wielomianowym.

Pojecie NP-zupelnosci zostato wprowadzone przez Cooka (1971).

Klasa NP obejmuje bardzo wiele ciekawych probleméw kombinatorycznych

dotyczacych np. graféw: problem komiwojazera, problem istnienia cyklu Ha-

miltona, problem kliki, rézne problemy zwigzane z kolorowaniem, problemy

podzialowe etc. (monograficzne ujecie problematyki NP-zupetnosci zawiera

Garey, Johnson 1979, por. tez Papadimitriou 2002).

9 W praktyce w wielu wypadkach korzysta sie z algorytméw probabilistycz-
nych, ktore wprawdzie nie dajg gwarancji dobrej odpowiedzi, ale udzielajg jej
z prawdopodobienstwem dostatecznie duzym, aby mozna bylo stosowac je
w praktyce.
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opiera si¢ wlasnie na tym, ze trudno jest rozlozy¢ liczbe na czynni-
ki pierwsze.

Pewne problemy sg wiec teoretycznie rozstrzygalne, ale zbyt zto-
zone, aby mozna je bylo rozwigza¢ w praktyce w klasycznym mo-
delu obliczen, tj. za pomoca maszyny Turinga (scil. komputera).
Tworzy si¢ jednak modele obliczen wykorzystujace specyfike $wia-
ta kwantowego, ktére pozwalajg na szybsze rozwiazanie niektérych
z nich. Najbardziej znany z algorytméw kwantowych (algorytm Sho-
ra; Shor: 1994, 1997) dotyczy wlasnie tego zagadnienia i pozwala na
szybkie ztamanie kodu ($cisle: pozwalalby, gdyby istnialy kompute-
ry kwantowe). Algorytm 6w stanowil swoista sensacje i dat wyrazny
impuls do rozwoju teorii obliczent kwantowych. Prezentacji wybra-
nych poje¢ tej teorii jest poswigcona kolejna czes¢ rozdziatu.

2. Obliczenia w §wiecie kwantow*

Klasyczne obliczenie polega na mechanicznym przeksztalcaniu cig-
gow o1 inie odwoluje si¢ oczywiscie do specyfiki §wiata kwantowe-
go. Tradycyjny algorytm mozna bytoby wiec realizowa¢ na mecha-
nicznym modelu (abstrahuje oczywiscie od kwestii praktycznych).
Inaczej jest w przypadku obliczen kwantowych, gdzie w nieuchron-
ny sposob ingeruja zjawiska kwantowe. O ile wiec mozna zbudo-
wa¢ uniwersalng maszyne Turinga z drewna, to nie da si¢ zbudowa¢
z drewna jej kwantowego odpowiednika.

*  Prezentacja nie ma oczywiscie charakteru kompletnego. Jej celem jest raczej
ukazanie Czytelnikowi specyfiki tego modelu i uwiklania wen zjawisk kwanto-
wych niz techniczna analiza. Istnieje szereg prac na ten temat o réznym stop-
niu teoretycznego zaawansowania. W jezyku polskim sg dostepne popularne
ksigzki (Milburn 2000, Johnson 2005) oraz bardziej techniczne (Giaro, Kamin-
ski 2003, Hirvensalo 2004). Przystepne wprowadzenie w problematyke zawiera
praca Deutsch, Ekert, Lupacchini 2000. W ostatnich latach pojawito sie wiele
prac na temat teorii obliczert kwantowych, monograficzne ujecia to np.: Niel-
sen, Chuang 2000, Kitaev, Shen, Vyalyi 2002, Stolze, Suter 2004, Kaye, La-
flamme, Mosca 2007, Mermin 2007, Nakahara, Ohmi 2008i inne. W Internecie
mozna rozpocza¢ poszukiwania np. od strony http://www.qubit.org/.
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Zacznijmy od prostego przyktadu. Wyobrazmy sobie losowa
procedure U, realizowang przez urzadzenie (czarng skrzynke) M.
Otrzymuje ono na wejéciu o lub 1, za§ na wyjsciu, niezaleznie od
wejscia, z jednakowym prawdopodobienstwem (réwnym %) poda-
jeolub 1 ().

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktérej urzadzenie M, zostato uru-
chomione dwukrotnie, co jest rownowazne temu, ze mamy dwa
urzadzenia realizujace procedure U. Schemat dzialania bytby w tym
wypadku nastepujacy:

1. Wybieramy dang wejsciowa (np. o).

2. Uruchamiamy pierwsze urzadzenie M, ktére wykonuje ope-
racje U na danej wejsciowej o.

3. Wynik dzialania pierwszego urzadzenia przekazujemy do
drugiego.

4. Uruchamiamy drugie urzadzenie M, ktére wykonuje opera-
cje U na otrzymanej z pierwszego urzadzenia danej.

5. Obserwujemy wynik dzialania drugiego urzadzenia.

Jaki bedzie wynik owego dzialania? Kazdy czlowiek wychowa-
ny w $wiecie fizyki klasycznej odpowie, ze nie wiadomo. Niezaleznie
bowiem od tego, co zadali$my pierwszemu urzadzeniu M na wej-
$ciu, ostateczny wynik ma losowy charakter (tzn. UU(o) i UU(1) to
wyniki uzyskane losowo). Wiedza na temat danej wej$ciowej nic nie
daje, bo i tak zostaje ona utracona juz w wyniku wykonania pierw-
szej operacji.

W s$wiecie klasycznym nie mozna skonstruowaé wiec urzadze-
nia M, ktére dziata losowo (jak rzut monetg), ale ktérego dwukrot-
ne zastosowanie daje wynik w pelni deterministyczny. Natomiast
w $wiecie kwantow takie urzadzenie M istnieje: wynik jednokrotnej
realizacji procedury U jest losowy, natomiast U*(0)=1 oraz U*(1)=o.
Mozemy taka operacje U nazwac ,pierwiastkiem z negacji’, gdyz
U*(p)=—p. Oczywiscie U wykorzystuje specyfike $wiata kwantowe-
go. Dla zrozumienia zasady dzialania takiego ukladu jest niezbedne

' Mozemy wyobrazac sobie, ze U to rzut monetg: odbiera dang wejéciowa (o lub 1),
za$ na wyjsciu ,zwraca” wynik rzutu monetg (czyli o lub 1). Oczywiscie to, jakie
jest wejécie, nie ma znaczenia, bo te informacje i tak traci sie w wyniku rzuca-
nia moneta.
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wprowadzenie kilku podstawowych poje¢. Prezentacja tychze bedzie
jednak miala charakter gléwnie ideowy; Czytelnik zainteresowany
szczegotami technicznymi znajdzie je w Dodatku (ktory skfada sie
z komentarzy dotyczacych pewnych punktéw poruszanych w tym
paragrafie).

W klasycznej teorii informacji méwimy o bitach, ktére przyjmu-
ja wartosci o i 1. Jedna liczba (o lub 1) stanowi wigc peten opis da-
nego bitu. Natomiast podstawowym pojeciem kwantowej teorii obli-
czen jest kubit (ang. qubit) — kwantowy bit informacji, czyli kwantowy
odpowiednik klasycznego bitu. Kubity sa tworami bardziej ztozony-
mi niz bity, do ich opisania nie wystarczy tylko o i 1.

Wyobrazmy sobie, ze pewien uklad fizyczny (od tej pory bedzie-
my méwi¢ o ukladach kwantowych) moze wystepowaé w réznych
stanach, wérdd ktorych wyréznimy dwa stany podstawowe, tworzg-
ce swoistg baze dla wszystkich pozostatych. Oznaczymy je przez | o)
oraz |1) (). Kluczowe jest to, ze uktad kwantowy wystepuje za-
wsze w stanie, ktory mozna opisac jako kombinacje liniowa (,,mie-
szaning”) tych dwoch wyréznionych standéw bazowych. Przyktadem
takiego ukfadu jest elektron, ktérego spin opisujemy, lub spolary-
zowany foton. Nie interesujg nas tu jednak fizyczne realizacje ku-
bitéw — wazne jest to, ze takie obiekty istniejg. Stan takiego uktadu
kwantowego mozna opisa¢ wyrazeniem a, o) + a, | 1), gdzie aia sy
wspotczynnikami odgrywajacymi role wag'. Wspdlczynniki te sa
liczbami zespolonymi, spetniajgcymi warunek |a0|2+ | a, |2=1 (gdzie
|z| oznacza modut danej liczby zespolonej z)'*. Méwiac obrazowo,
uklad jest w stopniu a w stanie | o), za§ w stopniu a w stanie | 1).

" Dla usuniecia ewentualnych nieporozumien chce podkresli¢, ze omawiam tutaj

tylko sytuacje wazng z punktu widzenia teorii obliczen kwantowych. W ogdl-

nym przypadku ukfadu kwantowego tych bazowych stanéw moze by¢ wiecej,

a opis uktadu kwantowego moze by¢ znacznie bardziej skomplikowany.

Moéwiac bardzo swobodnie, wspdtczynnik okresla ,,udzial” danego stanu bazo-

wego w stanie ukladu.

¥ Liczbe zespolong z mozna przedstawi¢ w postaci z=a+bi, gdzie i jest jednost-
kg urojong - jest to liczba, ktérej kwadrat wynosi —1: i*= —1. Na plaszczyznie jest
wygodnie przedstawic liczbe zespolong z w formie wektora o poczatku w (0,0)
i konicu w punkcie (a,b). Modut z, czyli | 2|, to po prostu dtugo$¢ tego wektora,
kt6ra obliczamy zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: | z| = \(a*+?).
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Jest to oczywiscie sprzeczne z naszymi intuicjami uksztaltowany-
mi w $wiecie klasycznym, ale tak wlasnie sformulowano mechani-
ke kwantows. Z matematycznego punktu widzenia kubit jest wiec
po prostu wektorem diugosci 1 w dwuwymiarowej przestrzeni Hil-
berta'.

Obliczenie klasycznej maszyny Turinga polega na tym, Ze po-
czatkowy ciag zer i jedynek na tasmie jest przetwarzany zgodnie
z jej instrukcjami. Obliczenie kwantowe polega¢ bedzie natomiast
na tym, ze bedzie przetwarzany stosowny ciag kubitéw (czyli swo-
istych ,mieszanek” zer i jedynek z zespolonymi wspotczynnikami)®s.
Z fizycznego punktu widzenia krok takiego obliczenia sprowadza si¢
do tego, ze pewien uktad kwantowy zostal poddany pewnej opera-
¢ji (na przyklad grupa fotondw zostaje wpuszczona w uktad poét-
przepuszczalnych luster). Z punktu widzenia opisu matematycznego
krok dzialania takiego urzadzenia liczacego to przeksztalcenie kubi-
tu (lub zestawu - tzw. rejestru — kubitéw) zgodnie z pewng opisana
matematycznie procedurg. Obliczenie kwantowe to ciagg takich kro-
kow, za$ elementarne przeksztalcenie nazwiemy ,,bramka kwanto-
wg~ (por. Uwaga 1 w Dodatku). Ewolucja ukladu (,,podréz” kubi-

W popularyzatorskich pracach pojawiajg sie niekiedy rysunki przestawiajace
kulke wirujaca w jedng lub w drugg strong. Zadaniem Czytelnika jest wyobraze-
nie sobie spinu elektronu jako kierunku obrotu takiej kulki. Kiedy mamy przed
oczyma obraz wirujacej kulki, to niewatpliwie naszej wyobrazni trudno pogo-
dzi¢ sie z faktem, ze uklad moze by¢ w takiej dziwnej mieszaninie standéw (np.
elektron kreci si¢ w 87% w lewo, za§ w 13% w prawo). Sadze, ze lepiej nie wy-
obraza¢ sobie elektronu jako kulki wirujacej jednoczesnie w dwie przeciwne
strony, ale przyjac, ze jest to obiekt fizyczny opisywany matematycznie w okre-
$lony sposdb, za$ wszelkie wyobrazenia s zwodnicze. Fakt, ze wagi sg liczbami
zespolonymi, a nie rzeczywistymi, moze stanowi¢ dodatkowa trudno$¢ pojecio-
wa (mozemy sobie wyobrazi¢, ze cos jest w 50% czarne, ale co znaczy, ze co$ jest
czarne w stopniu (1+i)/2?), jednak formalizm mechaniki kwantowej opisuje sta-
ny uktadéw kwantowych w taki wtasnie sposob, niezaleznie od naszych mozli-
wosci wyobrazenia sobie tego faktu.

To, 7e wektory bazowe oznaczamy przez |o) oraz |1), nie jest dzielem przy-
padku - ulatwia to po prostu opis sytuacji, w ktérej stosujemy uktad kwantowy
do wykonania obliczenia. Jesli dang wejsciowq jest o (resp. 1), to musimy przy-
gotowa¢ uktad kwantowy w poczatkowym stanie |o) (resp. |1)). Jesli chcemy
przetwarza¢ n-elementowy cigg o-1, to musimy przygotowac uktad n kubitéw
w stosownym stanie poczatkowym.
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tow przez cigg bramek) pozwala na wykorzystanie specyfiki $wiata
kwantowego, ktdra jest Zrédtem efektywnosci kwantowych algoryt-
mow. Potencjal obliczenn kwantowych ujawnia sie, gdy rozwazymy
uklady zlozone z wigkszej liczby kubitow. Odpowiadaja one ukla-
dom kwantowym sktadajacym sie z wiekszej liczby ukladéw prost-
szych — moze by¢ to np. uktad 10 fotonéw, traktowanych i opisywa-
nych jakojeden uklad.

Przypomnijmy, ze jeden foton opisujemy jako kubit postaci
ao| 0)+a, | 1) - potrzebne do jego opisania sg wiec dwie liczby ze-
spolone. Ile potrzeba ich do opisania stanu ukladu ztozonego z 10
kubitéw? Nawyki ze $wiata klasycznego podpowiadajg nam, ze po-
winno wystarczy¢ 20 liczb (dla kazdego z kubitéw - po dwie)*¢. Tak
jednak nie jest. Dla opisania ukladu »n kubitow potrzeba 2" wspot-
czynnikow (moéwimy, ze wymiar przestrzeni standw wynosi 2").
Aby opisa¢ stan ukltadu skladajacego sie z 10 fotondéw, musimy po-
da¢ 1024 wspolczynniki, zas dla opisania uktadu 20 fotonéw potrze-
ba 1 084 576 wspolczynnikow.

Przestrzen standéw ukladu n-kubitowego jest wiec bardzo zlozo-
na (por. Uwaga 2 w Dodatku). Tu ujawnia sie specyfika kwantowe-
go $wiata. Kiedy rozwazamy uklad dwoch punktéw na plaszczyz-
nie (interesuja nas ich polozenia), to oczywiscie mozemy opisaé
kazdy z nich z osobna (de facto opis stanu ukladu polega po pro-
stu na opisie dwoch pojedynczych punktéow). W przypadku ukla-
du kwantowego moze to jednak nie mie¢ sensu: moze sie zdarzy¢,
ze uklad jako calo$¢ jest w pewnym stanie (opisanym wekto-
rem cw| oo)+c, ’ 01)+cw| 10)+c \ 11)), natomiast nie ma sensu okre-
$lenie indywidualnych standéw poszczegélnych kubitow. Mowimy
wowczas o stanach splatanych (pojecie to nie ma makroskopowe-
go odpowiednika), czyli takich, ktére nie dajg si¢ rozltozy¢ na ilo-
czyn stanow poszczegdlnych kubitéw sktadowych. Oczywiscie stan
(ag| o>+a1| 1))(b, | 0)+b1| 1)) nie jest splatany: kazdy z kubitéw skla-
dowych ma dobrze okreslony, indywidualny stan. Jednak nie kaz-

' Jeli opisujemy np. punkty na plaszczyznie i interesuje nas tylko ich potozenie, to
aby opisac stan uktadu ztozonego z 10 takich punktéw, wystarczy nam 20 liczb.
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dy stan cuo| 00)+C,, | 01)+cw| 1o)+c11| 11) daje sie przedstawi¢ w po-
staci takiego iloczynu.

Analogiczna sytuacja wystepuje w wypadku ukladéw ztozonych
z wiekszej liczby kubitow. W ogélnym przypadku, kiedy mamy uktad
n kubitdw, to jego stan nie zawsze daje si¢ przedstawi¢ w postaci ta-
kiego iloczynu i jest konieczne podanie 2" wspolczynnikow. Wymiar
przestrzeni standw wynosi wiec 2. To pokazuje, dlaczego tak bar-
dzo trudno komputerowo symulowa¢ ewolucje uktadu kwantowego.
Aby opisywaé ewolucje ukladu zlozonego z n kubitéw, trzeba opi-
sywaé jednoczesng ewolucje 2" wspdlczynnikow (z ktérych kazdy
jest liczbg zespolong). Nie jest to oczywiscie praktycznie wykonalne
w przypadku np. 1000 kubitow.

2.1. Przyklady bramek kwantowych

Jak wspomniano wyzej, opis ewolucji rejestru (ciagu) kubitéw poda-
no w terminach (ciggu) bramek kwantowych. Jednym z takich ope-
ratordw jest tzw. pierwiastek z negacji, czyli operator, o ktérym byta
mowa na poczatku rozdziatu (por. tez Uwaga 3 w Dodatku). Nale-
zy jednak odnotowaé pewien wazny fakt. Same bramki kwantowe
(ktérych matematycznymi odpowiednikami sg stosowne operatory
na odpowiednich przestrzeniach Hilberta) nie majg charakteru lo-
sowego: przeksztalcajg po prostu pewne stany (wektory przestrzeni
Hilberta) na inne. Dlaczego wiec twierdzimy, ze V\NOT dziata loso-
wo? Tu wkracza na scene problematyka pomiaru kwantowego. Aby
bowiem dowiedzie¢ si¢ czegos o stanie uktadu kwantowego, musi-
my dokona¢ pomiaru, ktéry ma charakter probabilistyczny, zgodnie
z jednym z podstawowych postulatéw mechaniki kwantowej. Na na-
sze potrzeby wystarczy tu uproszczona wersja postulatu mowigcego
o pomiarze, odnoszaca si¢ do kubitow:

POSTULAT: Jesli dokonujemy pomiaru uktadu kwantowego znaj-
dujacego si¢ w stanie ao‘ o)+a, | 1), to mozliwe sa dwa wyniki pomia-
ru: o oraz 1. Prawdopodobienstwo uzyskania wyniku pomiaru o wy-
nosi | ao| 2, za$§ prawdopodobienstwo pomiaru wyniku 1 wynosi | a, |,
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Po pomiarze uktad znajduje si¢ w stanie odpowiadajagcym wyniko-
wi pomiaru'’.

Jesli wiec uktfad jest w ogdlnym stanie aa‘ o>+a1‘ 1) i wynikiem
pomiaru jest o, to o stanie ukladu sprzed pomiaru mozemy wywnio-
skowa¢ jedynie, ze a #o0. Po pomiarze uktad znajdzie si¢ w stanie o)
(i tym samym nastepny pomiar juz na pewno da wynik o).

Powréémy do pierwiastka z negacji. Operator \NOT dziata -
jak wspomnieli$my — w sposob deterministyczny i przeksztalca wek-
tor | 0) na inny wektor u (**). Latwo obliczy¢, iz prawdopodobieristwo,
ze pomiar uktadu znajdujacego sie w takim stanie u, da wynik o, wyno-
si ¥3; takie samo jest prawdopodobienstwo, ze da wynik 1. A zatem
procedura polegajaca na:

1. przygotowaniu uktadu kwantowego w stanie | o);

2. zastosowaniu operatora \NOT do tego uktadu;

3. pomiarze stanu ukladu;

jest procedurg catkowicie losowg. Natomiast jesli po pierwszym
VNOT nie wykonamy pomiaru, ale przekazemy wynik dalej i drugi
raz zastosujemy operator VNOT, to otrzymamy procedure determi-
nistyczna, ktora poczatkowy stan o przeprowadzi na stan 1, za$ po-
czatkowy stan 1 na stan o.

Pojawia sie pewna pojeciowa trudnos¢: obliczenia, ktére po-
zwalajg na wyliczenie prawdopodobienstw sa elementarne i fatwo
je przesledzi¢. Zarazem wydaje si¢ rzecza niepokojaca, ze zlozenie
dwdch czynnosci losowych daje czynnos¢ deterministyczng. Pamie-
tajmy jednak, ze nie dokonujemy pomiaru po pierwszym wykona-
niu VNOT, ale od razu przekazujemy wynik do drugiego \NOT,
za$ pomiaru dokonuje si¢ dopiero na samym koncu. Gdybysmy wyko-
nali pomiar po pierwszym YNOT, to nastapitaby redukcja stanu ukta-
du do jednego ze stanéw bazowych (| o) lub | 1)) - i tym samym dru-
gi operator VYNOT otrzymatby na wejsciu stan | o) lub stan | 1) (a nie

V' Wspétczynniki a, i a, nazywamy amplitudami prawdopodobienistwa. Jest teraz
jasne, dlaczego zadamy, aby w réwnaniu opisujacym kubity byt spetniony wa-
runek | au| 2| “1| *=1 - chodzi o to, aby suma prawdopodobienstw poszczegol-
nych pomiaréw wynosita 1.

8 Scigle rzecz biorac, 6w wektor jest opisany wyrazeniem 1/2(1-i) | o) + 1/\2(1+i)| 1).
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stan 1/\2 ((1-1)| 0) + (1+i)] 1)). W takiej sytuacji, pomiar uktadu po
drugim VNOT dalby juz wynik losowy.

Pomiar nie daje nam - w ogdlnym przypadku - informacji na
temat tego, w jakim stanie byt uktad przed pomiarem. Jesli wiec wy-
konamy obliczenie kwantowe, a nastepnie pomiar, to najczesciej
nie dowiemy sig, w jakim stanie byl uklad po wykonaniu oblicze-
nia kwantowego. W ogélnym przypadku tracimy wiec informacje
zawartg w wyniku. Jednak czasem zdarza sie, ze znajomo$¢ wyniku
pomiaru wraz z pewnymi dodatkowymi informacjami dotyczacy-
mi ewolucji uktadu, pozwoli na wywnioskowanie, jaki byt stan ukla-
du przed pomiarem. Te wlaénie sytuacje sg istotne z punktu widze-
nia obliczen kwantowych. Pomine tutaj szczegély techniczne, wazna
jest dla nas jedynie konstatacja, ze w pewnych wyjatkowych sytu-
acjach (gdy uklad kwantowy jest w jednym ze szczeg6lnych stanow)
pomiar kwantowy pozwala na uzyskanie informacji na temat stanu
przed pomiarem. Jesli np. jest dany jeden kubit, o ktéorym z gory
wiemy, ze znajduje si¢ w jednym ze stanéw bazowych o lub 1 (ale nie
wiemy w ktérym), to wynik pomiaru da nam pelng informacje na
temat jego stanu przed pomiarem (jesli np. pomiar dat wynik o, to
znaczy, ze kubit m usiat by¢ wstanie o). Analogiczne sytuacje beda
wystepowac przy ukladach dwdch lub wiecej kubitéw (por. Uwaga 4
w Dodatku). Z taka sytuacja mamy do czynienia w najprostszym al-
gorytmie kwantowym - algorytmie Deutscha.

W swobodnym sformutowaniu chodzi o problem, czy posiada-
na przez nas moneta jest zwykla (tzn. orzel i reszka), czy oszukana
(dwa orty lub dwie reszki). Ile stron monety musimy obejrze¢, aby
sie o tym przekonac? Oczywiscie dwie. W $wiecie kwantowym moz-
na zrobi¢ to szybciej — wystarczy jednokrotne odwolanie si¢ do pro-
cedury obliczajacej wartos$¢ funkcji (czy - inaczej méwiac — do obej-
rzenia jednej tylko strony monety). Algorytm Deutscha skfada sie
z wykonania trzech operacji (por. Uwaga 5 w Dodatku):

1. zastosowania bramki Hadamarda na pierwszym kubicie;

2. zastosowania do otrzymanego wyniku pewnej szczegdlnej
procedury U, (kt6rg mozna swobodnie interpretowac jako ,,zadanie
pytania” na temat wartosci funkgji f);
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3. powtdrnego zastosowania bramki Hadamarda na pierwszym
kubicie.

Pomiar moze zosta¢ wykonanydopiero na koncu -gdy-
by bowiem dokona¢ go w trakcie, nastagpitaby redukcja stanu ukta-
du. Nie mozna zatem kontrolowa¢ przebiegu obliczenia, bo to zabu-
rzyloby jego wynik w nieodwracalny sposob. Podkreslmy, ze w tym
algorytmie korzystaliémy z operacji U, (,o0gladanie monety”) tyl-
ko raz!

Istnieja tez bardziej zlozone technicznie algorytmy, ktérych
szczegdtowy opis wykracza poza ramy tej pracy. Popularnym przy-
ktadem jest algorytm Grovera z roku 1996, pozwalajacy w czasie Vn
znalez¢ w nieuporzadkowanej bazie danych konkretny element®.
Najbardziej za$ znany jest — wspomniany juz wczeéniej — algorytm
Shora, dzigki ktéremu mozna w czasie wielomianowym przeprowa-
dzi¢ rozklad liczby na czynniki pierwsze. Uzywane algorytmy kla-
syczne majg zlozonos¢ wykladnicza. Nie sg istotne dla nas szczegoly
techniczne tego algorytmu (sklada si¢ z czesci klasycznej i kwanto-
wej), wazny jest natomiast fakt, ze 6w algorytm dziata w sposéb wy-
kladniczo szybszy niz algorytmy klasyczne i Ze opiera si¢ na specyfi-
ce zjawisk kwantowych?°.

3. Kwantowa wiedza matematyczna?

Opisane zjawiska sktaniajg do podjecia refleksji filozoficznej dotycza-
cej statusu wiedzy uzyskanej na drodze eksperymentu kwantowego.
Problem staje sie szczegolnie ciekawy w przypadku pytania o status

' Tlustracjg jest poszukiwanie danego abonenta w ksigzce telefonicznej w sytu-
acji, gdy znamy tylko jego numer telefonu. Jest oczywiste, Ze statystycznie musi-
my przejrze¢ potowe ksigzki. Algorytm Grovera robi to szybciej (Grover 1996).
Opis algorytmu Grovera mozna znalez¢é w dowolnej monografii na temat teorii
obliczen kwantowych.

Dla unikniecia nieporozumien nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze rozwazane tu-
taj algorytmy kwantowe nie wyprowadzaja poza problemy rozstrzygalne kla-
sycznie. Zysk nie polega na tym, ze udaje si¢ rozwiazaé jaki$ problem nieroz-
strzygalny, ale na tym, ze problemy rozstrzygalne sa rozwigzywanie o wiele
szybciej.

20
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uzyskanej w ten sposob wiedzy matematycznej. Zgodnie z tradycyjna
(mozna rzec: kartezjanska) wizjg wiedzy matematycznej ma ona sta-
tus aprioryczny. Zdobywamy te wiedze dzigki dziatalnosci czysto ro-
zumowej: podstawowe prawdy matematyczne sg oczywiste, za$ kro-
ki dowodu uznajemy za prawomocne dzigki czysto intelektualnemu
wgladowi. Prowadzi nas to do konstatacji, Ze dowody matematyczne
stanowig wlasciwe narzedzie ,transmisji prawdy”>'. W tym klasycz-
nym obrazie brak empirycznej domieszki — uprawianie matematy-
ki jest traktowane jako dzialalno$¢ czysto aprioryczna. Poglad ten
byt przez dlugi czas dominujacy, jednak obecnie coraz silniejsze sa
glosy podkreslajace znaczenie czynnika empirycznego w matematy-
ce. Waznym impulsem dla tej dyskusji bylo pojawienie si¢ dowodow
komputerowych, jednak teoria obliczent kwantowych wprowadza do
niej nowg jakos¢. Dzieje sie tak, poniewaz w przypadku wykorzysta-
nia (hipotetycznego) komputera kwantowego do zdobywania wie-
dzy matematycznej problem zaposredniczenia w teorii empirycznej
ma znacznie glebszy charakter.

Komputerowa symulacja ukladéw kwantowych jest bardzo
trudna ze wzgledu na wykladnicza zlozono$¢. Okazuje si¢ jednak,
ze z tego faktu mozna - w pewnych okoliczno$ciach - zrobi¢ uzy-
tek. Taka idea pochodzi od Feynmana (1982). Przypus¢my bowiem,
ze interesuje nas pewien matematycznie ciekawy, a zarazem bardzo
zlozony problem obliczeniowy P. Moze sie tak zdarzy¢, ze istnieje
uklad kwantowy Q, ktorego symulacja sprowadza si¢ do przeprowa-
dzenia obliczenia rozwiazujacego (niejako ,,przy okazji’) problem P.
Symulacja komputerowa ewolucji uktadu kwantowego jest przeciez
pewnym obliczeniem. Na ogo6t nie ma ono Zadnej niezaleznej mo-
tywacji matematycznej (tzn. przeprowadzamy je tylko po to, aby
dowiedzie¢ si¢ czego$ o ukladzie kwantowym). Jednak w interesu-
jacej nas sytuacji, owa symulacja zarazem odpowiadataby okreslo-
nemu, skadingd matematycznie ciekawemu, problemowi oblicze-
niowemu. W takiej sytuacji znalezienie wyniku naszego problemu
obliczeniowego P byloby réwnowazne ustaleniu stanu koncowego
ewolucji pewnego ukladu kwantowego Q. Zgodnie z tym, co powie-

' Por. uwagi w rozdziale pierwszym dotyczace koncepcji Kartezjusza.
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dziano wcze$niej, symulacja ewolucji ukladu kwantowego jest na
0gol obliczeniowo bardzo trudna i wigze sie z wykladniczg stratg
czasu. Idea Feynmana polega na tym, aby wykorzysta¢ ten fakt i za-
uwazyé¢, ze przejscie w odwrotnym kierunku (o d obliczenia P d o
ukltadu kwantowego Q) moze wigza¢ si¢ z wykladniczym zy skiem
czasowym. Dzialoby sie tak dlatego, ze jesli w sprytny sposob udatoby sie
nam ustali¢ odpowiednio$¢ miedzy P i Q, to zamiast wykonywac
nasze (trudne) obliczenie P, wystarczyloby przeprowadzi¢ ekspery-
ment z ukladem kwantowym Q. Gdyby - dla przyktadu - P mialo
polegac na obliczeniu wyniku zastosowania pewnych operacji kom-
binatorycznych do 2 parametréw (oczywiscie takie zadanie jest
absolutnie niewykonalne z praktycznego punktu widzenia) - i zara-
zem te operacje odpowiadalyby ewolucji uktadu 1000 kubitéw - to
wystarczyloby uruchomi¢ algorytm kwantowy Q operujacy na ukla-
dzie owych 1000 kubitéw i poczekaé na wynik tego eksperymentu.
Nalezy tu podkresli¢, ze tego typu zabieg a priori nie musi by¢
wykonalny. Interesujgce moga by¢ bowiem tylko takie sytuacje,
w ktdrych pewien matematycznie ciekawy problem obliczeniowy P
(np. problem teorioliczbowy czy kombinatoryczny) okazuje si¢ za-
razem odpowiednikiem problemu polegajacego na opisie pewne-
go ukladu kwantowego. Chodzi wiec o sytuacje, w ktorej rozwigza-
nie naszego problemu obliczeniowego P (np. znalezienie najkrotszej
drogi w grafie albo ustalenie, czy dany uktad réwnan ma rozwigzanie
w pewnej klasie) stanowi jednocze$nie rozwigzanie problemu po-
staci ,jaki jest stan konicowy uktadu Q?”. Nie jest wiec a priori jasne,
czy w ogole istnieja tego typu szczesliwe koincydencje (nie mozna
przeciez wykluczy¢ sytuacji, w ktérej numeryczne symulacje ewo-
lucji uktadéw kwantowych okaza sie matematycznie nieciekawe).

** Mozna tu podaé takze analogie nieodwotlujace si¢ do ukladéw kwantowych:
jako toy example rozwazmy problem obliczenie §rodka cigzkosci bryly. Sprowa-
dza si¢ on do obliczenia pewnej calki, a zarazem jego wyznaczenie empirycz-
ne — pomijajac bfedy pomiaru - jest proste (jest potrzebny przystowiowy sznu-
rek). W pewnym wiec sensie, zamiast prowadzi¢ skomplikowane obliczenia
(gdy bryta jest nieregularna, ma niejednorodng gestos¢ etc.), wystarczy prze-
prowadzi¢ prosty eksperyment. Sytuacja bytaby ciekawa, gdyby mozna w ten
sposob wyznaczy¢ empirycznie warto$¢ catki, ktora jest obliczeniowo trudna,
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Okazuje si¢ jednak, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna, za$
najbardziej spektakularny przyktad algorytmu kwantowego stano-
wi wspomniany juz algorytm faktoryzacji Shora. Jak wiadomo, pro-
blem rozktadu liczb na czynniki pierwsze jest obliczeniowo trudny,
wiec szybko dziatajacy algorytm stanowi ogromny postep?.

Istniejg zatem problemy matematyczne, ktére moglyby zostaé
rozstrzygniete za pomoca komputeréw kwantowych. Wprawdzie ich
katalog nie jest (na razie) zbyt bogaty, niemniej jednak sam fakt ich
obecnoéci sktania do podjecia rozwazan dotyczacych statusu wiedzy
uzyskanej za pomocg obliczenia kwantowego. Moglaby to by¢ wie-
dza o charakterze teorioliczbowym (np. wspomniany rozklad liczby
na czynniki pierwsze) czy kombinatorycznym, ale mozna rozwaza¢
réwniez ogdlniejsze sytuacje.

Jak moglby przebiegaé hipotetyczny , kwantowy dowdd” twier-
dzenia matematycznego o? Jego schemat mozemy przedstawi¢ na-
stepujaco:

1. Faza koncepcyjna:

Nalezy zdefiniowa¢ uklad kwantowy (i obliczenie kwantowe)
tak, aby zachodzita odpowiednios¢ miedzy jego ewolucjg a oblicze-
niem komputera (stanowigcym dowod badanego twierdzenia o).
W szczegolnos$ci obejmuje to ustalenie zaleznosci migedzy wynikami
pomiaru po skonczonej ewolucji a odpowiedzig na nasze pytanie.

2. Faza eksperymentalna:

2.1. Przygotowanie ukfadu kwantowego w odpowiednim stanie
poczatkowym.

a ma skadinad niezalezng matematyczng motywacje. Problem empirycznego
»skrotu” w obliczeniach nie pojawia si¢ zatem dopiero wraz z teorig obliczen
kwantowych (klasycznym przykladem sg metody Monte Carlo, w ktérych za
pomoca losowan szacuje si¢ wartosci trudno obliczalne analitycznie).
Faktoryzacja jest problemem z klasy NP, cho¢ nie jest problemem NP-zupelnym.
Gdyby tak bylo, to algorytm Shora stanowitby niejako ,,cudowng rézdzke” do
rozwigzywania calej klasy obliczeniowo trudnych probleméw. Jednak faktory-
zacja jest juz dostatecznie spektakularnym sukcesem (teoretycznym). Gdyby
zbudowano komputer kwantowy, na ktérym mozna byloby zaimplementowa¢
algorytm Shora, to stanowiloby to rewolucje w kryptografii (gdyz tradycyjne
szyfry, w ktérych wykorzystuje sie trudno$¢ problemu faktoryzacji stalyby sie
bezuzyteczne).

23



TEORIA OBLICZEN KWANTOWYCH 151

2.2. Przeprowadzenie ewolucji uktadu kwantowego (czyli fizycz-
ne przetworzenie informacji).

2.3. Po skonczonej ewolucji wykonanie pomiaru (czyli wydoby-
cie owej informacji z uktadu).

3. Interpretacja wyniku.

Dzigki temu, Ze ewolucja ukladu kwantowego zostala zdefinio-
wana w odpowiedni sposob, pomiar pozwala na znalezienie odpo-
wiedzi na wyjsciowe pytanie matematyczne. Méwiagc w pewnym
uproszczeniu, chodzi o sytuacje, w ktorych na koncu wykonujemy
pomiar, i jesli wynik pomiaru to 1, rozwigzanie naszego problemu
jest pozytywne (np. ustalamy, ze istnieje odpowiedni obiekt kombi-
natoryczny). Taki kwantowy dowdd realizowaltby ide¢ sformutowa-
ng przez Feynmana: to nie obliczenie komputerowe symuluje pro-
ces fizyczny; zostal skonstruowany proces fizyczny, ktory prowadzi
do takiego samego wyniku jak obliczenie komputera (jednak w cza-
sie wykladniczo krétszym). Wprawdzie nie doczekamy sie korica ob-
liczen naszego klasycznego komputera (chociazby dlatego, ze Stonce
zgadnie wczesniej), ale dzigki eksperymentowi kwantowemu wiemy,
jaki bylby ich wynik.

Kazdy sformalizowany dowdd tez stanowi swoiste obliczenie
i mozna wyobrazic¢ sobie sytuacje, w ktdrej istnieje algorytm kwanto-
wy rozwigzujacy rownania diofantyczne - a przeciez przez arytme-
tyzacje skladni problem istnienia dowodu sprowadzamy do zagad-
nienia istnienia rozwigzania pewnego réwnania diofantycznego.
Wyobrazmy sobie, ze istnieje uklad kwantowy, ktory pozwoli na
stwierdzenie, ze zdanie o jest twierdzeniem teorii ZFC (czyli uktad
kwantowy potwierdza istnienie jego formalnego dowodu w ZFC).
Oczywiscie algorytmy kwantowe rozwigzuja jedynie problemy roz-
strzygalne, wiec 6w komputer nie bedzie (w ogélnym przypadku)
w stanie stwierdzi¢, czy twierdzenie oo ma dowdd, ale w sytuacji,
gdy taki dowdd faktycznie istnieje, komputer kwantowy bedzie miat

% Nalezy pamieta¢, ze algorytmy kwantowe nie wyprowadzaja poza klase pro-
bleméw rozstrzygalnych, a kwestia istnienia rozwigzania réwnania diofantycz-
nego (10 problem Hilberta) nie jest rozstrzygalny. Jednak je§1i réwnanie ma
rozwigzanie (czyli twierdzenie ma dowdd), to wowczas algorytm kwantowy
moglby je wyznaczy¢ szybko.
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szanse znalez¢ go wykladniczo szybciej niz zwykly i zda¢ nam z tej
sprawy raport (przeprowadzajac procedure pomiarows i wyswietla-
jac ,TAK” na ekranie)*. Jakie filozoficzne implikacje mialby fakt ist-
nienia takiego raportu?

Jak na razie komputery kwantowe nie zostaty jeszcze zbudowa-
ne - pokonanie trudnosci technicznych zwigzanych z wyelimino-
waniem zaburzen zewnetrznych jest niezwykle trudne®. By¢ moze
nigdy sie to nie uda. Jednak niezaleznie od tego (technicznego) za-
gadnienia, casus (hipotetycznych) dowodéw kwantowych rodzi sze-
reg pytan filozoficznych. Byly one juz rozwazane w wypadku kla-
sycznych dowoddéw komputerowych, tu jednak zyskuja dodatkowa
glebie. Zgodnie z przyjeta na poczatku rozdziatu klasyfikacja przed-
miotem analiz beda dwie podstawowe grupy zagadnien:

1. Problem obecnosci czynnika empirycznego w dowodach ma-
tematycznych.

2. Problem ,,zysku poznawczego” wynikajacego z zastosowania
dowodéw komputerowych (w szczegélnosci problem eksplanacyj-
nej mocy takich dowodow).

3.1. Problem czynnika empirycznego

Zaposredniczenie w teorii empirycznej jest prima facie znacznie
glebsze niz w przypadku klasycznego komputera i sadze, Ze pojawie-
nie sie algorytmoéw kwantowych wprowadza nowa jakos¢ do dys-
kusji dotyczacej natury dowodu matematycznego i standardéw ma-
tematycznej argumentacji. Czy komputer kwantowy - ze wzgledu
na wykorzystanie specyfiki kwantowego $wiata — jest czyms istot-
nie innym niz zwykly komputer? Przypusémy, ze uznamy klasycz-
ny komputer za nieco bardziej skomplikowany technicznie arytmo-

* To, ze w ciggu doby komputer kwantowy nie znajdzie dowodu hipotezy Rie-
manna, nie znaczy, iz 0w dowdd nie istnieje. Jednak jesli istnieje, a kompu-
ter kwantowy dziala 2°°° razy szybciej niz zwykly, to prawdopodobnie doba
wystarczy.

Uktady kwantowe sg bardzo niestabilne, pod wptywem oddzialywan z otocze-
niem z fatwoscig nastepuje tzw. dekoherencja. Opis technicznych aspektéw prac
nad komputerem kwantowym mozna znalez¢ np. w: Stolze, Suter 2004, Naka-
hara, Ohmi 2008.
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metr. Czy réwniez komputerowi kwantowemu chcieliby$my nada¢
taki sam status?

Argumentacja na rzecz tej tezy mogtaby wyglada¢ nastepujaco:
dzialanie zaréwno komputera kwantowego, jak i klasycznego kom-
putera opiera si¢ na prawach fizyki. Co wigcej, w obu przypadkach
sg to prawa mechaniki kwantowej — poniewaz dziatanie klasycznego
komputera, jako urzadzenia elektronicznego, angazuje zjawiska sub-
atomowe. Czy zatem faktycznie mamy tu do czynienia z nowg jako-
$cig? Nie ulega watpliwosci, ze same algorytmy sa istotnie réz-
ne: klasyczne dzialajg na bitach, za$§ kwantowe - na kubitach. Ale
patrzac z szerszej perspektywy, trzeba przyzna¢, ze zaréwno dziala-
nie komputera klasycznego, jak i kwantowego opiera si¢ na prawach
fizyki>. Same szczegdly konstrukcyjne urzadzenia fizycznego, kto-
re wykorzystujemy, nie sg istotne — wazny jest fakt, ze zbudowalismy
to urzadzenie, poddali$my testom, w czasie ktdrych zachowywalo si¢
zgodnie z naszymi oczekiwaniami, a wigc mozemy sie nim postuzy¢
w zdobywaniu nowej wiedzy. A to, czy to urzadzenie to mechaniczna
kasa sklepowa, tradycyjny komputer, czy tez komputer kwantowy nie
ma nic do rzeczy, bo mechanizm jest we wszystkich przypadkach -
co do zasady - taki sam.

Pytanie zatem dotyczy poziomu empirycznego zapo$rednicze-
nia: czy jesli odwotujemy sie do wyrafinowanych teorii fizycznych
(jak mechanika kwantowa), to jest to — w jakims$ sensie — glebszy ro-
dzaj zaposredniczenia niz w przypadku zastosowania np. praw me-
chaniki Newtona czy klasycznej termodynamiki? Kiedy owa inge-
rencja metod fizycznych staje sie istotna?*® Jesli uznaliby$my, ze
odwotanie si¢ w jakikolwiek sposob do wiedzy empirycznej jest waz-
ne i nie ma sensu wprowadza¢ tu dalszej gradacji, to zaréwno kase
sklepowa, jak i komputer kwantowy nalezatoby zaliczy¢ do tej sa-
mej kategorii.

7" Podobnie zresztg jak silnik spalinowy, turbina parowa, telefon komorkowy, ra-
dio etc.

Zauwazmy przy tym, ze bez mechaniki kwantowej nie mieliby$émy kompute-
row. To, ze — co do zasady — komputer nie rézni si¢ od (duzej) kasy sklepowej,
nie zmienia faktu, iz przy jego budowie odwotujemy sie do bardziej wyrafino-
wanych teorii fizycznych.
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Sadze jednak, ze rdznice sg glebsze. Wszak zwykly komputer
mozna byloby zrobi¢ z drewna i napedza¢ woda albo zrobi¢ z me-
talu i napedza¢ silnikiem spalinowym (abstrahuje tutaj od tempa
dziatania). Zeby kontrolowa¢ prace tego typu wodnego (spalinowe-
go) komputera, wystarczytoby troche inzynierskiej pomystowosci.
W stosunku do komputera kwantowego nie ma nawet sensu rozwa-
zanie podobnego myslowego eksperymentu. Uwiklania w zjawiska
kwantowe (splatanie) pojawiaja si¢ juz na poziomie samego progra-
mu, co wprowadza nows jako$¢ do dyskus;ji.

Zauwazmy, ze dokonanie pomiaru w trakcie ewolucji uktadu
kwantowego spowoduje ustalenie jego stanu i zniszczy calg operacje.
W przypadku klasycznych dowodéw komputerowych mamy (teo-
retycznie) wglad w kazdy krok obliczenia. Mozemy lokalnie spraw-
dzi¢, czy faktycznie urzadzenie liczace dziata zgodnie z naszymi
oczekiwaniami. JesteSmy wiec przekonani o tym, ze komputer robi
doktadnie to, co robitby cztowiek (6w pracowity urzednik Turinga),
tyle ze znacznie szybciej. Obliczenie kwantowe jakosciowo rézni si¢
od obliczenia klasycznego. Nie mozemy kontrolowac jego przebiegu.
Z naszego punktu widzenia elementarng operacjg jest cala ewolu-
cja kwantowa (ktora moze polega¢ na przejsciu 1 kubitu przez jedna
brambke, ale tez na przejsciu 500 kubitéw przez system 1000 bramek
kwantowych) i takg ewolucje nalezy traktowac jako niepodzielng ca-
to$¢, jako swoistg ,,czarng skrzynke”?. Dowdd matematyczny opie-
rajacy sie na obliczeniach kwantowych opieralby sie wiec na zaufa-
niu do dziatania takich kwantowych czarnych skrzynek. Pomiar jest
wykonywany dopiero na koncu catego ciggu operacji, nie mozemy
»zaglada¢” do ukladu kwantowego w trakcie jego ewolucji. Ewolu-
cja ukfadu nie przebiega zgodnie z instrukcjami jakiejkolwiek ma-
szyny Turinga - nie jest to wiec obliczenie w klasycznym sensie tego
stowa*. Nie mozna twierdzi¢, ze ukfad fizyczny wykonuje to samo

* Oczywiscie w trakcie ewolucji mozemy wyr6zni¢ szereg etapow (np. przejéc re-
jestrow przez kolejne bramki kwantowe), jednak nie mozna przerwa¢ procedu-
ry i wykona¢ pomiaru w trakcie — w tym sensie méwie tu o dowodzie kwanto-
wym jako niepodzielnej calosci.

Aby uniknga¢ potencjalnych nieporozumien, przypomne, ze klasa probleméw
rozstrzygalnych za pomoca algorytméw kwantowych jest identyczna z klasa
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co czlowiek, tyle ze szybciej - jego dzialanie opiera si¢ bowiem na
zupelnie innej zasadzie niz klasyczny proces obliczeniowy. Na obli-
czenie nie mozemy juz patrze¢ jako na pewien wyidealizowany pro-
ces logiczny (zaimplementowany w komputerze), ale jako na pewien
proces fizyczny, ktorego ewolucja wigze si¢ w fundamentalny spo-
sob ze specyfikg $wiata kwantowego. Realizacja tego procesu jest
mozliwa tylko w $wiecie kwantowym i tylko eksperyment kwantowy
dostarczy nam tej nowej wiedzy matematycznej. Jesli wiec uznamy
kwantowe dowody za prawomocne, to problem wiedzy matematycz-
nej zostaje uwiklany w caly splot trudnosci filozoficznych zwigza-
nych z mechanikg kwantowa: problem pomiaru, problem interpre-
tacji mechaniki kwantowej, problem splatania stanéw kwantowych
(ktory nie ma klasycznego odpowiednika) etc. Filozofia matematyki
zacigga wigc powazny dlug u filozofii fizyki.

Zauwazmy, ze argumenty na rzecz tezy, iz klasyczne dowody
komputerowe nie réznig sie — co do istoty — od zwyklych dowodow,
opieraja si¢ m.in. na argumencie, iz dowdd komputerowy ma taka
sama strukture co dowdd zwykly i ze jest — przynajmniej teoretycz-
nie - mozliwy do zweryfikowania (w kazdym razie, nawet jesli nie je-
steSmy w stanie sprawdzi¢ calego dowodu, to mozemy wybra¢ pewien
fragment i przesledzi¢ obliczenia). Nie mozna jednak uzy¢ tego argu-
mentu w stosunku do dowodu kwantowego. Tutaj bowiem juz na po-
ziomie algorytmu wykorzystujemy specyfike zjawisk kwantowych.

Sadze, ze nowa jakos¢, jaka hipotetyczne dowody kwantowe
wnosza do tej dyskusji, jeszcze lepiej bedzie widoczna w przypad-
ku modeli hiperobliczen (ktore sg przedmiotem analiz w rozdziale
piatym).

3.2. Problem sily eksplanacyjnej dowodow kwantowych

Drugi problem to poznawcza warto$¢ tak uzyskanych wynikow.
Przypus$émy, ze pewien problem matematyczny P zostal rozwigza-
ny za pomocg komputera kwantowego, nie znamy zas szybkiego al-

probleméw rozstrzygalnych klasycznie (réznica tkwi w czasie obliczen). Mam
tu na mygli fakt, Ze sama ewolucja kwantowa nie stanowi realizacji algorytmu
klasycznego.
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gorytmu klasycznego, ktory robilby to samo. Mozemy sobie wyobra-
zi¢ (zgodnie ze scenariuszem rozwazanym wcze$niej), ze komputer
kwantowy po tygodniowej pracy ustalil, iz hipoteza Riemanna ma
dowdd i poinformowal nas o tym*'. Czy uznamy, ze posiadamy fak-
tycznie wiedze na temat hipotezy Riemanna i Ze status owej wiedzy
nie rézni si¢ od statusu np. wiedzy na temat 4-kolorowalnosci gra-
fow planarnych?

W poprzednim rozdziale rozwazaliSmy przyklad hipotetyczne-
go superszybkiego komputera (szybszego od naszych o czynnik rze-
du np. 2°°). Teoria obliczenn kwantowych pokazuje, ze tego typu
kwestie nie maja charakteru czysto spekulatywnego. Gdyby istnia-
ty komputery kwantowe, moglyby (przy pewnych dodatkowych wa-
runkach) petni¢ funkcje takiego wlasnie superkomputera. Problem
rozumienia i eksplanacyjnej roli dowodu nabiera wigc - mozna
rzec — wiekszej dramaturgii i przestaje by¢ problemem czysto speku-
latywnym (cho¢ oczywiscie nalezy pamigta¢ o tym, ze na razie kom-
puteréw kwantowych nie ma). Analizy dotyczace dowoddéw kwanto-
wych wprowadzajg niewatpliwie nowg jakos¢ do tej dyskusji’~.

Dalsze rozwazania dotyczace problemu eksplanacyjnej sity do-
wodow ,,superkomputerowych” odkladam do kolejnego rozdziatu,
dotyczacego hiperobliczen. Sadz¢ bowiem, ze w tym kontekscie pro-
blem éw mozna sformutowa¢ w najbardziej wyrazisty sposob (stosu-
jacy sie réwniez do problemu dowodéw kwantowych).

3t Komputer mégtby po prostu bada¢ formalne dowody w ZFC, poszukujac do-
wodu hipotezy Riemanna. Gdyby na niego natrafil, przesylalby do nas raport.
Jesli hipoteza Riemanna faktycznie ma dowdd, zas komputer bedzie miat dosta-
tecznie duzo czasu, to na niego natrafi (cho¢ oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze na-
wet komputer kwantowy bedzie potrzebowat na to np. 1000 lat).

3 Jest kwestig otwartg, czy - i w jakim sensie - istnienie takich dowodéw miato-
by jakiekolwiek znaczenie dla dyskusji dotyczacej algorytmizowalnosci naszych
proceséw myslowych. Jak sadze, z istnieniem dowodéw kwantowych mozna
pogodzi¢ zaréwno teze komputacjonizmu, jak i jej negacje. Sam fakt potencjal-
nego istnienia dowodéw kwantowych nie stanowi zatem argumentu ani za, ani
przeciwko algorytmizowalnos$ci proceséw umystowych (czy nawet weziej: algo-
rytmizowalnosci dzialalno$ci matematycznej).
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Hiperobliczenia a status dowodow
matematycznych

W tym rozdziale przedmiotem zainteresowania bedg zjawiska nieal-
gorytmiczne i ich znaczenie dla dyskusji dotyczacej natury dowodu
matematycznego. Jest on naturalng kontynuacjg dwoch wcze$niej-
szych rozdzialéw. Odnotujmy bowiem oczywisty fakt: komputer sta-
nowi najsilniejsze spos$rdd urzadzen fizycznych (takich jak: liczydto,
arytmometr, kasa sklepowa), ktorymi wspieramy si¢ przy rozwigzy-
waniu probleméw matematycznych. Jego teoretycznym modelem
jest maszyna Turinga, wyznaczajaca oczywiscie pewne ograniczenia.
W poprzednim rozdziale byla mowa o przeszkodach praktycznych
i 0 mozliwoéci ich przetamania przez wykorzystanie specyfiki $wiata
kwantowego. Istnieja jednak réwniez granice teoretyczne — nie kazdy
problem daje si¢ rozstrzygna¢ algorytmicznie (tj. za pomoca maszy-
ny Turinga). Klasycznym przykladem problemu nierozstrzygalnego
jest tzw. problem stopu (halting problem)'. Oznacza to w szczeg6l-
noéci, ze w klasie algorytmicznych ukfadéw fizycznych (tj. uktadow
implementujgcych maszyne Turinga) nie znajdziemy takiego, ktory
moglby zosta¢ uzyty do rozwigzania tego typu kwestii.

Nie musi to jednak znaczy¢, ze taki uklad fizyczny w ogole
nie istnieje — czyli ze wszystkie procesy fizyczne majg algorytmiczny
charakter. Mozna bowiem rozwaza¢ (zaré6wno czysto matematycz-

Nie istnieje ogdlny algorytm (tj. maszyna Turinga), ktéra — otrzymujac jako
dane opis pewnej maszyny Turinga M oraz dane wejéciowe x — bylaby w stanie
stwierdzi¢, czy maszyna M zatrzyma si¢ dla danych wejsciowych x (cidle: nie
istnieje taki uniwersalny algorytm dzialajacy dla wszystkich danych na
wejsciu maszyn M i danych x). Innym przyktadem problemu nierozstrzygalne-
go algorytmicznie jest 10 problem Hilberta: czy dany wielomian o wspotczyn-
nikach calkowitych ma rozwigzanie?
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ne, jak i fizyczne) modele proceséw niealgorytmicznych i postawic
pytanie o to, czy — i w jaki sposéb — mozna byltoby je wykorzystaé
do wzbogacenia naszej wiedzy matematycznej. Ta problematyka jest
przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale. Oczywiscie bytoby
trudno broni¢ tezy, iz w dajacej sie przewidzie¢ przysztosci te mode-
le zostang zaimplementowane®. Jednak nawet jesli potraktujemy je
jako czysto myslowe eksperymenty, to sadze, Ze stanowiag one wazny
impuls dla filozoficznej analizy natury matematyki.

1. Uwagi wstepne

W trakcie dotychczasowej dyskusji dotyczacej dowodéw kompute-
rowych i kwantowych przedmiotem zainteresowania byl m.in. pro-
blem czynnika empirycznego w matematyce i statusu wiedzy uzy-
skanej przy uzyciu komputeréw - z podkresleniem relacji miedzy
wiedzg matematyczng a fizyczng. Zagadnienie to bedzie dyskuto-
wane rowniez w tym rozdziale - w kontekscie modeli hiperoblicze-
niowych. Pojawia si¢ przede wszystkim pytanie o status poznawczy
potencjalnej wiedzy uzyskanej za pomoca tego typu hipotetycznych
procedur o charakterze empirycznym. Czy jest to wiedza matema-
tyczna? Czy mozna byloby tu méwi¢ o nowym rodzaju matematycz-
nej argumentacji? Czy mamy do czynienia z nowym typem dowo-
déw matematycznych? Podejmuje tu probe wyjasnienia roli metod
hiperobliczeniowych i statusu zdobytej tak wiedzy w duchu quasi-
-empirystycznej filozofii matematyki Quinea.

Zajmowalismy si¢ réwniez problemem klasy zjawisk fizycznych,
ktére moglyby (przynajmniej teoretycznie) zostaé wykorzystane w pro-
cesie wzbogacania naszej wiedzy matematycznej. W tym rozdziale
zaprezentuje jeden z najciekawszych modeli teoretycznych.

Przedmiotem analizy bylo tez wyjaénianie i rozumienie w ma-
tematyce: w przypadku procedur hiperobliczeniowych z pewnoscia
odczuwalibysmy tu pewnego rodzaju niedosyt (w dalszej czesci roz-

* Jesli w ogdle doczekaja sie implementacji, to — z definicji — nie na zwyktym

komputerze, ale na urzadzeniu innego typu.
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dzialu wyjasnie, dlaczego 6w niedosyt bedzie jeszcze silniejszy niz
w wypadku zwyktych dowodéw komputerowych czy nawet kwan-
towych). Mozna postawi¢ pytanie, czy taki dowdd, ktory nie daje
wyjasnienia (i nie pociaga za sobg rozumienia) rzeczywiscie stano-
wi pelnoprawny wklad w tworzenie wiedzy matematycznej. Wszak
przedmiotem zainteresowania tej dziedziny wiedzy nie jest jedynie
fakt, ze pewne twierdzenia daja si¢ formalnie wywie$¢ z pewnych
teorii. Takie stanowisko byloby bliskie formalistycznej wizji ma-
tematyki, ale przeciez w praktyce mamy do czynienia z pytaniami
i przekonaniami matematykoéw, ktére maja inny charakter: np. pyta-
nie o to, czy dane twierdzenie jest doniosle (glebokie, wazne, piekne
etc.), albo o to, jaka role odgrywa w danej koncepcji. Czym innym
jest wiedza, ze pewien dowdd jest (formalnie) poprawny, zas czym
innym przekonanie, ze ma on charakter czysto trickowy, ,,sitowy” -
albo wlasnie gleboki i pomystowy. Matematyk ma $wiadomos¢, ze
dowody mogg istotnie si¢ rdzni¢: jeden faktycznie formalnie prowa-
dzi do wyniku, ale nic nie wyjasnia i w gruncie rzeczy jest niezrozu-
miate, dlaczego dziata; inny za$ ukazuje, na czym polega splot idei
matematycznych. Istnieje caly katalog tego typu pytan ,,okotomate-
matycznych’, dotyczacych np. tego, czy pewna koncepcja jest spoj-
na i naturalna, czy pewna teoria matematyczna trafnie ujmuje nasze
preteoretyczne intuicje’, czy pewien aksjomat dobrze wyraza intu-
icyjne przekonania, czy jest wiarygodny. Nie ulega watpliwosci, ze s3
one istotne poznawczo i ze zarazem wykraczaja poza badania syste-
moéw formalnych.

Dyskusja dotyczaca modeli hiperobliczen w naturalny sposéb
wiaze sie z omawianym w rozdziale pierwszym problemem ewolu-
¢ji w rozumieniu dowodu matematycznego: od (mdwigc w ogdlnych
zarysach) ujecia kartezjanskiego do ujecia w duchu formalizmu.
Model Turinga, jako uniwersalny, harmonizuje z formalistyczna
wizjg matematyki, w szczegolnosci z formalistyczna wizja dowodu
matematycznego jako ciggu manipulacji na symbolach. Pozwala na

*  Mozemy zastanawiac si¢, czy np. znane definicje s3 dobrymi ujeciami naszego
preteoretycznego pojecia np. ciaglosci lub prawdopodobienstwa, a standardo-
wy wspolczesny przyktad to dyskusja dotyczaca tezy Churcha.
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klarowne zdefiniowanie tego, na czym polega procedura rozwiazy-
wania probleméw matematycznych. Jednak pojawienie si¢ modeli
hiperobliczen stawia ten problem w nowym $wietle, bowiem wiedza,
ktérg mozna uzyskac¢ za pomocg owych (podkreslmy - hipotetycz-
nych!) hiperobliczeniowych uktadéw, wykracza poza wiedz¢ mozli-
wa do uzyskania w ramach paradygmatu formalistycznego i pokazu-
je istote problemu semantycznej zawartosci dowoddw.

Dotykamy tutaj réwniez zagadnienia algorytmicznosci aktow
poznawczych matematyzujacego umystu. Nie ulega watpliwosci, ze
szereg operacji matematycznych ma charakter mechaniczny (np.
przeksztalcanie wyrazen algebraicznych etc.). Naturalne jest jed-
nak pytanie, jak duzy fragment czynnosci poznawczych matematy-
ka mozna imitowa¢ w ten sposob, czyli jaka ich cz¢§¢ mozna sfor-
malizowac¢ i zmechanizowaé. W szczeg6lnosci pytamy o to, czy za
pomocg komputera mozna w jaki$ sposob nasladowaé proce-
Sy poznawcze towarzyszace uprawianiu matematyki. ,,Imitacja my-
$§lenia matematycznego” to niewatpliwie szczegoélny przypadek ogol-
nego problemu algorytmicznosci naszych proceséw myslowych.
Gdyby bowiem nasze myslenie miato w catosci charakter algoryt-
miczny, to w szczegolnoéci réwniez nasze myslenie matematyczne
musialoby mie¢ taki charakter. Jesli zatem przyjelibysmy teze rady-
kalnego komputacjonizmu w filozofii umystu, powinnismy konse-
kwentnie uzna¢, ze réwniez nasze poznanie matematyczne daje si¢
zalgorytmizowa¢ (gdyz nasze operacje umystowe maja — na odpo-
wiednio gltebokim poziomie — charakter algorytmiczny). W druga
strone implikacja nie musi zachodzié: teoretycznie jest mozliwe, ze
nasze my$lenie nie ma charakteru mechanicznego, natomiast czyn-
nosci poznawcze pojawiajace si¢ przy uprawianiu matematyki takie
wlasnie sa*.

4 Podobny poglad zywi wiele 0sob nierozumiejacych istoty matematyki — uwa-
zaja, ze bycie dobrym matematykiem sprowadza si¢ do umiejetnosci szybkie-
go wykonywania réznych skomplikowanych obliczen (co nie wystarczy, aby by¢
np. dobrym poetg). Jest to oczywiscie bardzo naiwny poglad, ale by¢ moze ja-
kies $lady tego typu myslenia tkwig u podloza przekonania o mozliwosci pelnej
formalizacji i mechanizacji matematyki. Wszak stanowisko radykalnego formali-
zmu glosi, Ze zasadniczym przedmiotem badan tej dyscypliny s przeksztatcenia
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Kiedy dyskutujemy o problemie formalizacji i mechanizacji my-
$lenia, mamy na mysli oczywiscie gtéwnie ,twardg” wiedz¢ mate-
matyczna: o tym, ze dowod jest poprawny, czy ze dane zdanie wyni-
ka formalnie z przyjetych zatozen lub ze dla udowodnienia danego
twierdzenia sg konieczne takie, a nie inne zatozenia etc. Jednak np.
samo uzasadnianie takich, a nie innych regul nie ma juz charakte-
ru czysto formalnego. Sadze, ze dyskusja dotyczaca hiperobliczen
moze rzuci¢ pewne $wiatlo na nasze rozumienie réwniez owej wie-
dzy ,,okotomatematycznej” i inspirowac rozwazania na temat zwig-
zanych z nig mechanizméw poznawczych.

2. Zagadnienie algorytmicznosci przetwarzania informacji

Na problem dowodzenia twierdzen matematycznych mozna spoj-
rze¢ od strony proceséw przetwarzania informacji’. Z tego punktu
widzenia komputer (maszyna Turinga) jest mechanicznym narze-
dziem stuzacym do tego celu. W naturalny sposéb pojawia si¢ pyta-
nie, czy mozna mysle¢ o szerszej klasie systemow przetwarzajacych
informacje, ktére w szczegoélnosci mogtyby - przy odpowiednich
warunkach - rozwigzywa¢ problemy nierozstrzygalne algorytmicz-
nie (czyli za pomocg maszyny Turinga). Dla nas jest ciekawe pyta-
nie, czy takie systemy mozna byloby wykorzysta¢ przy zdobywaniu
nowej wiedzy matematycznej, przede wszystkim przy dowodzeniu
twierdzen. Zauwazmy tutaj, ze szczeg6lnym przypadkiem tego pro-
blemu jest pytanie o to, czy umyst matematyka jest algorytmicznym,
czy niealgorytmicznym systemem przetwarzania informacji.
Pytanie dotyczace systemdw niealgorytmicznych nie ma cha-
rakteru czysto spekulatywnego. Dyskusja na ten temat toczy si¢ juz
od dluzszego czasu i istnieje szereg modeli teoretycznych tego typu

symboliczne — majace formalny i mechaniczny charakter - i ze to one niejako
wyczerpuja jej istote.

> Robi to explicite algorytmiczna teoria informacji Chaitina (por. np. Chaitin
1987), gdzie stosuje sie pojecia i metody teorii informacji do opisu zjawisk me-
tamatematycznych (w tym zjawisk typu godlowskiego).
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struktur. Przedstawie¢ tutaj wybrane, ktore sg najciekawsze dla dys-
kusji filozoficznej.

Termin ,hiperobliczenie” (okreslajacy procedury wykraczaja-
ce poza mozliwo$ci maszyny Turinga) zostal wprowadzony w pracy
Copelanda i Proudfoot (1999). Sami autorzy jednak podkreslaja, ze
dotyczy on problemu rozwazanego w literaturze juz od dawna. Co-
peland twierdzi wrecz, ze za jednego z ,,0jcow zalozycieli” teorii hi-
perobliczen mozna uzna¢ Turinga (Copeland 2002). Copeland ma
na mysli jego badania dotyczace tzw. maszyn z wyrocznia (w ter-
minologii Turinga — o-machines, por. Turing 1938)”. Maszyna z wy-
rocznig rozni sie od zwyklej maszyny Turinga tym, ze dopuszcza
pewna dodatkowa procedure, w ramach ktorej zadaje wyroczni py-
tanie dotyczace wartosci pewnej nierekurencyjnej funkejif,
a wyrocznia w jednym kroku udziela na nie odpowiedzi®. Wyrocz-
nia moze np. zna¢ odpowiedzi na wszystkie pytania w postaci: ,,Czy
maszyna o numerze n zatrzyma si¢ dla danych wejsciowych m?”
i udziela¢ ich w jednym kroku. Proces obliczenia maszyny z wyrocz-
nig mozna wyobraza¢ sobie jako zwykle obliczenie, w ktérym do-
datkowo pojawia sie¢ nieredukowalna procedura zadawania pytania
o warto$¢ fln) dla pewnej funkeji f. Z czysto technicznego punktu
widzenia nalezy po prostu postulowac istnienie pewnego dodatko-
wego stanu wewnetrznego (stanu ,,pytajnego’). Je$li maszyna znaj-
dzie sie w nim, wéwczas zadaje wyroczni pytanie dotyczace wartosci
funkcji f dla danych znajdujacych sie na tasmie, a nastepnie uzyskuje

Prezentacja calosci problematyki wykracza poza ramy tej ksigzki. Czytelnik
znajdzie monograficzne ujecie w Syropoulos 2008; wiele informacji zawierajg
tez przegladowe prace: Copeland 2002, 2004, Cotogno 2003, Ord 2006, Stan-
nett 2006. Problematyce hiperobliczen s3 po$wigcone tez numery specjalne
“Minds and Machines” (No. 12, 2002; No. 13, 2003), “Applied Mathematics and
Computation” (No. 178, 2006), “Theoretical Computer Science” (No. 317, 2004)
i inne. Czytelnik zainteresowany problematyka znajdzie duzo informacji na
stronie http://hypercomputation.net.

Podobnie stawiajg sprawe np. Shagrir i Pitowsky (2003). Por. jednak uwagi Da-
visa i Hodgesa przytaczane w dalszej czesci tekstu.

Sciéle: w dowolnym momencie maszyna ma prawo zada¢ pytanie ,,Ille wynosi
f(n)?” i otrzyma odpowiedz w jednym kroku.
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odpowiedz®. To prowadzi do nowej hierarchii, przy definicji ktorej
podstawowe znaczenie odgrywa pojecie obliczalno$ci relatywnie do
wyroczni f: powiemy, ze g jest obliczalna relatywnie do f, jesli moze-
my obliczy¢ wartosci funkeji g, majac do dyspozycji wyrocznie, kto-
ra informuje nas o warto$ciach funkcji f*°. Rzecz jasna - klasa zwy-
ktych funkcji obliczalnych to klasa funkcji obliczalnych relatywnie
do pustej wyroczni.

Copeland traktuje wigc maszyne Turinga z wyrocznig jako naj-
ogolniejszy model dla hiperobliczen. Nie wiadomo jednak, czy jest to
zasadne — np. Davis (wybitny znawca problematyki) twierdzi wprost,
ze takie podejscie to zwykle nieporozumienie, bo celem Turinga
nie bylo przeciez rozwazanie hiperobliczen, ale badanie wzajem-
nych relacji, jakie zachodza miedzy pewnymi problemami nie-
obliczalnymi (Davis: 2004, 2006). Podobna opini¢ wyraza Hodges,
ktéry uwaza, ze model maszyny z wyrocznig to jedynie narzedzie
matematyczne, dzieki ktéremu mozna bada¢ pojecie rozstrzygal-
nosci — relatywnie do zadanej (przez wyroczni¢) nierekurencyjnej
funkeji f (Hodges 2011). Sama wyrocznia zas$ jest (na ogot) silniej-
sza niz dowolny komputer i nie stanowi modelu dla zadnej opera-
¢ji komputerowej (mozna tu dodaé: w rozsadnym sensie tego ter-
minu)". Przy tym ujeciu traktowanie maszyny Turinga z wyrocznig
jako hiperkomputera jest pewnym naduzyciem.

Jednak niezaleznie od kwestii historycznych (czy terminologicz-
nych), nie ulega watpliwosci, ze problem istnienia modeli procedur,
ktdre rozwigzujg kwestie nierozstrzygalne algorytmicznie ma cha-
rakter naturalny. Mozna tu wyrdzni¢ dwa podstawowe aspekty:

»Przypusémy, ze mamy do dyspozycji blizej nieokreslony rodzaj wyroczni. Nie
bedziemy blizej wnika¢ w jej nature poza stwierdzeniem, Ze nie moze to by¢
maszyna. Z pomoca tej wyroczni mozemy stworzy¢ nowy typ maszyny (nazwij-
my je o-maszynami), ktérych jednym z podstawowych proceséw bedzie proces
rozwigzywania zadanego problemu teorioliczbowego” (Turing 1938: 173).

W przypadku badan dotyczacych relatywnej obliczalnosci réwniez mamy do
czynienia z caly hierarchig stopni (bedacych klasami abstrakcji problemoéw
wzajemnie rozstrzygalnych). Istnieje kontinuum owych stopni, a wigc tworza
bardzo bogata strukture (por. np. Lerman 1983, Simpson 1977).

Sam Turing zresztg zauwazal, ze wyrocznia nie ma charakteru maszyny (Turing
1938: 173).
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1. matematycznego, czysto teoretycznego opisu takich modeli;

2. fizycznego sensu takich modeli.

Niektore modele bowiem wydajg si¢ mie¢ charakter wylacznie
spekulatywny, jednak w przypadku wielu z nich mozna zasadnie
twierdzi¢, iz posiadajg dobrze okreslony sens fizyczny (niezaleznie
od praktycznego problemu ich implementacji).

Problematyka hiperobliczen ma takze zwigzek z zagadnieniem
tzw. supertasks*>. Inspiracji dla rozwazan tego typu zjawisk mozna
doszuka¢ si¢ juz w starozytnosci (paradoksy Zenona), za$ w czasach
najnowszych o tego typu zjawiskach moéwili np. Blake, Russell czy
Weyl*s. Najogélniej chodzi tutaj o sekwencyjne procesy, w ktérych
w skonczonym czasie mozna wykona¢ nieskonczenie wiele krokow.
Tak sie dzieje, np. gdy kazdy kolejny krok jest wykonywany dwa razy
szybciej niz poprzedni. Jesli wiec wykonanie pierwszego z nich zaj-
mie 1 minute, to w chwili t =2 caly (nieskoniczony) proces bedzie juz
zakoniczony'.

Procedury typu supertask niosa ze sobg problemy pojecio-
we (chodzi np. o to, czy stan uktadu p o wykonaniu owego zadania
jest w ogdle okreslony; taki problem stawia np. Thomson - w pra-
cy z 1954 roku - na przykladzie gasnacej i zapalajacej si¢ lampy),
za$ zalozenie dotyczace tego, ze dane urzadzenie fizyczne dziala co-
raz szybciej jest niefizyczne*s. Niektore z modeli hiperobliczen wy-
kazujg podobienstwo do supertasks, jednak nie zawsze tak jest. By-

> Nie jest mi znany polski odpowiednik; pozostane wiec przy terminie angielskim.

Russell rozwaza problem wykonania nieskonczenie wielu operacji w skonczo-
nym czasie - kazda kolejna jest dwukrotnie szybsza od poprzedniej (Russell
1936). Weyl réwniez rozwaza ciag nieskonczenie wielu czynnosci w skonczo-
nym czasie w odniesieniu do zagadnien dotyczacych liczb naturalnych (Weyl
1949). Podobny motyw pojawia sie tez we wczesnej pracy Blakea (1926).

' Nie bede tu przedstawial modeli takich zjawisk; dobrym Zrédlem informacji
(zawierajacym takze obszerng bibliografie) jest np. artykut Laraudogoitii (2011).
O historii problematyki traktuje m.in. Copeland 2002a; praca ta zawiera row-
niez opis przyspieszajacej maszyny Turinga, ktérg mozna uznac za teoretyczny
model dla supertasks.

Por. np. wczesng dyskusje w pracach: Thomson 1954, Benacerraf 1962, Chihara
1965; czy bardziej wspdlczesna, np. Earman, Norton: 1993, 1996. Niefizycznosé
owych modeli mozna obserwowac¢ z punktu widzenia np. mechaniki kwantowej
i ogélnej teorii wzglednosci.

13
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toby btedem traktowanie proceséw hiperobliczeniowych po prostu
jako realizujacych pewnego typu supertask, warto jednak pamietaé
o takich inspiracjach.

3. Niektore teoretyczne modele hiperobliczen

Naturalna grupa modeli proceséw hiperobliczeniowych stanowi
uogodlnienie klasycznej maszyny Turinga przez rozwazenie niestan-
dardowego czasu obliczen'®. W (standardowej) maszynie Turinga
czas maszyny T ma typ porzadkowy o_ (czyli maszyna moze wy-
konywac¢ potencjalnie nieskoficzenie wiele krokéw w stalych odste-
pach czasu). Czas maszyny T pozostaje w pewnej relacji do czasu
obserwatora T ; relacje te wigze funkcja observe: T —T . Intuicyjnie,
funkcja observe méwi nam, w ktérym momencie (naszego czasu)
obserwujemy dany etap obliczenia’”. W standardowym przypadku
jest ona wspotkoncowa w T, (czyli nieco upraszczajac: nie jesteSmy
w stanie zaobserwowac¢ calosci obliczenia maszyny M w czasie, kto-
ry z naszego punktu widzenia ma charakter ograniczony)*®. Przypu-
$¢my jednak, ze funkcja observe nie jest wspétkoncowa w T, czyli, ze
zaobserwujemy calos¢ obliczenia maszyny M przed pewnym ustalo-
nym momentem czasowym t_(*). Taki model jest silniejszy niz stan-
dardowy model obliczen: jedli np. maszyna M zapetli sie dla pew-

Tak przedstawia problem np. Stannett (2006).

V' Wymaga to przyjecia naturalnych zalozen dotyczacych T, np. tego, ze na T, zo-
stat zadany pewien porzadek i ze funkcja observe go zachowuje (tj. obserwuje-
my etapy obliczen zgodnie z ich kolejnoscia) etc. Natomiast funkcja ta nie musi
by¢ w ogdlnym wypadku identycznoscig: moze si¢ przeciez zdarzy¢, ze obser-
wujemy dziatania maszyny Turinga z op6znieniem (a skala tych op6znien moze
si¢ zmieniac).

Jesli (X, <) i (X*, <*) to dwa porzadki liniowe, wowczas wspotkoncowos¢ funk-
Gji f(X, )—>(X*, <*) znaczy po prostu, ze Vx*e X*IxeX (x*<f(x)), czyli warto-
$ci funkcji fznajda si¢ dowolnie daleko w X*.

Formalnie: sup{observe(t):teT }=t dla pewnego t €T . Zauwazmy, ze w taki
sposdb mozna interpretowaé wykonanie supertask: mozemy w czasie (z nasze-
go punktu widzenia) ograniczonym zaobserwowa¢ wynik dzialania pewnego
sekwencyjnego procesu, ktérego czas wlasny to o .
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nych danych wejsciowych, to w standardowym modelu nie mamy
mozliwosci, aby sie o tym dowiedzie¢, natomiast w przypadku tego
modelu mozemy ten fakt zaobserwowac. Podkreslmy, ze wzmocnie-
nie sily obliczeniowej nie polega na tym, iz sama maszyna Turinga
zostaje poddana modyfikacji, ale na tym, Ze jej czasowa (czy raczej:
czasoprzestrzenna) relacja wzgledem obserwatora jest nietypowa.
W dalszej czgsci rozdziatu bedziemy rozwazac fizyczng realizacje ta-
kiej sytuacji.

Standardowy model mozemy tez uogélni¢ przez rozwazanie in-
nych struktur czasowych i rozwaza¢ np. czas bedacy liczba porzad-
kowa a>w . Warto tu zauwazy¢ (por. np. Shagrir 2004), Ze tego typu
modele usuwaja pewne trudnosci pojeciowe, ktore pojawiaja sie
w przypadku niektérych supertasks. Chocby w przypadku supertask
realizowanego za pomocg przyspieszajacej maszyny Turinga (w kto-
rej kazdy kolejny krok jest wykonywany dwa razy szybciej od po-
przedniego) pojawia si¢ problem ciaglosci w chwili t =2. Z punk-
tu widzenia definicji dziatania takiej przyspieszajacej maszyny ten
moment czasowy po prostu wykracza poza model i stan maszy-
ny w tej chwili nie jest okreslony. Innymi stowy, pytanie o jej stan
w chwili t =2 nie ma sensu (podobnie jak pytanie o to, co bedzie
sie dzialo zaraz po koncu czasu). Te trudno$¢ usuwa si¢ w mode-
lu maszyn Turinga z czasem nieskoniczonym o>w . Nalezy jed-
nak pamieta¢, ze taka maszyna Turinga to inny model i Ze ta rézni-
ca widoczna jest juz na poziomie definicji samej maszyny (a nie jej
relacji z obserwatorem). W tego typu modelach musimy dodatko-
wo wprowadzi¢ warunek definiujacy to, co dzieje si¢ w krokach gra-
nicznych A: stany maszyny w momentach czasowych a<\ wyzna-
czaja stan w chwili L. Oczywiscie w kroku granicznym nie mozemy
uzalezni¢ stanu maszyny w chwili A od stanu maszyny w kroku po-
przednim (bo takiego po prostu nie ma), ale od calego wczesniejsze-
go procesu obliczenia — np. od tego, czy o pojawialo sie nieskoncze-
nie wiele razy albo czy stan maszyny si¢ ustabilizowal etc. Modele
maszyn Turinga z czasem nieskoniczonym sg badane np. w pracach:
Hamkins, Lewis 2000, Hamkins 2002 (tam tez znajdziemy wyniki
dotyczace sily obliczeniowej takiej maszyny, w zaleznosci od zada-
nej struktury czasowej).
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Oproécz rozwazania niestandardowych struktur czasowych, inne
uogodlnienia powstajg przez rozwazenie odmiennego sposobu repre-
zentacji danych lub zasobéw elementarnych operacji. W maszynie
Turinga dane sg reprezentowane przez dyskretne symbole (wystar-
czy alfabet zlozony z dwdch symboli: o i 1). Elementarne operacje
maszyny to operacje na pojedynczych symbolach zgodnie z instruk-
cjami z pewnej skonczonej listy. Mozna jednak rozwaza¢ mode-
le, w ktérych operacji dokonuje si¢ np. bezposrednio na liczbach
rzeczywistych, a nie na ich skonczonych reprezentacjach. Tak jest
w modelu z pracy Blum, Shub, Smale 1989 (por. tez Blum, Cucker,
Shub, Smale 1998)*. Innego typu modele zakladaja dostepnos¢ do-
datkowych elementarnych operacji. W klasycznej maszynie Turin-
ga elementarna akcja polega na odczytaniu z taSmy symbolu, ruchu
glowicy i wpisaniu na tasme symbolu (przy czym zbiér symboli, sta-
néw i instrukeji jest skonczony), jednak mozna rozwazaé¢ modele,
w ktorych urzadzenie potrafi np. obliczy¢ warto$¢ pewnej funkcji.
Na przyktad w modelu GPAC (General Purpose Analog Computer),
zdefiniowanym przez Shannona (1941), mamy do dyspozycji moz-
liwos¢ bezposredniego wyliczenia calki Riemanna-Stieltjesa®. Jej
uogdlnieniem jest teoria analogowych rekurencyjnych funkeji rze-
czywistych (Moore 1996, Costa, Loff, Mycka 2009). Mamy tam do
dyspozycji tzw. rekursje rozniczkows, czyli operacje generowania
rozwigzania pewnego ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych
(problemu Cauchyego — oczywiscie przy pewnych zalozeniach do-
tyczacych wyjsciowych funkgji). Jeszcze innym modelem jest model
analogowych sieci neuronowych (tzw. model ARNN - Analog Re-

°° Mozna problem obliczeni rozwaza¢ w bardziej ogdlny sposob, a dziatanie algo-
rytmu (maszyny Turinga) definiowa¢ nie relatywnie do skonczonego alfabe-
tu (tu wystarczy {o,1}), ale do struktur bogatszych (np. dowolnych pierscieni).
Oczywiécie mamy tutaj do czynienia z silng idealizacja wykraczajaca zdecydo-
wanie poza model Turinga, bowiem zaktadamy np., ze éw algorytm operuje
bezposrednio na elementach tej bogatej struktury (w szczegodlnosci rozpoznaje
nieskonczenie wiele symboli).

Sciglej: jesli u(x) i v(x) sa danymi funkcjami wejéciowymi, to GPAC liczy war-
tos¢ catki [u(x)dv(x)+a w przedziale od ¢, do t, gdzie t oraz a s pewnymi para-
metrami charakterystycznymi dla danego urzadzenia. Scista definicja modelu
GPAC zostala przedstawiona w pracy Pour-El 1974.

21
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current Neuronal Network), w ktérym mamy do czynienia z siecig
przetwarzajacg informacje w sposob niealgorytmiczny (model zo-
stal zdefiniowany w pracach Siegelmann, Sontag: 1994, 1995; por.
tez Siegelmann: 1998, 2003)2. Nie bedziemy tutaj rozwazac szczego-
téw technicznych tych modeli*.

4. Problem sensu fizycznego modeli hiperobliczeniowych

Istnieje zatem szereg modeli teoretycznych, pojawia sie jednak
problem ich sensu fizycznego. Na przykfad nie jest jasne, czy jaki-
kolwiek sens fizyczny mozna przypisa¢ maszynie Turinga z czasem
typu o . Powstaje wiec naturalna watpliwo$¢, czy rozwazania doty-
czace procesow niealgorytmicznych nie majg charakteru czczej spe-
kulacji. W dyskusjach sg formulowane réwniez zarzuty, ze ewentu-
alny efekt hiperobliczeniowy de facto polega jedynie na tym, iz do
danego ukladu zostaly juz uprzednio wprowadzone pewne
dodatkowe informacje. A zatem - twierdzg krytycy — mamy tu do
czynienia ze swoistym btednym kotem: aby uzyska¢ (zaimplemento-
wac czy zainicjowac) proces nieobliczalny, musimy juz uprzed-
nio mie¢ do dyspozycji pewien proces nieobliczalny*. Podobny
zarzut dotyczy problemu ewentualnego wydobycia informacji z sys-
temu hiperobliczeniowego przez pomiar. Bardzo krytycznie na te-
mat hiperobliczen wypowiada si¢ np. Davis (2004, 2006). Zarzuty
rzeczywiscie sa powazne: jesli faktycznie dla ustalenia wartosci ja-
kiego$ parametru nieobliczalnego (klasycznie) bytoby konieczne za-
danie na wejsciu wartoéci nieobliczalnej dla jakiego$ innego para-
metru, to czar hiperobliczen pryska. Dlatego za bardzo wazne dla
tej dyskusji uwazam wyniki Pour-El i Richardsa (Pour-El, Richards:

> Model jest silniejszy niz model Turinga, jednak jesli w ARNN ograniczymy si¢
do wymiernych warto$ci wag, otrzymamy model réwnowazny turingowskiemu
(Siegelmann, Sontag 1995). Jako ciekawostke mozna podac, ze sie¢ obliczajaca
wszystkie funkcje cze$ciowo rekurencyjne liczy 886 neuronéw.

»  Ciekawy przeglad problematyki zawieraja prace Mycka: 2006, 2010.

>4 Taki zarzut jest formulowany np. w stosunku do modelu ARNN, ktéry reduku-
je si¢ do modelu Turinga, jesli wspotczynniki sg obliczalne.
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1979, 1981, 1989). W pierwszej pracy dowodzg oni istnienia réwna-
nia rézniczkowego postaci y’(x)=F(x,y) zdefiniowanego na pewnym
obszarze (prostokacie) R, przy czym funkcja F(x,y) jest funkcjag obli-
czalng, natomiast rownanie nie ma obliczalnego rozwigzania na zad-
nym podobszarze R (*%). Jeszcze ciekawsze z punktu widzenia naszej
dyskusji sg wyniki z pracy Pour-El, Richards 1981, w ktdrej autorzy
wykazuja, ze istnieje tréjwymiarowe rownanie fali majace obliczalne
dane wejsciowe (a takze wspdtczynniki réwnania), lecz ktérego roz-
wigzanie nie stanowi funkeji obliczalnej. Jest to zatem opis proce-
su fizycznego, ktdry wyspecyfikowano w sposdb algorytmiczny, na-
tomiast sama ewolucja ukladu nie daje sie¢ symulowa¢ na maszynie
Turinga: to proces fizyczny tworzy wartoéci nieobliczalne. Kreisel in-
terpretuje wyniki Pour-El i Richardsa jako opis analogowego kom-
putera, ktory nie moze by¢ (nawet teoretycznie) symulowany za po-
mocg maszyny Turinga (Kreisel 1982: 9o1). Méwiac o analogowym
komputerze, ma na mysli dowolny system fizyczny, ktory realizu-
je odpowiednie procedury*. Wyniki Pour-El i Richardsa (wyniki
w podobnym duchu zawiera réwniez praca Pour-El, Zhong 1997)
pokazuja, ze rozwazaniom dotyczacym proceséw niealgorytmicz-
nych w zadnej mierze nie mozna postawi¢ zarzutu niefizycznosci
i czystej spekulatywnosci®.

Omawiane wyniki sg ciekawe z punktu widzenia rozwazan pro-
wadzonych znacznie weczesniej przez Kreisla (autorzy odwoluja si¢ do

» Nie wchodzac w szczegoly techniczne: liczba rzeczywista a jest obliczalna, je-
$li mozna poda¢ algorytm, ktéry bedzie mégt ja przyblizy¢ z dowolng zadana
z gory doktadnoscia (np. generujac ciag liczb wymiernych zbiezny do a, spel-
niajacy warunek Cauchy’ego).

Warto odnotowa¢ tutaj uzycie terminu ,,komputer analogowy”. Oczywiscie my
stosujemy termin ,komputer” w $ciéle okreslonym sensie (i ex definitione nasz
komputer jest cyfrowy). Pomijajac wzgledy terminologiczne, chodzi o istnienie
uktadu (urzadzenia) rozwigzujgcego problemy matematyczne i majacego ma
charakter analogowy.

Podobny problem byt rozwazany w pracy Scarpellini 1963, w ktérej autor zasta-
nawia sie, czy jest mozliwe skonstruowanie analogowego komputera mogace-
go wygenerowac funkeje f(x) taka, ze zdanie [f(x)cos(nx)dx > o jest nierozstrzy-
galne (za pomoca maszyny Turinga), natomiast 6w analogowy komputer bylby
w stanie stwierdzi¢ za pomoca bezposredniego pomiaru, czy faktycznie zacho-
dzi ta nierdwnosc¢.
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nich w swoich pracach). Badacz postawil w jednej ze swych rozpraw
(Kreisel 1974) zagadnienie istnienia statych fizycznych, ktdre nie sa
liczbami (rzeczywistymi) obliczalnymi, i zastanawiat si¢ nad proble-
mem, czy istnienie takich stalych mozna przewidzie¢ w ramach ist-
niejacych teorii fizycznych. W innym miejscu autor argumentuje,
ze zachowanie systemow fizycznych opisywanych w mechanice kla-
sycznej jest rekurencyjne, jednak nie musi by¢ tak w przypadku me-
chaniki kwantowej (Kreisel 1965: 44). Odnosit to réwniez do proble-
mu myslenia, twierdzac, Ze hipoteza, zgodnie z ktéra nasze myslenie
nie ma charakteru algorytmicznego, nie ma charakteru antymateria-
listycznego czy antyfizycznego®. Zdaniem Kreisla nie ma bowiem
zadnych danych $wiadczacych o rekurencyjnym charakterze me-
chaniki kwantowej — nie jest wszelako oczywiste, Ze rekurencyjnie
opisany system fizyczny musi wykazywa¢ zachowania rekurencyj-
ne, obliczalne (Kreisel 1967: 270). Wyniki Pour-El i Richardsa moz-
na interpretowa¢ znacznie silniej, jako $wiadczace przeciwko tezie
o algorytmicznym charakterze proceséw w mechanice klasycznej.
W tych interpretacjach nalezy jednak zachowaé pewng ostroznos¢.
Nie bytby uprawniony wniosek, ze oto mozemy skonstruowac urza-
dzenie fizyczne, w ktérym - za pomoca odpowiednich zjawisk falo-
wych - bedziemy mogli wytworzy¢ efekty hiperobliczeniowe. Spo-
strzezenia Pour-El i Richardsa majg charakter teoretyczny i nie jest
przy tym jasne, czy owe réwnania fali, o ktorych piszg, majg szanse
na fizyczne implementacje. Na przyktad w pracy Weihrauch, Zhong
2002 autorzy badaja propagacje fal na réznego typu przestrzeniach
funkcyjnych (przestrzenie funkgji ciaglych i przestrzeni Sobolewa)
i konkluduja stwierdzeniem, ze - w ramach rozsagdnego modelu ob-
liczen - nie wida¢ mozliwoséci implementacji ,,komputera falowego”
w oparciu o wyniki Pour-El i Richardsa (co oczywiscie nie wyklu-
cza istnienia innego typu zjawisk fizycznych stanowigcych takg im-
plementacje).

Powyzsze analizy dotycza mozliwosci fizycznego przetwarzania
informacji przez uklady niealgorytmiczne. Tak mozna patrze¢ na

8 Zwolennikiem tezy o niealgorytmicznosci naszego myslenia jest tez Penrose,
por. np. Penrose 1994.
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owg hipotetyczng ,,maszyne falowg” — bylaby ona ukladem fizycz-
nym, ktéry na wejsciu otrzymuje informacje (w postaci stosownych
parametréw ukladu i danych wejsciowych), za$ na wyjsciu generu-
je informacje, ktorej nie mogliby$my uzyska¢ za pomoca symulacji
algorytmicznej. Jest to zatem jawne odejscie od cyfrowego paradyg-
matu rozumienia informacji. W paradygmacie cyfrowym patrzymy
na informacje¢ jako na - méwigc najogdlniej — cos, co jest zakodo-
wane za pomocg ciggu o-1, zas operacje dokonywane na owych in-
formacjach (kodach) maja charakter algorytmiczny. Abstrahuje sie
wigc tutaj od aspektow fizycznych, traktujagc operowanie na infor-
macjach jako wyidealizowane procedury mechaniczne®.

Jesli jednak proces przetwarzania informacji bedziemy chcieli
ujacé szerzej, wowczas pytania o jego fizyczne aspekty nabierajg no-
wego znaczenia’®. Od dluzszego juz czasu zwraca si¢ uwage na fakt,
ze informacja i jej przetwarzanie majg aspekt nie tylko matematycz-
ny, ale tez fizyczny (czesto cytuje sie stwierdzenie ,, Informacja jest fi-
zyczna® pochodzace z klasycznej pracy Landauer 1961). W literatu-
rze sg dyskutowane np. fizyczne ograniczenia dotyczace mozliwosci
kodowania informacji, a takze — problem rozpraszania ciepta przy
obliczeniach nieodwracalnych. Swiadczy to o tym, ze pewne poje-
cia czysto matematyczne (np. obliczenie nieodwracalne) majg swoje
odbicie w postaci fizycznych zjawisk. Jednym z dyskutowanych pro-
blemdw jest w szczegolnosci to, jaki jest zakres pojecia obliczenia —
czy (i kiedy) mozna méwic¢ np. o tym, ze to Natura dokonuje pew-
nych obliczen®. Pojawia si¢ pytanie, czy procesy niealgorytmiczne

* Ograniczenia fizyczne s3 w tym sensie uwzgledniane w tych badaniach, ze jako
praktycznie obliczalne traktuje sie funkcje o ztozonosci wielomianowej. Jednak
i to stanowi pewng idealizacje — wszak algorytm o zlozonosci wielomianowej
O(n**') bytby w oczywisty sposob bezuzyteczny w praktyce.

Stynng wypowiedz Einsteina ,Boga nie obchodzg nasze problemy matematycz-
ne. On calkuje empirycznie’, mozemy interpretowaé w tym duchu.

Istnieje szereg zjawisk przyrodniczych, ktore mozna interpretowa¢ jako obli-
czenia (procesy fizyczne i biologiczne, np. synteza bialek czy rozmnazanie bak-
terii) i ktére mozna wykorzysta¢ w modelach obliczeniowych. Od 2002 roku
ukazuje si¢ czasopismo “Natural Computing” poswiecone tej problematyce.
Ciekawy ilustracje takiego typu obliczenia stanowi (wspomniany w rozdziale
trzecim) ,,linowy komputer” Gaudiego.
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tez mozna uzna¢ za forme przeksztalcania informacji (przy czym —
by¢ moze — samo rozumienie informacji musiatoby zosta¢ zmody-
fikowane). Sadzg, iz odpowiedz jest pozytywna: np. wyniki Pour-El
i Richardsa mozna interpretowac tak, ze pewna informacja na temat
stanu ukladu fizycznego po okreslonym czasie ¢ niejako zawiera si¢
w specyfikacji ukltadu, ale nie jest mozliwe dotarcie do niej na dro-
dze algorytmicznej (nalezy po prostu rozpoczaé ewolucje i dokonaé
pomiaru).

W odniesieniu do matematyki owemu problemowi mozemy
nada¢ nastepujaca postaé: jak mozna rozumie¢ proces przetwarza-
nia informacji zawartych w teoriach matematycznych? W klasycz-
nym, turingowskim paradygmacie informacja zawarta w aksjoma-
tach formalnej teorii moze by¢ wydobyta (badz wykorzystana) przez
proces algorytmiczny (obliczenie badz dowdd). Prébg opisania re-
lacji ilo$ciowych, dotyczacych tego, ile informacji zawiera sie w da-
nych aksjomatach, jest algorytmiczna teoria informacji Chaitina3. To
niewatpliwie ujecie spojne z formalistyczna wizja dowodu matema-
tycznego jako pewnego procesu (co do zasady) zmechanizowanego.
Przejscie od wizji dowodu jako procesu semantycznego (opartego na
pewnych intuicjach) do wizji dowodu jako procesu formalnego (ob-
liczenia, por. rozdzial pierwszy) w naturalny sposéb kieruje w strone
paradygmatu turingowskiego. Wydaje sie zatem, ze formalistyczne
rozumienie procesOw przetwarzania informacji winno dominowac,
czy wrecz wykluczy¢, mozliwo$¢ innych interpretacji. Jednak da sie
wskaza¢ naturalne motywacje do wyjscia poza ten obraz i zadania
pytania o mozliwo$¢ niealgorytmicznego przetwarzania informa-
cji*’. Przede wszystkim nalezy dopusci¢ przy tym mozliwos¢, iz stan

3 W tym duchu mozna tez interpretowac zjawiska godlowskie: niedowodliwo$¢ -
swobodnie méwigc — oznacza, ze dane twierdzenie zawiera zbyt duzo informa-
cji, aby mozna je byto wydoby¢ z teorii.

Motywacja do rozwazania takiego niealgorytmicznego ujecia moze by¢ zaréw-
no analiza zachowania ukladéw fizycznych, jak i refleksja na temat np. intuicyjnej
oceny sily perswazyjnej argumentu. Problem ten wystepuje réwniez w matema-
tyce jako zagadnienie wiarygodnosci aksjomatow albo np. rzetelnosci formalne-
go ujecia pewnych intuicji preteoretycznych. Nie wydaje sie, aby éw problem
dat sie opisa¢ w duchu algorytmicznym.

33



HIPEROBLICZENIA A STATUS DOWODOW MATEMATYCZNYCH 173

uktadu fizycznego ,koduje” pewne informacje, cho¢ nie sg one moz-
liwe do zapisania w tradycyjnej postaci ciagu o—1 (34). W takiej sy-
tuacji nie byloby mozliwe dotarcie do informacji w inny sposéb niz
przez bezposrednie przeprowadzenie ewolucji uktadu i odpowied-
nie zinterpretowanie stanu koncowego.

5. Przyklad modelu fizycznego - relatywistyczna maszyna
Turinga

Granica migdzy modelami czysto matematycznymi a majacymi sens fi-
zyczny nie jest jasno okreslona. Nawet status hipotetycznego ,,kom-
putera falowego’, o ktérym mozna byloby mysle¢ w kontekscie wy-
nikéw Pour-El i Richardsa nie jest jasny. Modele majg sens fizyczny
zawsze relatywnie do okreslonej teorii fizycznej. Jednak zgodzimy sie,
ze modele, ktorych akcja rozgrywa sie w czasoprzestrzeni new-
tonowskiej i w ktorych zakladamy dowolnie duze predkosci albo
dowolnie male odcinki czasu, sa sprzeczne z fizyka relatywistycz-
ng (badz kwantowg) i w tym sensie majg charakter czysto matema-
tyczny. Rozwazania dotyczacego typowych supertasks moga miec
jedynie charakter eksperymentu myslowego na temat §wiata, w kto-
rym obowigzujg inne prawa fizyki. Z kolei inne modele sg catkowi-
cie zgodne z prawami fizyki, jakie znamy (cho¢ oczywiscie pozosta-
je problem ich praktycznej realizowalno$ci). Literatura na ten temat
jest bogata, a szczegdlowa prezentacja calosci problematyki wykra-
cza zdecydowanie poza ramy niniejszej pracy®. Wybralem zatem tu

3 Jedli kubit jest postaci np. ao| o)+a, l), gdzie a, i a sy wspolczynnikami
niealgorytmicznymi.

% Mozna tu wymieni¢ przykltadowo: wspomniane wczeéniej modele ARNN, Blu-
ma, Shuba i Smale’a czy model rekursji rézniczkowej Moorea, a takze model
obliczen kwantowych Kieu, w ktérym mowa o kwantowym systemie ewoluuja-
cym w taki sposob, ze rozstrzyga problem stopu (por. Kieu: 2001, 2001a, 2002,
2002a). Nalezy jednak doda¢, ze nie ma powszechnej zgody co do tego, czy mo-
del Kieu jest poprawny, por. np. dyskusje w Smith 2006. Istnieje szereg prac do-
tyczacych wykonalnosci pewnych obliczen w zalezno$ci od znajdujacej sie w tle
teorii fizycznej — np. dotyczacych obliczalnosci w mechanice klasycznej (np.
Beggs, Tucker: 2006, 2007, 2009).
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jeden model, ktory uwazam za ciekawy. Jego zaletg jest duza pogla-
dowo$¢, a takze to, ze pewne pytania filozoficzne mozna postawic¢
w bardzo klarowny i obrazowy sposéb. Jest to model tzw. kompute-
ra relatywistycznego (czy relatywistycznej maszyny Turinga). Bedzie
on - z punktu widzenia tej pracy - niejako kanonicznym i do niego
odniose analizy filozoficzne. Nalezy jednak zauwazy¢, Ze moga one -
mutatis mutandis — zosta¢ zastosowane takze w odniesieniu do wielu
innych modeli hiperobliczeniowych. W tym sensie specyfika fizycz-
na czy techniczna komputera relatywistycznego nie odgrywa funda-
mentalnej roli w dyskusji.

Pomyst komputera relatywistycznego pojawit si¢ w pracach: Pi-
towsky 1990, Hogarth 19923. Problematyce tej sa po$wiecone tez
np. artykuly: Hogarth: 1993, 1994, 2000, Etesi, Németi 2002, Ear-
man, Norton 2003, Shagrir, Pitowsky 2003, za$ dyskusje dotyczaca
fizycznej wiarygodnosci takiego scenariusza znajdziemy w: Németi,
David 2006 oraz Andréka, Németi, Németi 2009.

Mowiac ogdlnie, komputer relatywistyczny jest zdefiniowany
jako pewien uklad fizyczny znajdujacy si¢ w tzw. czasoprzestrzeni
Malamenta-Hogartha. Sg spelnione w niej nastepujace warunki:

1. Istnieje krzywa y taka, Ze czas wlasny podrdzy po krzywej y
jest nieskoniczony;

2. Istnieje punkt p (tzw. zdarzenie Malamenta-Hogartha) taki,
ze cala krzywa y lezy w przesztoéci punktu p;

3. Krzywa vy startuje z punktu g;

4. Z punktu q do p mozna dosta¢ si¢ w skoniczonym czasie (po
innej krzywej a);

5. Z krzywej y mozna przesyta¢ sygnaly do punktu p.

Przyktadowo - dwoch podréznikow startuje z punktu g do
punktu p. Podréz pierwszego (po krzywej y) trwa nieskonczenie du-
go (z jego punktu widzenia), za$ drugi dociera do punktu p w skon-
czonym czasie i moze zobaczy¢ calg historie podrdzy pierwszego po-
dréznika po krzywej .

3¢ 7 podobnymi ideami wystapili Malament i Németi w 1988 roku (por. Németi,

David 2006: 126).



HIPEROBLICZENIA A STATUS DOWODOW MATEMATYCZNYCH 175

W jaki sposéb mozna byloby wykorzysta¢ taki uktad fizyczny
do rozwigzywania probleméw niealgorytmicznych? Wyobrazmy so-
bie urzadzenie skfadajace si¢ z dwoch komputeréw K oraz K , ktére
majg za zadanie przeprowadzi¢ pewne nieskonczone obliczenie (np.
sprawdzi¢ wszystkie liczby naturalne w poszukiwaniu przyktadu licz-
by o pewnej wlasnosci P). Schemat postepowania jest nastepujacy:

1. Komputer K uruchamiamy i wysytamy po krzywej y (K spraw-
dza po kolei wszystkie przypadki — np. wszystkie liczby naturalne);

2. Drugi komputer K _podrdzuje po krzywej o

3. Jedli komputer K znajdzie przyktad liczby o wtasnosci P, to
wysyla sygnat do komputera K . Komputer K otrzyma ten sygnat
w momencie, gdy znajdzie si¢ w punkcie p;

4. Brak sygnatu w punkcie p oznacza wigc, ze komputer K nigdy
nie znalazt przykladu liczby o wlasnosci P;

5. Wtedy mozna uzna¢, ze takiej liczby o wlasnosci P nie ma
(czyli ze udowodniono zdanie Vn—P(n)).

Poszukiwanie liczby naturalnej o pewnej wlasnosci to sche-
mat, pod ktory podpada wiele przypadkéw. Mozemy tutaj mysle¢
o ,recznej weryfikacji” hipotezy Fermata (spodziewamy sie oczywi-
$cie, jaki bedzie jej wynik) czy hipotezy Goldbacha badz innych fak-
tow teorioliczbowych. W analogiczny sposéb moga zosta¢ potrakto-
wane problemy kombinatoryczne, ktére mozna kodowaé w postaci
zdan o liczbach naturalnych (taki charakter ma np. hipoteza czterech
barw), czy tez zdania o charakterze metamatematycznym (np. pro-
blem niesprzecznosci ZFC, ktéry - po zakodowaniu - staje si¢ pro-
blemem o charakterze teorioliczbowym).

Model ten wydaje sie¢ miec¢ czysto spekulatywny charakter, jest
jednak w pelni zgodny z og6lna teorig wzglednos$ci. Ma on zatem zde-
cydowanie bardziej fizyczny charakter niz np. modele supertasks w prze-
strzeni newtonowskiej. Co wiecej, w pracy Németi, David 2006 au-
torzy twierdza, ze 6w model jest nie tylko niesprzeczny z prawami
fizyki, ale ze teza o mozliwosci praktycznej realizacji takiego
scenariusza nosi znamiona prawdopodobienstwa (niezaleznie od
oczywistych problemoéw technicznych).

Badacze opisuja dwa komunikujace si¢ komputery: H (high)
oraz L (low). L podrézuje w strone czarnej dziury pewnego szczegol-



176 ROZDZIAL 5

nego typu (czarnej dziury Kerra, ktora powoli si¢ obraca). Kom-
puter H w miedzyczasie prowadzi obliczenia i przesyta sygnaly do
komputera L. Autorzy rozwazaja sytuacje, w ktorej komputer H po-
szukuje dowodu sprzecznos$ci ZFC - czyli przeglada wszystkie moz-
liwe dowody formalne. Dzieki temu, Ze reprezentacja dowodow
jest rekurencyjna, takie przeszukiwanie sprowadza si¢ do przegla-
dania liczb naturalnych w celu znalezienia tej, ktéra koduje dowdd
sprzecznosci ZFC. Jedli jej nie znajdziemy, to znaczy, ze sprzeczno-
$ci nie ma. W momencie znalezienia dowodu komputer H ma obo-
wigzek wysta¢ sygnal do komputera L. Poniewaz akcja rozgrywa sie
w okolicach czarnej dziury, w miare jak komputer L zbliza sie do
horyzontu zdarzen, stosunek predkosci miedzy zegarami L oraz H
zwigksza si¢ do nieskonczonoséci. Méwigc obrazowo, kiedy L jest bli-
sko horyzontu zdarzen, w czasie 1 sekundy komputera L mija 10
sekund komputera H. W szczegélnosci, jesli komputer H znajdzie
wynik (np. sprzeczno$¢ w ZFC) w czasie 10", komputer L dowie si¢
o tym po owej jednej sekundzie. Im blizej horyzontu zdarzen znaj-
dzie si¢ L, tym wieksza jest roznica w predkosci uptywu czasu.

To na razie nie wprowadza nowej jako$ci — po prostu mamy nie-
stychanie szybkie urzadzenie, ktére w ciggu sekundy prowadzi 10'*°
operacji (owym superkomputerem jest uktad obu komputeréw
znajdujacy si¢ w poblizu czarnej dziury). Nowa jako$¢ pojawia si¢ w sy-
tuacji, w ktorej komputer L przekracza horyzont zdarzen. Przy zbli-
zaniu si¢ don stosunek predkosci migdzy zegarami H i L rosnie do
nieskoniczonos$ci w taki sposdb, ze w momencie przekraczania hory-
zontu zdarzen przez komputer L, ,widzi” on calg historie kompute-
ra H - zgodnie ze scenariuszem, jaki moze zaj$¢ w czasoprzestrze-
ni Malamenta-Hogartha. Jesli wiec przekraczajac horyzont zdarzen,
komputer L nie otrzyma sygnatlu od komputera H, oznacza to, ze
komputer H nigdy takiego sygnalu nie wyslal. W szczegdlnosci,
jesli L nie otrzymal raportu o sprzecznosci ZFC, oznacza to, ze H nie
znalazl sprzecznosci (mozna doda¢: przez cala s woja wieczno$c).
Tym samym wiec relatywistyczny hiperkomputer rozwiagze problem
niesprzecznosci ZFC.

Nalezy tez zauwazy¢, ze dzialanie komputera relatywistycznego
nie opiera si¢ na wykonaniu supertask. Oczywiscie gdybysmy mieli
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do dyspozycji urzadzenie do wykonywania supertasks, to mogliby-
$my rozwigzywac problemy nierozstrzygalne, jak np. problem sto-
pu, 10 problem Hilberta, mogliby$my dowiedzie¢ sie, czy ZFC jest
niesprzeczna etc.’” Nalezy jednak watpi¢, czy faktycznie supertask
moglby by¢ wykonany przez jakikolwiek uktad fizyczny. Nato-
miast komputer relatywistyczny dziala w sposéb zgodny z prawa-
mi fizyki - kazdy z komputeréw H oraz L zachowuje si¢ standardo-
wo*. Komputer H dokonuje standardowych obliczen i z jego punktu
widzenia nie dzieje si¢ nic niezwyktego. Podobnie jest w przypad-
ku komputera L, ktéry po prostu podrozuje po pewnej krzywej cza-
soprzestrzennej, az w pewnym momencie sprawdza, czy nadszedt
oczekiwany sygnal, czy nie.

6. RTM w stuzbie matematyki

Owe hipotetyczne urzadzenie (hiperkomputer) mogliby$my wyko-
rzysta¢ przy rozwigzywaniu np. probleméw teorioliczbowych czy
kombinatorycznych (np. hipotezy Goldbacha czy problemu sprzecz-
noéci ZFC). Ogdlny schemat wygladalby tak:

% We wcze$niejszej czesci rozdziatu byt rozwazany problem relacji migdzy czasem
maszyny Turinga a czasem obserwatora. Mozna powiedzie¢, ze uktad wykonu-
jacy supertask to uktad, w ktorym funkcja observe ma ograniczony charakter:
jestesmy w stanie ,,z zewnatrz” zaobserwowac calo§ ¢ obliczenia w skonczo-
nym (dla nas) czasie. Relatywistyczna maszyna Turinga ma podobng strukture:
obserwator otrzymuje sygnaly w skonczonym (z jego punktu widzenia) czasie,
kontrolujac cate obliczenie komputera H. Subtelnoé¢ polega na tym, ze w kla-
sycznym supertask zaktadamy, iz urzadzenie dziala coraz szybciej (co jest zalo-
zeniem niefizycznym), tutaj natomiast tego typu zatozen brak. Efekt przyspie-
szenia ma relatywistyczne zrédto i relatywistyczny charakter — w tym sensie, ze
komputer H nigdy nie dowie sie, ze ustalit niesprzeczno$¢ ZFC, poniewaz z jego
punktu widzenia czas po prostu plynie, a H wykonuje kolejne kroki obliczen.
Niektorzy autorzy (np. Earman, Norton 1993) pisza, ze komputer relatywistycz-
ny wykonuje - jako cato$¢ — pewien supertask: chodzi o to, iz w czasie skonczo-
nym z punktu widzenia obserwatora uzyskuje on wynik takiego nieskonczone-
go obliczenia. Jednak na pewno to nie 6w obserwator wykonuje nieskonczenie
wiele krokéw obliczenia. Sktaniam sie wiec do odrzucenia tezy, iz dzialanie
komputera relatywistycznego mozna opisywac jako supertask.
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1. Upewniamy sie, ze (zgodnie z naszg teorig fizyczng T ), pe-
wien uklad fizyczny M implementuje stosowny proces hipero-
bliczeniowy;

2. Upewniamy sie (cze$¢ teoretyczna), ze ten proces rozwigzuje
problem P (na przyklad sprawdza hipotez¢ Goldbacha albo spraw-
dza, czy wérdd wszystkich dowodéw w ZFC nie znajdzie si¢ dowdd
zdania ,,0=1");

3. Uruchamiamy M, .. i czekamy (czgé¢ praktyczna);

4. M, .. drukuje ,TAK” lub ,,NIE”;

5. Uznajemy nasz problem P (np. hipoteze Goldbacha, problem
sprzeczno$ci ZFC) za rozwigzany.

W monografiach twierdzenie P jest opatrzone gwiazdka i w miej-
scu klasycznego dowodu ma adnotacje ,,hiperobliczenie przeprowa-
dzono w okolicach czarnej dziury Kerra (w odleglej galaktyce...)”.

Nasz hiperkomputer méglby udowodnic jakie$ zdanie (np. hipo-
teze Goldbacha), informujac jednocze$nie, Ze najkrétszy dowdd for-
malny ma dtugo$¢ np. 10*°°. Oczywiscie nigdy nie bylibysSmy w sta-
nie takiego dowodu przesledzi¢; stosuja si¢ tutaj wiec zastrzezenia,
ktére byly czynione w stosunku do dowodéw komputerowych. Jest
przy tym oczywiste, ze w takim przypadku stopien owej niedostep-
nosci bylby nieporéwnywalnie wyzszy niz w przypadku zwyklych
dowodow komputerowych. W pewnym sensie taki hiperkomputer
dzialalby troche jak wrézka, ktéra udziela nam informacji, jednak
my nie mamy zadnej mozliwosci ich zweryfikowania.

Dopdki méwimy tylko o (nawet bardzo radykalnym) przyspiesze-
niu operacji, nie pojawia si¢ efekt hiperobliczeniowy — cho¢ oczywi-
$cie problemy dotyczace naszego rozumienia uzyskiwanych wynikow
czy ich wigczania w nasz system wiedzy matematycznej ulegaja dal-
szemu wyostrzeniu. Rozwazmy jednak kolejny scenariusz, ktéry nie
ma analogii w przypadku klasycznych komputeréw (ani kompute-
réw kwantowych). Wykorzystanie hiperkomputera mogtoby bowiem
polegac na sprawdzeniu, czy dane twierdzenie o daje si¢ udowod-
ni¢ (badz obali¢) w ramach teorii T, czy tez jest niezalezne: hiper-
komputer szuka jednocze$nie dowodéw o oraz —a i albo znajdu-
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je ktory$ z nich, albo informuje o niezaleznosci zdania o od T (*).
Przypuéémy, ze tak wlasnie stato si¢ z hipoteza Goldbacha G: nasz
komputer przekazal nam raport, z ktérego dowiadujemy sie, ze zda-
nie G jest niezalezne od ZFC. Jesli zatem uznamy, iZ granice ma-
tematycznej argumentacji (tj. powszechnie przyjmowanych zatozen
i dopuszczalnych metod dowodowych) s wyznaczone przez teorie
mnogosci ZFC (a jest to zalozenie standardowo czynione), to be-
dzie to oznacza¢, Ze nie istnieje matematyczny sposob ustale-
nia, czy hipoteza Goldbacha jest prawdziwa czy nie*. Podobnie mo-
globy by¢ oczywiscie z kazdym zdaniem niezaleznym od ZFC - nasz
hiperkomputer musialby po prostu przeszuka¢ wszystkie mozliwe
dowody, stwierdzajac, ze nie ma tam ani dowodu o, ani dowodu ne-
gacji o ().

Jednak pomimo niezalezno$ci danego zdania o od ZFC, moz-
na sprobowa¢ wykorzysta¢ hiperkomputer do bezposrednie-
go uzyskania informacji na temat prawdziwosci zdania o. Takie
wykazanie prawdziwosci danego zdania nie polegatoby wiec na zna-
lezieniu faktycznego dowodu formalnego na podstawie aksjomatow
ZFC, ale po prostu na sprawdzeniu wszystkich przypadkéw. W kon-
tekscie hipotezy Goldbacha schemat bylby nastepujacy: przeszuku-

¥ W ogélnym przypadku mozemy sprawdzi¢, czy dana liczba n jest elemen-
tem pewnego rekurencyjnie przeliczalnego zbioru A, ktdry nie jest rekuren-
cyjny. W przypadku rekurencyjnego zbioru mamy oczywiécie zwykla procedu-
re sprawdzania, w przypadku zbioru rekurencyjnie przeliczalnego tak nie jest.
Mozna zatem na taki relatywistyczny komputer patrze¢ jak na wyrocznie, ktora
odpowiada na pytania dotyczace pewnego zbioru rekurencyjnie przeliczalnego:
w przypadku problemu niesprzecznosci ZFC udziela odpowiedzi na pytanie,
czy zdanie ,,0=1" nalezy do (rekurencyjnie przeliczalnego) zbioru twierdzen
ZFC.

Gdybysmy uznali przyklad hipotezy Goldbacha za malo realistyczny (mozna
przypuszczaé, ze nie jest ona niezalezna od ZFC), to wystarczy wzig¢ dowolne
zdanie teorioliczbowe niezalezne od ZFC - jest ich pod dostatkiem.

Mozna wiec powiedzie¢ zartobliwie, ze gdyby$my mieli hiperkomputery, nie
byloby konieczne wymyslanie forcingu, bo niezalezno$¢ hipotezy kontinuum
mogliby$my sprawdzi¢ za pomocag hiperobliczenia. Jednak oczywiscie metoda
forcingu informuje nas nie tylko o tym, ze pewne zdanie jest niezalezne, ale
dostarcza réznych informacji pozwalajacych rozumiec glebsze przyczyny owej
niezaleznosci.
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jemy wszystkie liczby parzyste w poszukiwaniu ewentualnego kontr-
przykiadu - jesli go nie znajdziemy, to znaczy, ze hipoteza Goldba-
cha jest prawdziwa#.

7. Status hiperobliczeniowej argumentacji

Przypusémy wiec, ze hipoteza Goldbacha zostala potwierdzona za
pomoca hiperkomputera®#. Czy twierdzenie Goldbacha zostanie
umieszczone w kursie teorii liczb (w rozdziale ,,Dowody empirycz-
ne z wykorzystaniem czarnych dziur”)? Jaki status przypiszemy tak
uzyskanej wiedzy — a mowiac inaczej: jakie s3 warunki prawdziwo-
$ci dla zdania (twierdzenia?) Goldbacha? W rozwazanej sytuacji G
bytoby zdaniem niezaleznym od ZFC, a wiec nie mogliby$my uznaé
go za standardowe twierdzenie matematyczne. Z drugiej za$ stro-
ny mieliby$my poczucie prawdziwosci G (modulo zaufanie do na-
szego hiperkomputera) i potrafilibysSmy sformulowaé argumen-
ty na rzecz tej tezy. Czy mialyby one charakter matematyczny czy
empiryczny? Co stanowiloby uprawdziwiacz (truth-maker) dla G?
Nie jest nim dowdd, bo ustalilismy, ze taki dowod w ramach stan-
dardowej matematyki nie istnieje. Nie mamy réwniez zadnych ar-

4 W podobny sposéb moglibysmy recznie dowodzi¢ réznych zdan - np. twier-
dzenia o czterech barwach - przegladajac po kolei wszystkie mapy. Mozna tez
tak sprawdzi¢ recznie np. zmodyfikowane twierdzenie Ramseya czy twierdze-
nie Goodsteina. W tych przypadkach nie dowiedzieliby$my si¢ jednak niczego
nowego — sa to bowiem twierdzenia ZFC. Jednak taka procedura mozna objaé
réwniez zdania teorioliczbowe niezalezne od ZFC - a wiec takie, ktorych praw-
dziwosci nie da si¢ ustali¢ standardowymi metodami matematycznymi (pro-
stym przykladem takiego zdania jest Con(ZFC)). Oczywicie trudno wyobrazi¢
sobie procedur¢ bezposredniego sprawdzania prawdziwosci CH - CH
dotyczy wlasnosci R, a wigc obiektu nieprzeliczalnego; zatem nawet wykonanie
o_ krokéw w skoficzonym czasie nie dostarczy nam zadnych informacji.
Gdyby hipoteza Goldbacha zostala obalona, tzn. gdyby nasz hiperkomputer
znalazt kontrprzyklad, to éw kontrprzyklad moglibysmy sprawdzi¢ na zwy-
ktym (dostatecznie szybkim) komputerze, a wiec zjawiska niealgorytmiczne
odegralyby role jedynie w kontekscie odkrycia. Z drugiej jednak strony, jesli
najmniejsza liczba stanowigca kontrprzyktad bylaby wieksza niz np. 10, to za-
den standardowy komputer nie bytby w stanie zweryfikowa¢ owego faktu.
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gumentéw o charakterze metodologicznym*. Jedynym argumen-
tem, jaki znamy, jest wynik dziatania pewnego ukltadu fizycznego,
ktérego — w odréznieniu od obliczenia zwyklego komputera - na-
wet co do zasady nie jesteSmy w stanie przesledzi¢. Trudno jednak
twierdzi¢, ze G jest zdaniem prawdziwym z powodéw empirycznych
w tym sensie, iz prawdziwo$¢ G wynika z praw fizyki (np. z prawa
grawitacji albo mechaniki kwantowej czy - jak w tym wypadku -
z ogdlnej teorii wzglednosci). Oczywiscie gdyby uniwersum fizycz-
ne uniemozliwialo istnienie hiperkomputeréw, to nie dowiedzieli-
by$my sie nigdy o tym, ze G jest prawda — wiec prawa fizyki maja
istotne znaczenie w konteksécie odkrycia. Jednak nie twierdzimy, ze
to one uprawdziwiaja G (podobnie jak nie twierdzimy, ze to prawa
elektroniki uprawdziwiajg 4CT - cho¢ to prawa elektroniki umozli-
wiajg skonstruowanie urzadzenia, dzigki ktéremu mozemy si¢ prze-
kona¢, ze istnieje dowod 4CT). Nasz hiperkomputer petni funkcje
pomocniczego (cho¢ waznego) narzedzia, ale to nie jego dziatania
powoduja prawdziwos¢ G - on jedynie umozliwia nam zdoby-
cie wiedzy o tym. Do tej sytuacji stosuja si¢ wszystkie rozwazania
dotyczace empirycznego komponentu w dowodach komputerowych
i kwantowych, tyle Ze w tym przypadku pojawiajace si¢ problemy
sg niejako zwielokrotnione: nawet hipotetycznie nie jesteSmy w sta-
nie przesledzi¢ dziatania hiperkomputera i (inaczej niz w przypad-
ku komputeréw kwantowych) wiemy, ze prowadzi ono do wynikow
niedajacych sie uzyska¢ (nawet teoretycznie) w wyniku symulacji
na klasycznym komputerze. Sadze wiec, ze w tym wypadku empi-
ryczne zaposredniczenie jest bez poréwnania glebsze i nie sprowa-
dza si¢ jedynie do przyspieszenia naszych czynnosci. Powstaje prze-
pas¢, ktorej nie mozna przekroczyé. Wiedza uzyskana za pomoca

44 Takie argumenty metodologiczne sg rozwazane w kontekécie np. proble-
mu poszukiwania aksjomatéw pozwalajacych na ustalenie prawdziwej warto-
$ci kontinuum (np. argumenty Freilinga czy Woodina, o ktérych wspomniano
w rozdziale drugim). Gdyby$my uznali tego typu argumentacje za dopuszczal-
ng w matematyce, to wlasnie ona okreslataby warunki prawdziwosci dla zdan
matematycznych.
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hiperobliczen bedzie miata zatem raczej charakter wiedzy empirycz-
no-matematycznej niz czysto matematycznej®.

Osobnym problemem jest pytanie o eksplanacyjna role takiej ar-
gumentacji hiperobliczeniowej. W rozdziale dotyczacym standardo-
wych dowodéw komputerowych byta mowa m.in. o sceptycznych
reakcjach niektérych matematykow (wyrazicielem takich opinii jest
np. Rota, por. Rota 1997), ktorzy twierdza, ze tego typu argumenta-
cja nie moze by¢ uznana ze pelnowarto$ciowa argumentacje mate-
maty czn g: niezaleznie od problemu empirycznych uwiklan, takie
dowody nie dostarczaja zrozumienia i de facto jedynie pozornie wy-
pelniaja luki w naszej wiedzy matematycznej. Te same zarzuty - ze
zwielokrotniong sitg — mozna byloby wysuna¢ w stosunku do argu-
mentacji hiperkomputerowej: przeprowadzenie pewnej empirycznej
procedury nie zastapi dowodu matematycznego.

W najbardziej skrajnej wersji ten zarzut glositby, iz z punktu wi-
dzenia tworzenia wiedzy matematycznej takie zabiegi sa po-
znawczo bezwarto$ciowe. Jednak stanowisko to wydaje sie zbyt rady-
kalne: wszak nasze nastawienie poznawcze w stosunku do hipotezy
Goldbacha zmieniloby si¢ po przeprowadzeniu hiperobliczeniowe-
go eksperymentu i intelektualng nieuczciwoscig bytoby ignorowanie
tego faktu. Nalezy raczej zastanowic¢ si¢ nad tym, na jakiej podsta-
wie jeste$my sklonni wlaczy¢ G w system naszych matematycznych
przekonan. Rysuja si¢ dwie drogi opisania tej sytuacji:

1. Uznanie, Ze w matematyce pojawila si¢ nowa kategoria do-
puszczalnych argumentéw matematycznych (,,hiperdowody”).

2. Uznanie, Ze mamy argumenty empiryczne przemawiajace na
korzys¢ G, co tym samym stanowi wazny argument pragmatyczny
na rzecz przyjecia G jako nowego aksjomatu teorii liczb.

Ad. 1. Wprowadzenie kategorii hiperdowodéw nie byloby pro-
stym nastepstwem akceptacji dowodéw komputerowych — wszak
w przypadku dowodéw komputerowych (nawet kwantowych) wie-
my, ze co do zasady mozna byloby przeprowadzi¢ zwykly do-
wod. Jesli abstrahujemy od ograniczen czasowych czy pamiecio-
wych, to dziatanie dowolnej maszyny Turinga daje si¢ symulowa¢ na

% O wyjasnieniu tego w ramach koncepcji Quinea pisze dalej.
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odpowiednio duzej kartce papieru. Analizy Turinga na temat pojecia
obliczalnosci dotyczyly wszak ,ludzkiego komputera” - kogos, kto
dziala $cile mechanicznie wedlug instrukeji. Kazdy ,,ludzki kom-
puter” jest w stanie symulowa¢ dzialanie komputera rzeczywiste-
go (oczywiscie z duzg strata czasowa — mowimy tutaj o mozliwosci
teoretycznej). Mozna wigc powiedzie¢, ze uzywamy komputera po
to, aby (empirycznie) przekona¢ si¢ o istnieniu klasycznego dowo-
du, np. 4CT (czy tez: aby empirycznie uwiarygodni¢ teze o istnieniu
klasycznego dowodu). Do wiedzy na temat prawdziwosci 4CT do-
chodzimy wiec nie przez bezposrednie sprawdzenie (,,przeliczenie”
grafow), lecz przez empiryczne sprawdzenie, ze jest ono klasycznie
dowodliwym twierdzeniem matematycznym. Nie mamy bezposred-
niego argumentu empirycznego na rzecz prawdziwosci 4CT, ale ra-
czej empiryczny argument na rzeczistnienia klasycznego
dowodu 4CT. Twierdzenie o czterech barwach jest zatem - w tym
sensie — dowodliwe klasycznie*.

Natomiast bezposredni, hiperkomputerowy ,sifowy” dowdd
4CT polegalby na tym, ze hiperkomputer sprawdza wszystkie moz-
liwe mapy (daja si¢ one reprezentowaé w sposdb rekurencyjny) i in-
formuje nas o tym, ze cztery kolory zawsze wystarcza. Przypusémy,
iz mamy do dyspozycji tylko taki argument na rzecz 4CT. Z prak-
tycznego punktu widzenia bylby on oczywiscie wystarczajacy,
jestem jednak przekonany, ze nie przypisywaliby$Smy wéwczas zda-
niu 4CT statusu twierdzenia matematycznego. Niejest
nawet jasne, czy uznalibySmy, ze wzbogacila si¢ nasza wiedza ma-
tematyczna na temat graféw planarnych®. Przeciez dzialanie
hiperkomputera nie dawaloby nam Zadnego argumentu na rzecz ist-

46 W rozdziale trzecim s3 przytoczone wyniki dotyczace dowodliwosci zdan

w réznych teoriach (przyktad podany przez Boolosa czy przyklad twierdze-
nia Kruskala). Zauwazmy, ze zdanie podane przez Boolosa jest zdaniem do-
wodliwym klasycznie (w logice pierwszego rzedu), jednak dowdd ten znajdu-
je sie catkowicie poza naszym zasiegiem. W wypadku 4CT sytuacja jest nieco
podobna.

Przypu$émy, ze mamy pewien problem matematyczny, ktéry ma okreslong em-
piryczng stylizacje, i ze wykonali$my bardzo duzo eksperymentdw, ktére suge-
ruja, iz rozwigzanie tego problemu jest takie-to-a-takie. Czy uznamy, ze wzbo-
gacila si¢ nasza wiedzamatematyczna?
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nienia klasycznego dowodu. Co wigcej, mogloby sie nawet zdarzy¢,
ze — podobnie jak w przykladzie hipotezy Goldbacha - hiperkompu-
ter wykazalby brak takiego dowodu!

Wprowadzenie hiperdowodéw stanowiloby w pewnym sensie
zaprzeczenie wizji matematyki jako czynnosci racjonalnej: oto wia-
czamy pewne urzgdzenie, nie mamy najmniejszego pojecia, jaki be-
dzie wynik jego dzialania, ale nagle po 5 (naszych) minutach wy-
$wietla ono na ekranie wynik i my go akceptujemy, przyjmujac jako
nowe twierdzenie. Nie mozemy tu méwi¢ o racjonalnej argumen-
tacji, o tym, Ze nastepuje swoisty ,transfer prawdy” z przestanek do
wnioskéw. Nawet termin ,,hiperdowdd” nalezaloby uznaé za nie-
fortunny - nie mamy bowiem do czynienia z elementem matema-
tycznej argumentacji, a jedynie z pewnego typu empirycznym, ,,si-
fowym” sprawdzeniem. Trudno si¢ zgodzi¢ z tym, ze taki dowod
wyjasnia czy ukazuje nam jaki$ splot idei matematycznych. Jeszcze
trudniej bytoby zaakceptowac taki typ argumentu z punktu widzenia
formalistycznego — wszak teza nie wynikataby z przestanek na mocy
symbolicznych manipulacji, ale na mocy sprawdzenia nieskonczo-
nego zbioru przestanek (i przyjecia — na metapoziomie - zatozen do-
tyczacych wiarygodnosci eksperymentéw fizycznych).

Ad. 2. Mozemy przyja¢, iz wynik hiperobliczeniowej procedury
upowaznia nas do uznania G za nowe, wiarygodne zaloZenie (nowy
aksjomat). W takim ujeciu nie bedziemy zmuszeni do wprowadza-
nia nowej kategorii dowodu. Zauwazmy przy tym, ze éw ,,sitowy hi-
perdowdd” nie stanowitby argumentu na rzecz istnienia dowodu
klasycznego (co wiecej, nasza procedura moze prowadzi¢ do kon-
kluzji, ze takiego dowodu faktycznie nie ma). Jest to sytuacja rady-
kalnie odmienna w stosunku do dowodéw komputerowych. Jednak
trudno catkiem zignorowa¢ wynik naszego eksperymentu fizycz-
nego (nie ignorujemy przeciez wyniku klasycznego eksperymentu
komputerowego dowodzacego 4CT!). Rozsagdnym kompromisem
wydaje si¢ wiec uznanie, Ze istniejg empiryczne powody sktaniajace
nas do przyjecia danego zdania jako nowego aksjomatu.

Motywacja na rzecz przyjecia G jako nowego aksjomatu miata-
by zupelnie nowy (w stosunku do zwyklej praktyki matematycznej)
charakter. Wspolczesnie toczy sie dyskusja na temat mozliwosci i za-
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sadnosci przyjecia nowych aksjomatow dla teorii mnogosci — aksjoma-
tow, ktore niejako petniej ujmuja nasze rozumienie pojecia zbioru®.
Dyskusje takie dotycza zaréwno niejako ,,konkretnych” zdan teorii
mnogosci, jak i calych grup aksjomatéw (wspomniano o nich w roz-
dziale drugim). Argumentacja, jaka pojawia si¢ w takich dyskusjach
opiera si¢ badZ na odwolaniu do intuicyjnego poczucia prawdziwo-
$ci tych zdan - do tego, ze aksjomaty te stanowig naturalne uogdélnie-
nie dotychczas przyjmowanych zalozen - badz do ich porzadkujacej
roli czy owocnosci w rozwigzywaniu otwartych probleméw matema-
tycznych etc. Mozna powiedzie¢, ze argumenty te odnosza si¢ czesto
do analiz poje¢ciowych na poziomie ich bezposredniej matematycz-
nej wiarygodnosci czy przez odwotlanie do kryteriéw metodologicz-
nych (jak np. w przypadku argumentacji Woodina czy analiz Mad-
dy dotyczacych roznych wzmocnien ZFC). Tutaj byloby inaczej - po
prostu musielibysmy poczeka¢ na koniec eksperymentu hiperkom-
puterowego i zaakceptowac jego wynik jako nowy aksjomat.

Z punktu widzenia dyskusji na temat wyjasniania i rozumienia
w matematyce, taka sytuacja z calg pewnoscig jest niezadowalaja-
ca — 1 to w sensie znacznie silniejszym niz w przypadku klasycznego
dowodu komputerowego. Hiperobliczeniowy dowdd (moze lepie;j:
hiperargument) nie wyjasnia przyczyn, dla ktérych hipoteza Gold-
bacha jest zdaniem prawdziwym - nalezy go raczej traktowac jako
pomiar pewnej zmiennej, co do wyniku ktérego nie mamy nawet
zadnych oczekiwan. Zdania uzasadnione hiperobliczeniowo uzna-
waliby$my za wiarygodne zalozenia, dla ktérych istnieja empirycz-
ne, pozamatematyczne przestanki, jednak dla ktérych nie potrafimy
podac¢ stricte matematycznego uzasadnienia®.

48 W niniejszej pracy wspomniano - w rozdziale drugim - argumenty Freilinga
czy Woodina dotyczace hipotezy kontinuum. Dyskusja na temat uzasadniania
aksjomatdw jest jednak znacznie szersza. Szczegélowe analizy znajdziemy np.
w pracach Maddy: 1988a, 1988b, 1990, 1993, 1997; bardzo ciekawa jest dyskus-
ja w formie ,,czworglosu”: Feferman 2000, Friedman 2000, Maddy 2000, Steel
2000.

Na marginesie rozwazan o wyjasnianiu zauwazmy, ze gdyby hiperkompu-
ter uzasadnit empirycznie np. niesprzecznoé¢ ZFC, to nie zadawaliby$my py-

tant o matematyczne przyczyny tego faktu - raczej uznaliby$my go za pierwot-
ny (ewentualnie interpretujac to jako argument na rzecz spojnosci naszych

49
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Pojawia si¢ pytanie, z jakg filozoficzng wizja matematyki najle-
piej harmonizuje akceptacja tego typu argumentow. Sadze, ze bardzo
trudno byltoby interpretowa¢ hiperargumenty w duchu klasycznego
pogladu, w mysl ktérego matematyka stanowi wiedze aprioryczng,
za$ wglad w prawdziwos$¢ aksjomatdéw czy prawomocno$¢ przejsé
argumentacyjnych (dowodowych) uzyskujemy dzigki czysto intelek-
tualnym aktom. Przy takim podejsciu Zrédlem naszej wiedzy (czy
to na poziomie analiz preformalnych, czy dowoddw) jest nasz ro-
zum. Jedli przyjelibysmy ten obraz matematyki, to trudno bytoby
nam zaakceptowa¢ argumenty oparte na dzialaniu hiperkompute-
réw. Mozna go (cho¢ trudno tu méwi¢ o jakiejs harmonii) pogodzi¢
z akeeptacjg klasycznych dowodéw komputerowych (uznajemy, ze
komputer informuje nas o istnieniu klasycznego dowodu), jednak
argumenty oparte na hiperkomputerowych eksperymentach naleza-
toby w zasadzie odrzuci¢. W kazdym razie nie mozna bytoby zasad-
nie twierdzi¢, ze nasza wiedza matematyczna wzbogacila si¢
np. o wiedze, iz kazda liczba parzysta jest sumg dwoch liczb pierw-
szych. Zarazem zignorowanie wynikow tych eksperymentow wydaje
sie nienaturalne (bo przeciez - jak juz wspomnialem wczesniej — nie
ignorujemy wynikéw komputerowego dowodu 4CT, nawet jesli po-
zostawia w nas poczucie pewnego niedosytu). Sadze, Ze naturalnym
stanowiskiem filozoficznym, ktére pozwoli na uwzglednienie wyni-
kéw hiperargumentdéw jest stanowisko quasi-empiryzmu Quinea. Jest
mu pos$wiecony nastepny paragraf.

8. Stanowisko Quine’a
Nie ma tu miejsca na szczegdtowe referowanie koncepcji Quinea, jej

motywacji i pdzniejszej dyskusji na ten temat. Nawet gdyby ograni-
czy¢ sie wylacznie do analizy pogladéw Quine’a dotyczacych filozo-

intuicji). Inaczej byloby w przypadku zdan $cisle matematycznych: gdyby hi-
perkomputer rozwigzal jakis otwarty problem (np. hipoteze Goldbacha czy pro-
blem ,,P=NP?”), to zadawaliby$my pytania o0 matematyczne przyczyny tego sta-
nu rzeczy. Sam fakt istnienia ,hiperargumentu” nie bylby dla nas poznawczo
satysfakcjonujacy.
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fii matematyki, petna prezentacja wykraczataby zdecydowanie poza
ramy tej pracy (stanowi to bowiem material na oddzielng monogra-
fie). Problematyka jest zreszty dobrze znana i przypomne tylko naj-
wazniejsze, z punktu widzenia naszej dyskusji, punkty.

W mysl stanowiska Quine’a nasza wiedza stanowi swoista sie¢
przekonan i nie mozna w niej ostro odgraniczy¢ wiedzy fizycznej
od wiedzy matematycznej (a takze czysto obserwacyjnej od teo-
retycznej). Stanowi ona calo$ciowy system, ktéry musi harmoni-
zowa¢ z wynikami naszej obserwacji — w tym sensie, ze musi by¢
z nimi zgodny i pelni¢ funkcje teoretyczne (organizowaé owe wy-
niki w pewna spdjng calos¢). Jednak ostateczne kryterium sta-
nowi konfrontacja z do$wiadczeniem, bowiem nasza wiedza ,,sty-
ka sie ze $wiatem” przez do$wiadczenie. W przyjmowanym systemie
przekonan nie ma wyraznego rozgraniczenia np. na czysto instru-
mentalistycznie traktowang wiedze matematyczng i wiedze czysto
empiryczna®®. Quine podkresla, ze mechanizm postulowania by-
tow pewnego typu dla uporzadkowania obrazu $wiata pojawia si¢
na kazdym etapie budowania naszej wiedzy — réwniez na poziomie
wiedzy zdroworozsadkowej. Mamy zatem do czynienia ze swoistym
mechanizmem reifikacji: ,,Przedmioty fizyczne s3 pojeciowo wno-
szone do sytuacji jako wygodne ogniwa posredniczace — nie przez
definiowanie ich w terminach do$wiadczenia, lecz jako niereduko-
walne byty postulowane” (Quine 1953b: 67). Dotyczy to wszystkich
klas przedmiotéw: zaréwno obserwowalnych, jak i teoretycznych —
w szczegolnosci tez przedmiotéw matematycznych: ,Wszystko
to [podkr. K. W.], czemu przypisujemy istnienie, jest przedmiotem
postulowanym z punktu widzenia opisu procesu budowania teorii,
a zarazem jest rzeczywiste z punktu widzenia samej tworzonej teo-
rii. Nie powinni$my réwniez traktowaé punktu widzenia teorii jako
gry pozoréw, zawsze musimy bowiem przyjmowac perspektywe tej

»Nasze twierdzenia o $wiecie zewnetrznym staja przed trybunatem do$wiad-
czenia zmystowego nie indywidualnie, lecz zbiorowo” (Quine 1953b: 63). ,Wzie-
ta w calo$ci nauka pozostaje w podwdjnej zaleznosci — od jezyka i od doswiad-
czenia; lecz dualizm ten nie daje si¢ zasadnie odwzorowa¢ na poszczegélnych
twierdzeniach nauki” (Quine 1953b: 64).
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czy innej teorii — najlepszej, na jaka w danej chwili potrafimy si¢ po-
wola¢” (Quine 1960: 37)5.

Quine proponuje zatem nastgpujacy obraz wiedzy: przy pro-
bie opisu i zrozumienia $wiata poszukujemy takiego systemu prze-
konan, ktory dobrze harmonizuje z doswiadczeniami. Na poziomie
tworzenia wiedzy naukowej postulujemy istnienie bogatej ontologii,
w szczegdlnosci obejmujacej obiekty matematyczne. Matematyka
za$ (a w kazdym razie jej fragment) wchodzi w sktad konstruowane-
go przez nas systemu przekonan. Tym samym przekonania matema-
tyczne musza by¢ spojne z pozostatymi przekonaniami w naszej sieci,
a w ostatecznym rozrachunku - z naszymi danymi empirycznym. Ta
spojnos¢ jest widoczna zaréwno w przypadku elementarnych prawd
matematycznych (przystowiowej tabliczki mnozenia), jak i zaawan-
sowanych teorii matematycznych, odgrywajacych role w fizyce. Sys-
tem przekonan matematycznych (czy moze: matematyczny fragment
systemu przekonan) musi harmonizowa¢ z wynikami eksperymen-
tow — w szczegdlnosci eksperymentdéw komputerowych, hipotetycz-
nych dowodéw kwantowych czy hipotetycznych wynikéw ekspery-
mentdw z ukladami hiperobliczeniowymi. Jesli wigc wynik pewnego
eksperymentu fizycznego (z uzyciem zwyktego komputera, kompu-
tera kwantowego, komputera analogowego takiego czy innego typu)
bedzie prowadzil nas do stwierdzenia, ze zachodzi pewne zdanie ma-
tematyczne o (np. hipoteza Goldbacha), to naturalne bedzie uznanie
owego zdania za skladnik naszej wiedzy. Bedzie tak nawet wtedy, je-
$li zdanie owo nie jest konsekwencja przyjetych uprzednio zalozen
matematycznych (takich jak np. aksjomaty teorii mnogosci czy innej
interesujacej nas teorii matematycznej). Hiperobliczenia dostarcza-
ja nam nowych danych, ktére musimy uzgodni¢ z naszymi matema-
tycznymi przekonaniami (czy raczej: musimy z nimi uzgodni¢ nasze

1 Laczac oddzielne doznania zmystowe i traktujac je jako percepcje jednego
przedmiotu, ujmujemy bogactwo naszych doznan w prostym i operatywnym
schemacie pojeciowym. Przyporzadkowywanie danych zmystowych przedmio-
tom zewnetrznym jest [...] podyktowane zasadg prostoty: wczesniejsze i poz-
niejsze wrazenie okraglosci faczymy z ta sama moneta lub z dwiema réznymi
monetami, kierujac si¢ postulatem maksymalnej prostoty naszego catosciowe-
go obrazu $wiata” (Quine 1953a: 31).
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matematyczne przekonania). Gdyby jakies zdanie o byto niezalezne
od ZFC (albo nie znaliby$my jego statusu - jak np. w wypadku hipo-
tez Goldbacha czy Riemanna), lecz za pomoca hiperkomputera mo-
glibysmy poda¢ argument na jego rzecz, to bylby to istotny empi-
ryczny argument przekonujacy o prawdziwoséci owego zdania. Mam
na mysli fakt, Ze w tej sytuacji teoria ZFC+o dobrze harmonizowata-
by z doswiadczeniem, za$ teoria ZFC+—a — nie!>* Przyjecie zdania o
jako nowego aksjomatu bedzie wowczas bardzo naturalne. Z punk-
tu widzenia takiej holistycznej wizji Quine’a nie réznicujemy statu-
su poszczegolnych zdan matematycznych (o ile oczywiscie wchodza
w sklad owego uprawomocnionego empirycznie systemu przekonarn)s3.
Po prostu niektdre prawdy matematyczne bedg pochodzi¢ z naszego

>* Pojawia si¢ pytanie: czy mozna sobie wyobrazi¢, ze dane zdanie niezalezne od

ZFC moze mie¢ znaczenie dla fizyki w tym sensie, ze w zaleznosci od tego,
czy wybierzemy teorie ZFC+ o, czy tez ZFC+—a., otrzymamy inne obrazy fi-
zycznej rzeczywistosci? Niewatpliwie nie bylaby to sytuacja standardowa: fizy-
kom raczej nie przeszkadza to, ze CH jest niezalezna od ZFC. Jednak w lite-
raturze pojawiaja si¢ przyktady, ktore moga sugerowad, iz taki scenariusz jest
prawdopodobny. Na przyktad Da Costa podat (wraz z innymi autorami) szereg
przykladéw zdan niezaleznych od ZFC, ktérym (w kazdym razie w opinii tych
badaczy) mozna przypisaé sens fizyczny. Na przyklad zdanie ,Istnieje wyraze-
nie m(t) definiujace ruch na R* takie, ze stwierdzenie ‘m(t) jest ruchem ergo-
dycznym w R*” jest niezalezne od ZFC (w pracy Da Costa, Doria 1996 mozna
znalez¢ dalsze przyklady). Autorzy dowodza (w serii prac) szeregu podobnych
wynikow, ktore dotycza mechaniki klasycznej, ogélnej teorii wzglednosci czy
nawet teorii gier. Nalezy jednak pamietac o tym, ze pytanie o to, na ile te zda-
nia sg istotne i naturalne z punktu widzenia samej fizyki, a na ile sg to - méwiac
swobodnie - swoiste artefakty metamatematyczne, nie ma oczywistej odpowie-
dzi. W kazdym jednak razie nie ma powodu, aby a priori odrzuci¢ tego typu
rozwazania i wyniki jako niefizyczne.

Quine przypisywal realistyczny status tylko tym teoriom matematycznym, kt6-
re majg odniesienie do teorii fizycznych: ,Ta cze$¢ matematyki, ktéra jest po-
trzebna w naukach empirycznych, ma ten sam status, co reszta nauki. Poza-
skonczone rozgalezienia maja ten sam status, o ile petnia role upraszczajacego
usystematyzowania (simplificatory rounding out), jednak reszta ma status nie-
zinterpretowanych systeméw” (Quine 1984: 788). ,,Uznaje nieprzeliczalne nie-
skoniczonosci tylko dlatego, Ze s3 one konieczne dla systematyzacji zagadnien.
Obiekty wykraczajgce poza te potrzeby, np. Beth lub liczby nieosiggalne, uwa-
zam za matematyczng rozrywke i za pozbawione statusu ontologicznego” (Quine
1986: 400).
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codziennego do$wiadczenia (np. przemiennos¢ dodawania), niekto-
re beda mialy zrédlo w potrzebie opisu bardziej ztozonych zjawisk
(np. rachunek rézniczkowy dla opisu zjawisk mechanicznych, teoria
przestrzeni Hilberta w mechanice kwantowej czy geometria réznicz-
kowa w mechanice relatywistycznej etc.), a inne z kolei w ekspery-
mentach z ukladami hiperobliczeniowymi.

Jesli zaakceptujemy ujecie quineowskie, to w naturalny sposéb
prowadzi nas to do realistycznego postrzegania matematyki. Jego zna-
ny argument z niezbednoéci (indispensability argument) odwoluje sie
bowiem do faktu, ze matematyka stanowi nieusuwalny sktadnik teorii
fizycznych oraz do kwantyfikatorowego kryterium istnienia, w mysl
ktérego identyfikacja zobowigzan ontologicznych danej teorii od-
bywa si¢ przez analize jej twierdzen egzystencjalnych. Wszystkie te
twierdzenia winny by¢ interpretowane na rowni, niezaleznie od tego,
jakiej kategorii byty postulujg. Nalezy tutaj pamietac, ze pytanie o ist-
nienie jest zawsze stawiane relatywnie do okreslonej teorii. Nie ma
sensu pytanie: ,,Czy przedmiot P istnieje simpliciter - w ogdlnym,
metafizycznym sensie tego terminu?”. Mozemy jedynie pyta¢: ,,Czy
przedmiot P istnieje w mysl teorii T?”. Innymi stowy, kiedy zastana-
wiamy si¢ nad istnieniem obiektu pewnego typu, pytamy w grun-
cie rzeczy o zalozenia, jakie musimy przyjaé, aby moc zaakcepto-
wac dang teori¢ T, czyli o jej zobowigzania ontologiczne. Nie bede tu
szczegdlowo referowal koncepcji zobowiazan ontologicznych, przy-
pomne jedynie, ze — zdaniem Quine’a — zobowigzania te identyfiku-
jemy po sprowadzeniu badanej teorii do pewnej kanonicznej postaci
(czyli po sparafrazowaniu jej twierdzen w postaci wypowiedzi logi-
ki elementarnej). Dzieki temu jesteSmy w stanie stwierdzi¢, jaki jest
aparat referencjalny danej teorii i w jaki sposéb nastepuje odnosze-
nie si¢ do przedmiotéw (i do jakich przedmiotéw). Usuwa to bala-
gan pojeciowy i pozwala na zidentyfikowanie ontologii**. Oczywi-

>4 ,Ontologia zwyklego cztowieka jest niejasna i nieporzadna pod dwoma wzgle-

dami. Obejmuje ona wiele domniemanych przedmiotéw, ktdre sg niejasno lub
nieadekwatnie okreslone. Ale co wazniejsze, nie jest jasny jej zakres; nie spo-
sOb nawet ogdlnie stwierdzi¢, ktore z tych niejasno okreslonych przedmiotéw
wolno w ogole przypisa¢ ontologii danego czlowieka, co traktowa¢ jako rzeczy
przez niego przyjmowane” (Quine 1981: 38).
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$cie takie ujecie opiera si¢ na rozmaitych zalozeniach dotyczacych
np. tego, ze logika elementarna jest w pewien sposdb wyrdzniona
(tzw. first-order thesis - teza o logice pierwszego rzedu).

Z punktu widzenia naszej dyskusji najwazniejsze pozostaje
przyjecie istotnego skladnika empirycznego w poznaniu matema-
tycznym. Podkreslat to réwniez Putnam: ,bedziemy musieli sta-
na¢ przed faktem, Ze przeciwstawienie empiryczny — matematycz-
ny jest tylko przeciwstawieniem relatywnym: wigkszo$¢ matematyki
jest takze »empiryczna« w sensie mniej $cistym i bardziej po$rednim
niz zwykle stwierdzenia »empiryczne«” (Putnam 1975: 264). Nie jest
wigc wykluczone, ze ,Zrédlem odpowiedzi na fundamentalne py-
tania, powiedzmy, ze na temat kontinuum, beda w przyszlosci nie
jedynie nowe »intuicje«, ale takze odkrycia fizyko-matematyczne”
(Putnam 1975: 264-265).

Wyniki dotyczace hiperobliczen mozna interpretowaé wilasnie
w tym duchu: to eksperymenty hiperkomputerowe motywuja przy-
jecie pewnych zdan jako nowych aksjomatows. A zatem réwniez wie-
dza matematyczna bedzie — w ostatecznym rozrachunku - zaposred-
niczona empirycznie. Nasza wiedza na temat np. liczb naturalnych nie
ma charakteru czysto pojeciowego, ale zawiera empiryczny kompo-
nent. Oczywiscie ten komponent nie jest rozumiany tutaj w sposéb
tak naiwny, jak chcialby tego np. Mill (jego zdaniem - przypomnij-
my - wiedza geometryczna czy arytmetyczna stanowi swoiste in-
dukcyjne uogélnienie wynikéw jednostkowych obserwacji). W uje-
ciu Quine’a to zaposredniczenie empiryczne ma charakter znacznie
bardziej subtelny. Zdania matematyczne nie roznig si¢ jednak co do
zasady od zdan moéwigcych o obiektach fizycznych. Wszystkie one
stanowia fragment przyjmowanej calo$ciowo sieci przekonansc.

% Nalezy dodac, ze — podobnie jak Quine - Putnam takze odrzuca instrumenta-
listyczne traktowanie teorii naukowych, w szczegolnosci instrumentalistyczne
traktowanie matematyki: ,,Jezeli méwienie o liczbach i »przyporzadkowaniach«
pomiedzy masami itd. a liczbami jest »teologia« (w pejoratywnym sensie), to
prawo powszechnego cigzenia takze jest teologig” (Putnam 1975: 262).

»W granicach nauk przyrodniczych istnieje kontinuum poziomoéw, od twier-
dzen, ktére s sprawozdaniami z obserwacji, do tych, ktore wyrazaja podsta-
wowe idee, powiedzmy, teorii kwantéw czy teorii wzglednosci. [...] twierdzenia
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W takim ujeciu mozna poda¢ naturalng interpretacje statusu
wiedzy na temat liczb naturalnych uzyskanej w wyniku eksperymen-
tow hiperobliczeniowych. Bedzie ona z pewnoscia miata obiektyw-
ny charakter. Mechanizm jest tu podobny jak w wypadku wigczenia
4CT w nasz system przekonan matematycznych na podstawie ekspe-
rymentu komputerowego. To, ze na rzecz zdania G nie posiadamy ma-
tematycznego argumentu, tylko argument odwotujacy sie do hipero-
bliczeniowego eksperymentu, pokazuje, iz nie ma podstaw, aby uznac
wynik owego eksperymentu za wiedz¢ czysto konwencjonalna.

Nalezy zaznaczy¢, ze w ujeciu quineowskim nie bedziemy umieli
dobrze postawi¢ problemu wyjasniania. Pozwala ono bowiem jedy-
nie poda¢ argument na rzecz tego, iz pewien system przekonan naj-
lepiej harmonizujacy z danymi empirycznymi nalezy interpretowac
realistycznie (wraz z jego matematyczng skladowa). Nie rozstrzyga
to jednak, skad biorg si¢ nasze przekonania dotyczace np. naturalno-
$ci czy intuicyjnosci gtoszonych twierdzen.

9. Problem mechanizméw poznawczych

9.1. Czy tworzenie matematyki ma z natury charakter algorytmiczny?

Problem empirycznego (w tym hiperobliczeniowego) wspierania
dowodéw nalezy odrézni¢ od problemu natury naszych procesow
poznawczych, przede wszystkim zas od natury aktéw poznawczych
matematyzujacego umystu. Zagadnienia te s3 w zasadzie niezalez-
ne: mozna wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej nasze procesy poznaw-
cze (w szczegolnosci lezace u podloza uprawiania matematyki) maja
charakter algorytmiczny, jednak jednoczes$nie postugiwac sie hiper-

ontologii, a nawet twierdzenia matematyki i logiki sa kontynuacja tego kontinu-
um, kontynuacja, ktora jest zapewne jeszcze bardziej odlegta od obserwacji niz
gléwne zasady teorii kwantéw czy teorii wzglednosci. Roznice w tej dziedzinie
s3 [...] jedynie réznicami stopnia, a nie rodzaju. Nauka jest strukturg jednolita
i w zasadzie ta struktura jako calos¢, nie za$ jej zdania sktadowe z osobna, jest
tym, co do$wiadczenie potwierdza lub podwaza” (Quine 1951: 171).
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komputerami wspomagajacymi zdobywanie wiedzy>’. Moze zacho-
dzi¢ rowniez sytuacja odwrotna, w ktorej wprawdzie (z powodu bra-
ku wiedzy czy srodkéw technicznych) nie potrafimy skonstruowac
zadnego urzadzenia hiperobliczeniowego, ale nasze procesy umysto-
we maja charakter niealgorytmiczny. Moze tak by¢ przede wszyst-
kim w przypadku aktywno$ci poznawczej dotyczacej matematyki.

Pytanie o mechanizmy poznawcze matematyzujacego umy-
stu jest szczegolnym przypadkiem ogdlnego pytania o jego nature
w ogoble. Z punktu widzenia komputacjonizmu dziatanie umystu ma
charakter algorytmiczny, a zatem - co do zasady - jest on réwno-
wazny pewnej (oczywiscie bardzo zlozonej) maszynie Turinga®®. Jesli
przyjmiemy taka teze, to nalezy konsekwentnie uzna¢, ze uprawia-
nie matematyki (zaréwno dowodzenie twierdzen, jak i uzasadnianie
aksjomatéw) ma swoje Zrédlo w dziataniu owej ,,mentalnej maszyny
w tle”. Rzecz jasna, komputacjonista nie twierdzi, ze mamy $wiado-
my dostep do dzialania owego mechanizmu liczacego, ale ze dziala-
nie takiego mechanizmu lezy u Zrédfa naszych fenomendéw mental-
nych. W szczegélnosci takie zjawiska psychologiczne towarzyszace
uprawianiu matematyki, jak przeblyski intuicji, glebokiego zrozu-
mienia pewnej koncepcji matematycznej, ogarniecia calej struktury
dowodu (,wgladu w istote dowodu”), dostrzeganie gtebokich powig-
zan miedzy réznymi jej dzialami, rozumienie zrodet i motywacji dla
pewnych idei etc., moga by¢ wyjasnione przez odwotanie do owego
turingowskiego mechanizmu poznawczego dzialajacego ,w tle” na-
szych §wiadomych aktow.

Wizja dowodu matematycznego jako formalnej, skodyfikowa-
nej procedury jest nierozerwalnie zwigzana z wizjg procedury two-
rzenia wiedzy matematycznej jako procesu algorytmicznego. Z ta-
kiego punktu widzenia matematyk przypominatby nieco 6w ,,ludzki

57 Jeéli np. owa niealgorytmiczno$¢ miataby by¢ uzyskiwana przez wykorzystanie
efektow relatywistycznych, to mozna sobie wyobrazi¢ wlasnie taka sytuacje.
Nalezaloby tutaj doda¢ pewne zastrzezenie: maszyna Turinga ma pamigé po-
tencjalnie nieskonczong, co jest zbyt daleko idacy idealizacja w stosunku do
pojemnosci naszej pamieci. By¢ moze zatem nasz umyst nalezaloby uznaé
za maszyne¢ Turinga z pamigcig ograniczong. W kazdym jednak razie mozna
stwierdzi¢, ze nasz umyst nie bylby silniejszy niz maszyna Turinga.
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komputer”, o ktérym pisat Turing: mialby w punkcie wyjscia pewne
dane wej$ciowe (aksjomaty), reguly logiczne (jako fragment swoich
instrukeji), za$ jego dziatanie mozna bytoby (w duzym uproszcze-
niu i z pominieciem kwestii psychologicznych) wyobraza¢ sobie jako
poszukiwanie dowodow twierdzen zgodnie z zadanym algorytmem.
Rzecz jasna, taka wizja matematyki jest odlegla od praktyki matema-
tycznej i z cala pewnoscia nie opisuje trafnie psychologicznych zja-
wisk zwigzanych z uprawianiem tej dyscypliny, by¢ moze jednak sta-
nowi rozsadng racjonalng rekonstrukcje procesu tworzenia wiedzy
matematycznej.

W takim duchu mozna interpretowal stanowisko derivation-
-indicator view Azzouniego (dyskutowane w rozdziale trzecim). Ba-
dacz twierdzi, ze u podloza (niejako ,w tle”) kazdego standardo-
wego, treSciowego dowodu matematycznego tkwi pewna formalna
derywacja. Stanowisko takie jest naturalne z punktu widzenia kom-
putacjonizmu (cho¢ sam Azzouni w swoich rozwazaniach nie odwo-
tuje sie do tezy komputacjonistycznej): poniewaz procesy mentalne
majg charakter obliczeniowy, wiec réwniez wszelkie zjawiska, z kto-
rymi mamy do czynienia przy dowodach tresciowych, maja swoje
zrodlo w pewnych przebiegach obliczeniowych. Zgodne - jak sadze -
z wizja Azzouniego bedzie ich utozsamienie z derywacjami w syste-
mach formalnych®.

% Zauwazmy tutaj, ze samo przyjecie tezy komputacjonistycznej nie stanowi
jeszcze uzasadnienia tezy Azzouniego: fakt, iz ,w tle” naszych procesow, ktore
(z punktu widzenia fenomenologicznego) sa aktami $wiadomej akceptacji ak-
sjomatu lub kroku dowodowego, tkwig przebiegi obliczeniowe, nie znaczy au-
tomatycznie, ze majg one charakter formalnej derywacji — chyba, ze przyjmie-
my tak szerokie rozumienie pojecia formalnej derywacji, w ktérym wszelkie
dzialanie algorytmiczne uznamy za pewnga derywacje formalna. To jest oczywi-
$cie dozwolone (przeciez dzialanie maszyny Turinga mozna opisa¢ w formal-
ny sposob), ale nie wydaje sie, aby taka byta faktycznie intencja Azzouniego.
Twierdzi on raczej, ze ,w tle” dowodu tresciowego jest dowdd formalny w sys-
temie, ktory bylibysmy skfonni uzna¢ za formalny odpowiednik naszej mate-
matyki (np. formalna wersja PA czy ZFC) - a nie, ze ,w tle” znajduje sie dowol-
ny algorytm przeksztalcajacy ciagi o—1 - niezaleznie od tego, czy interpretujemy
wyniki dziatania owego algorytmu jako przekonania matematyczne, moralne,
upodobania kulinarne, klaustrofobie etc.
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Dla radykalnego naturalisty (przyjmujacego zalozenie o istnie-
niu odpowiednioséci miedzy umyslem a moézgiem) pytanie o moz-
liwo$¢ istnienia niealgorytmicznych proceséw poznawczych jest
szczegdlnym przypadkiem pytania o to, czy w ogdle w przyrodzie
mogga istnie¢ procesy niealgorytmiczne. Z punktu widzenia naturali-
sty tworzenie matematyki to proces o podtozu biologicznym (czyli fi-
zycznym). Jesli wiec nie istnialyby niealgorytmiczne procesy fizycz-
ne (w szczegdlnosci biologiczne), to nie ma réwniez mozliwosci, aby
tworzenie matematyki zawieralo jaka$ niealgorytmiczng sktadows.
Naturalista przyjmujacy fizyczng tez¢ Churcha-Turinga (gloszaca, iz
nie istnieja niealgorytmiczne procesy fizyczne) uzna zatem réwniez
uprawianie matematyki za proces algorytmiczny.

Powstanie modeli niealgorytmicznych stanowi istotny impuls
dla tej dyskusji. Oczywiscie komputer relatywistyczny — ktéry sta-
nowil gtéwny przyklad w rozwazaniach w tym rozdziale - zapewne
trudno uzna¢ za model, ktéry moglby wyjasnia¢ niealgorytmiczno$é
naszego myslenia. Jesli faktycznie nasz umyst jest analogowym ukla-
dem przetwarzajacym informacje w sposob niealgorytmiczny, to ra-
czej nie dzigki efektom relatywistycznym®. W literaturze rozwaza sie
jednak takze inne modele ukladéw dzialajacych niealgorytmicznie,
ktore wydaja sie znacznie mniej egzotyczne®’. Fakt ten jest istotny
z punktu widzenia dyskusji dotyczacej natury uprawiania matema-
tyki - przede wszystkim moze on stanowi¢ inspiracje dla podjecia
prob wyjasnienia naszych mechanizméw poznawczych.

W rozdziale pierwszym byla mowa o swoistej ewolucji rozu-
mienia dowodu matematycznego — ewolucji w kierunku rozumie-
nia formalistycznego, w mysl ktdrego na dowdd matematyczny nale-
zy patrze¢ jako na konstrukt formalny, abstrahujac od jego aspektow

60 Penrose twierdzi w wielu publikacjach, ze nasz umysl jest systemem niealgo-
rytmicznym, jednak za 6w niealgorytmiczny charakter proceséw umystowych
moga by¢ odpowiedzialne efekty kwantowe. Por. np. Penrose 1994; nalezy
jednak pamietac, iz jego argumentacja przeciwko mechanicznosci umystu
odwolujaca sie do twierdzen Gédla nie jest powszechnie akceptowana.

Na przyktad model ARNN, model kwantowych algorytméw Kieu, nie nalezy
tez zapomina¢ o wynikach Pour-El i Richardsa - niezaleznie od mozliwych
zastrzezen.
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semantycznych (a w kazdym razie: kryteria poprawnosci dowodu
mogg zosta¢ sformulowane w oparciu jedynie o analiz¢ owych for-
malnych, algorytmicznych proceséw). Powstanie turingowskiego
modelu obliczen w naturalny sposéb wpisuje si¢ w taka wizje mate-
matyki. Waznym impulsem dla wzmacniania sie¢ paradygmatu kom-
putacjonistycznego w filozofii umystu (réwniez w odniesieniu do
matematyki) bylo tez niewatpliwie zaimplementowanie owego mo-
delu i spektakularny rozwoj technologii komputerowych. Podstawo-
wym matematycznym modelem proceséw przetwarzania informa-
cji stal si¢ model turingowski — a sukcesy technologiczne rozbudzily
nadzieje na to, ze wszelkie zjawiska poznawcze bedzie mozna mode-
lowa¢ w jego ramach®. Mialo to tez niewatpliwie istotny wplyw na
dyskusje dotyczaca natury matematyki (nalezy tu pamietaé o wyko-
rzystaniu komputeréw w obrebie tej dziedziny - czy to w symula-
cjach metod numerycznych, czy to na poziomie dowodzenia twier-
dzen). W szczegdlnosci tez algorytmiczna wizja dowodow zdawata si¢
jedyna mozliwg do pogodzenia z probg naukowego wyjasnienia na-
tury wiedzy matematycznej. Dla filozofa-naturalisty jedyny mozliwy
do zaakceptowania model poznania matematycznego stanowit mo-
del turingowski. Dzialo si¢ to niezaleznie od tego, Ze okreslenie go
mianem ,,modelu” to zapewne naduzycie. Jest to bowiem raczej pew-
na jako$ciowo sformulowana idea i ciagle brak precyzyjnego opisa-
nia zalezno$ci migdzy przebiegami obliczeniowymi a treSciami na-
szej $wiadomosci. Paradygmat turingowski, wraz z towarzyszaca mu
wizjg matematyki, zdawal sie najbardziej naturalny (a moze nawet
jedyny mozliwy do przyjecia) z punktu widzenia analiz filozoficz-
nych odwolujacych si¢ do wynikéw nauk szczegétowych. Dlatego
pojawienie si¢ modeli niealgorytmicznych jest dla dyskusji niezwy-
kle wazne — otwiera nawet radykalnemu naturaliscie droge do od-
rzucenia dogmatu komputacjonistycznego. Mozna bowiem przyjaé

2 Mozna powiedzie¢, 7e teza dotyczaca algorytmicznosci myslenia jest przyjmo-
wana jako swoista regula regulatywna w klasycznych badaniach dotyczacych
sztucznej inteligencji, w szczegolnoéci majacych za zadanie modelowanie na-
szych procesow kognitywnych. Jednak nawet gdyby dala si¢ tak modelowa¢ (co
na razie wciaz jest watpliwe) duza klasa naszych proceséw poznawczych, nie
wynika stad wcale, ze dotyczyloby toichwszystkich.
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teze, ze dzialania ,biologicznej maszyny” majg charakter nietu-
ringowski, a wynikajace z nich akty poznawcze matematyzujacego
umystu nie dajg sie zredukowa¢ do formalnych obliczen ,w tle’, i po-
zosta¢ przy tym w $ciéle fizykalistycznym paradygmacie®. Taki stan
rzeczy niejako uchyla owe zarzuty wobec anty-komputacjonizmu,
w mysl ktérych wigze sie on z przyjeciem jakiej$ formy dualizmu
psychofizycznego. Pozwala to tez uznac za pelnoprawne takie rozu-
mowania matematyczne, dla ktérych nie da sie przedstawi¢ zadnej
rekonstrukcji zalgorytmizowanej. Byltaby to wigc interpretacja nieja-
ko przeciwna do tej w duchu derivation-indicator view Azzouniego,
sadze¢ jednak, ze nie ma powodu uznawac jej za mniej uprawniong.
W procesie tworzenia matematyki mozna wyrézni¢ dwa waz-
ne momenty: (1) ustanawianie aksjomatow; (2) prowadzenie do-
wodow®. Rzecz jasna, w praktyce matematycznej sg one czesto nie-
rozerwalnie zwigzane: zdarza sig¢, ze dopiero prowadzac dowdd,
uswiadamiamy sobie, jakie zalozenia sg niezbedne - i zarazem ko-
nieczno$¢ przyjecia pewnych zalozen w dowodzie moze stanowic ar-
gument na rzecz ich wiarygodnosci (o takich mechanizmach pisali
np. Godel czy Lakatos). Jest mimo to jasne, ze inny charakter ma ar-
gumentacja na rzecz wiarygodnosci czy naturalno$ci pewnego ak-
sjomatu, a inny ma dowod twierdzenia. Jednak wcze$niejsze rozwa-
zania dotyczace hipotezy Goldbacha pokazuja, ze - w pewnym
sensie — owa granica miedzy argumentacja a dowodzeniem moze
ulec zatarciu®. Sadze, ze dla wyjasnienia tego typu zjawisk ptodna

% Na przyklad model ARNN modeluje niealgorytmiczne dzialanie sieci neurono-
wej. By¢ moze réwniez nasz system neuronéw dziata niealgorytmicznie, np. in-
gerujg tam jakies (fizyczne lub chemiczne itp.) state niealgorytmiczne.

Nie podejmuje tutaj problemu Zrédel naszej wiedzy logicznej, w szczeg6lnoéci
dotyczacej regul wnioskowania.

Nie tylko to jest argumentem: zauwazmy tutaj, Ze przeciez dowody matematycz-
ne znane z praktyki nie majg charakteru sformalizowanego, cho¢ powszechnie
przyjmuje sie teze o ich formalizacji. Jednak - jak wskazywano w wielu miej-
scach niniejszej pracy - takie znane z praktyki dowody moga zawiera¢ liczne
elementy, ktérych formalizacja nie jest przeciez oczywista (np. odwotania do
diagraméw, rysunkow, intuicyjnego ujecia pewnych termindw etc.). Nie jest ja-
sne, czy faktycznie wszystkie te dowody s3 formalizowalne (przypomnijmy po-
nownie przyktady Boolosa i podobne - rozwazane w rozdziale trzecim).
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moze okaza¢ sie interpretacja odwolujaca si¢ do tez antykomputacjo-
nistycznych. Moze by¢ ona szczegolnie przydatna przy wyjasnieniu
naszego sposobu nieformalnej argumentacji na rzecz wiarygodno-
$ci pewnych aksjomatow — intuicyjnej oceny prawdziwosci pewnych
zdan (takze zdan typu godlowskiego), intuicyjnej oceny spdjnosci
teorii, naturalnosci aksjomatéw etc. Opis naszego intuicyjnego uje-
cia prawdziwosci (czy wiarygodnos$ci) zdan matematycznych zda-
je sie bowiem juz catkowicie wymykac opisowi w terminach dziatan
algorytmicznych.

Préby wyjasnienia proceséw poznawczych w duchu komputa-
cjonizmu s niewatpliwie bardzo odlegte od tych podejmowanych
w duchu fenomenologicznym. Dla fenomenologa fundamentalny
charakter majg pewne nieredukowalne akty poznawcze - akty swo-
istego wgladu w tre$¢ czy nature poje¢ matematycznych. Na przyktad
Godel pisal w tym kontekscie o analizie i rozumieniu pojecia obli-
czalnosci - przez ,ejdetyczny oglad” tego pojecia z roznych punktow
widzenia (mial na mysli rézne réwnowazne definicje)®.

Trudno ujecie fenomenologiczne pogodzi¢ z wizja mechanicz-
nosci proceséw poznawczych lezacych u podioza naszego mate-
matyzowania (np. z derivation-indicator view Azzouniego). Sadze
natomiast, ze fenomenologiczny opis proceséw poznawczych mate-
matyka nie kldci si¢ z tezg o istnieniu niealgorytmicznych proce-
sow fizycznych. Zjawiska, ktore na poziomie opisu fenomenologicz-
nego maja charakter nieredukowalnych do opisu formalnego aktow
poznawczych, mozna interpretowa¢ przez odwolanie si¢ do zjawisk
niealgorytmicznych ,,w tle”. W tym sensie da si¢ pogodzi¢ rézne spo-
soby opisu poznania matematycznego - fenomenologiczny i natu-
ralistyczno-empirystyczny. Oczywiscie takie stwierdzenie ma cha-
rakter bardzo ogdlnikowy - nie oferuje Zadnej konkretnej recepty
na stworzenie ,fenomenologiczno-analogowego” modelu kognity-
wistycznego. Sadze jednak, iz swoista ofensywa teoretycznych mo-
deli obliczen analogowych (w szczegolnosci hiperobliczen) pozwala
na dostrzezenie przynajmniej takiej szansy. Zas zarzut, Ze nie jeste-

% Fenomenologiczng wizje matematyki rozwija np. Tieszen: 1992, 1998, 2000; po-
dobne mysli znajdziemy tez w artykule Roty (1997).
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$my w stanie podac¢ konkretnych przepiséw (w sensie: w jaki spo-
sOb owe przebiegi niealgorytmiczne tlumaczg si¢ na nasze $wiadome
akty) stanowi przeciez odpowiednik analogicznego zarzutu stawia-
nego modelowi komputacjonistycznemu, ktéry réwniez nie oferuje
takiego konkretnego przepisu, pozostajac na poziomie analiz jako-
sciowych. Sadze wiec, ze ten kierunek jest obiecujacy.

9.2. Czy modele hiperobliczeniowe sa realistyczne?

Aby utrzymywad, ze analizy prowadzone w tym rozdziale sg istot-
ne dla naszego rozumienia matematyki, nalezy wyjasni¢ watpliwos¢,
czy dokonywane tutaj eksperymenty myslowe nie maja zbyt spekula-
tywnego charakteru®. Na razie przeciez nie sg znane praktyczne im-
plementacje analogowych komputeréw, a tym bardziej takie, ktore
prowadzityby do nowej wiedzy matematycznej. Co wiecej: czy np. na
rozwazania dotyczace komputeréw podrézujacych w okolicy czar-
nych dziur nie nalezy patrze¢ jak na czysta science fiction? Nawet je-
$li takie modele teoretyczne nie sg sprzeczne z ogdlng teorig wzgled-
nosci (a nawet jesli gdzie$ istnieja odpowiednie czarne dziury), to
nie jest wcale jasne, czy rozwazanie podrdzy poza horyzont zdarzen
owych czarnych dziur wyja$ni nam, na czym polega specyfika nasze-
go poznania matematycznego. Co owe hipotetyczne wydarzenia (na
przystowiowych odlegtych krancach galaktyki) moga mie¢ wspdlne-
go z myslowym wysitkiem pokolen matematykéw? By¢ moze zatem
prowadzenie filozoficznych analiz dotyczacych tego typu zjawisk jest
ciekawym ¢wiczeniem intelektualnym, ale nic nie wnosi do rozu-
mienia tego, czym jest matematyka? W jaki wiec sposdb owe spe-
kulatywne rozwazania na temat hiperobliczenn maja nam przyblizy¢
jej nature?

7 QOczywiscie mozna wskaza¢ na fakt, ze np. w dyskusjach dotyczacych filozo-
fii umystu s stosowane eksperymenty myslowe dotyczace mozgéow w sloju
czy transferu osobowosci; w filozofii pojawia si¢ motyw blizniaczej Ziemi etc.
A skoro takie sposoby argumentacji sa dopuszczalne w innych dyskusjach fi-
lozoficznych, to dlaczego nie w filozofii matematyki? Chciatbym jednak uza-
sadni¢ teze o znaczeniu tych rozwazan nie tylko przez wskazanie precedensow
(np. rozwazan dotyczacych teleportowania naszych ciat z jednoczesng modyfi-
kacja osobowosci), ale niejako wprost.
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Samo uzycie modelu relatywistycznej maszyny Turinga w roz-
wazaniach bylo motywowane tym, Ze jest on bardzo ciekawy teo-
retycznie, a zarazem pogladowo ukazuje potencjalny mechanizm
fizyczny procesow hiperobliczeniowych. Pozwala to na klarowne
postawienie pewnych pytan i tez. Nalezy jednak pamieta¢, ze tech-
niczne szczegdly nie sa kluczowe dla samego sposobu argumentacji.
Istniejg modele znacznie mniej egzotyczne, dlatego zarzut dotyczacy
nadmiernej spekulatywnosci, formulowany w stosunku do modelu
RTM, nie ma mocy ogolne;j.

Nie wiemy, czy w przyrodzie istnieja procesy niealgorytmicz-
ne. Jednak dogmatyczne przyjecie zalozenia, Ze na pewno nie moga
one odegra¢ zadnej roli w naszych procesach poznawczych, jest
nieuprawnione. By¢ moze to wlasnie procesy niealgorytmiczne sa
normg - takg teze stawia np. Stannett. Twierdzi on, ze to procedu-
ry rekurencyjne stanowia raczej swoisty artefakt, widoczny na po-
wierzchni zjawisk (postuguje si¢ tu analogia z mechanikg kwanto-
wa i klasyczng: zjawiska klasyczne sg dostrzegalne na powierzchni,
ale w glebi tkwig procesy kwantowe). Zauwaza tez, ze model Turinga
wynikal z pewnych potrzeb w ramach matematyki: nalezalo zdefi-
niowa¢ pojecie mechanicznej procedury i odzwierciedli¢ wizje ro-
zumowan z punktu widzenia formalizmu matematycznego. Moty-
wacja byla zatem potrzeba podania ogélnej definicji tego, czym jest
procedura rozstrzygania probleméw matematycznych. Natomiast
kwestia stworzenia modeli (moze lepiej bytoby tu uzy¢ okreslenia
procesy)®, ktore dobrze odzwierciedlaja te obliczenia i ktére znaj-
dziemy w przyrodzie, ma zupelnie inny charakter. ,Nie jest zatem
niespodzianka, Zze modele obliczen naturalnych nie muszg si¢ zga-
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dza¢ z modelami w teorii obliczen”” (Stannett 2006: 10).

% W pracy Németi, David 2006 autorzy duzo uwagi poswiecaja problemowi nie
tylko fizycznej dopuszczalnodci, ale wrecz praktycznej realizowalnoéci takiego
scenariusza. Zarzut czczej spekulatywnosci bytby wiec catkiem chybiony.
Stannett uzywa tutaj terminu ,,obliczenie”. W niniejszej pracy jest on raczej za-
rezerwowany do obliczenia w klasycznym sensie (tj. przez maszyne¢ Turinga),
za$ w ogolnym przypadku méwie o przetwarzaniu informacji czy o rozwiazy-
waniu probleméw (ewentualnie — o obliczeniach analogowych badz procesach
analogowych, aby zasygnalizowa¢ inne rozumienie tego pojecia).
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Istotna staje sie refleksja nad ogdlnym zagadnieniem przetwa-
rzania informacji jako pewnego procesu fizycznego uzaleznionego
od posiadanych zasobow i dostepnych metod, ktdre sg wyznaczane
przez postac teorii fizycznych. Istniejg np. wyniki dotyczace proble-
mu, co dawaloby si¢ obliczy¢, gdyby np. nasz $wiat byl newtonowski
i dopuszczal nieskoniczone predkosci — okazuje sig, ze w takiej prze-
strzeni moga pojawiac sie efekty hiperobliczeniowe (por. np. Beggs,
Tucker: 2006, 2007, 2009). Prace Kieu (2001, 20014, 2002, 2002a) s3
poswiecone hiperobliczalnosci w mechanice kwantowej. Inna, wspo-
mniana juz, praca dotyczy efektéw hiperobliczeniowych w czaso-
przestrzeni relatywistycznej o pewnych szczegolnych wiasnosciach
(Németi, David 2006). Natomiast rozprawy Siegelmann (np.: 1998,
2003) opisujace model sieci neuronowych pokazuja, co mozna by-
toby obliczy¢, gdyby pewne parametry fizyczne mialy charakter nie-
algorytmiczny. Z kolei wyniki Pour-El i Richardsa pokazuja, ze zja-
wiska niealgorytmiczne mogtyby powstawaé nawet w klasycznych
ukladach fizycznych, ktére nie angazuja efektow relatywistycznych
czy kwantowych i nie wymagaja zadania niealgorytmicznej wartosci
na wejsciu. Te wszystkie spostrzezenia $wiadcza o tym, ze w nasze
rozumienie pojecia fizycznie efektywnej procedury (czy: fizycznie
efektywnego rozwigzywania probleméw) sa uwiktane pojecia empi-
ryczne. Co wigcej, pokazuja, ze zakres naszej wiedzy matematycz-
nej moze w istotny sposob zaleze¢ wprost od teorii fizycznej lezacej
»w tle” naszych dzialan.

Ta uwaga moze wydawac si¢ oczywista — wszak jesli uzywamy
standardowego komputera do sprawdzenia, czy pewna liczba jest
liczba pierwsza, to mamy do czynienia z fizycznym komponentem.
Jednak w tym wypadku nie powiemy, ze jest to wiedza co do zasa-
dy nowa - ,,tkwi” ona bowiem w naszych teoriach matematycznych,
a my tylko musimy ja (przez obliczenie) wydoby¢ na $wiatto dzien-
ne. W przypadku procedur hiperobliczeniowych moze by¢ zupel-
nie inaczej — mozemy dowiedzie¢ sie czego$ zupeltnie nowego
na temat np. liczb naturalnych: hiperobliczenia pozwalaja na bezpo-
$rednie sprawdzenie dajmy na to prawdziwo$ci zdania G niezalezne-
go od ZFC. A zatem mieliby$my tutaj do czynienia z matematyczna
wiedzg, co do zasady wykraczajacg poza standardowa mate-
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matyke. To uwazam za istotne w rozwazaniach dotyczacych empi-
rycznych aspektow tej dyscypliny.

W literaturze pojawiajg si¢ tez zarzuty zwigzane z problemem
pomiaru: méwigc swobodnie, nie jest jasne, czy uzyskang informa-
cje da si¢ faktycznie wydoby¢ z uktadu. Pomiar zawsze odbywa si¢
ze skonczona dokladnoscia, w jego wyniku zawsze otrzymamy licz-
be wymierna (a wigc rekurencyjng). Czy zatem caly efekt hipero-
bliczeniowy nie zniknie w momencie pomiaru i tym samym teza
o istnieniu zjawisk hiperobliczeniowych stanie si¢ teza empirycz-
nie pusta? Ten zarzut jest jednak chybiony. Mozna sobie przeciez la-
two wyobrazi¢ sytuacje, w ktorej sposdb ewolucji uktadu bardzo sil-
nie zalezy od zmiany wartosci pewnego parametru A. Moze by¢ tak,
ze réwnanie rozniczkowe opisujace ewolucje ukladu jest niestabil-
ne, ale obserwowalne réznice w ewolucji ukladu pojawia si¢ dopiero
po dlugim czasie (a samego zaburzenia nie bedziemy mogli uchwy-
ci¢ empirycznie). W tej sytuacji sam pomiar moze nie by¢ w stanie
wskaza¢ wartosci parametru A (np. nie bedziemy w stanie stwier-
dzi¢, czy A>0), jednak moze si¢ zdarzy¢, ze jesli A>o, to po dosta-
tecznie diugim czasie zaobserwujemy zjawisko A, za§ w przeciw-
nym - empirycznie odrdznialne zjawisko B (stynny efekt motyla).
Zatem sam fakt, ze proces pomiaru generuje wartosci rekurencyjne
nie znaczy, iz nie moze istnie¢ sposob na przekonanie sie o tym, ja-
kie sa wartosci parametréw (np. przez zainicjowanie stosownej ewo-
lucji i dokonanie pomiaru dopiero potem).

Reasumujgc, stwierdzamy, ze badania dotyczace efektow hiper-
obliczeniowych sa mocno osadzone w teoriach fizycznych. Z cala
pewnoscia nie mozna im postawic¢ zarzutu spekulatywnosci, a w kaz-
dym razie nie w wiekszym stopniu niz innym modelom. Mimo iz nie
istnieja ich praktyczne implementacje, to stanowig wazng inspiracje
dla dyskusji filozoficznej i dla préb wyjasniania natury naszego ma-
tematyzowania.

9.3. Hiperobliczenia a teza Churcha-Turinga

Czy wyniki rozwazan dotyczacych proceséw niealgorytmicznych
moga stanowi¢ argument przeciwko tezie Churcha? Na pierwszy
rzut oka moze sie wydawad, ze tak: wszak podano przyktad procedu-
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ry, ktéra pozwala na rozwigzywanie problemoéw teorioliczbowych,
jest dla nas zrozumiatla, potrafimy jg opisa¢ (by¢ moze nawet zaim-
plementowac), ale ktora nie daje si¢ symulowa¢ na maszynie Turin-
ga. Zauwazmy jednak, ze teza Churcha-Turinga moze by¢ rozumia-
na na dwa sposoby:

1. Klasycznie: jako teza dotyczaca naszego rozumienia pojecia
obliczenia. Teza Churcha glosi, ze to nasze intuicyjne rozumienie
pojecia obliczalno$ci jest adekwatnie odzwierciedlone (uchwycone)
w definicji Turinga.

2. Mozemy ja takze rozumie¢ niestandardowo, jako tzw. fizyczna
tez¢ Churcha-Turinga (oznacze ja tutaj — za literaturg — przez PhCT,
od physical Church-Turing thesis). W tej wersji glosi ona, Ze nie ist-
nieja w przyrodzie procesy niealgorytmiczne.

Klasyczna teza Churcha (TC) méwi zatem, ze:

1. Wszystko, co liczy komputer, moze tez (oczywiscie ze stratg
czasowg) wykona¢ cztowiek postugujacy sie tabela instrukeji (to jest
oczywista czes¢ TC).

2. Wszystko to, co mozemy wykona¢ mechanicznie, bez
odwolania do intuicji, rozumienia, wgladu etc., moze tez wykonac
komputer.

Czes¢ 2. glosi zatem, ze kiedy ludzie zachowujg sie czysto me-
chanicznie, to czynig to w sposéb réwnowazny komputerom. Ory-
ginalne analizy Turinga dotyczyly wlasnie naszego rozumienia po-
jecia mechanicznej procedury — 6w pilny urzednik miat by¢ niejako
modelowo bezmyslny, pozbawiony wlasnej inicjatywy, pozbawiony
rozumienia sensu wykonywanych przez siebie czynnosci, realizuja-
cy niewolniczo jedynie zadane instrukeje. Turingowi chodzilo zatem
0 wyjaénienie tego, co potrafimy obliczy¢ (abstrahujac od ogra-
niczen praktycznych). W swoich analizach zauwazyt on np., ze przy
mechanicznym wykonywaniu czynnosci postepujemy wedtug
skonczonej tabeli instrukcji, ze rozpoznajemy skonczenie wiele sym-
boli, ze nasze dziatania majg charakter lokalny etc. Formalny model
obliczen uwzglednia wyniki tych wlasnie analiz i stanowi idealizacje
owego mechanicznego, bezmyslnego procesu.

Moze si¢ zatem wydawad, ze pojawienie sie modeli hiperobli-
czeniowych, jako alternatywnych dla klasycznego modelu Turinga,
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stanowi istotny argument w dyskusji na temat oryginalnej tezy Chur-
cha-Turinga. Twierdze jednak, ze wyniki te majg — wbrew pozorom -
marginalne znaczenie. Co wigcej, nawet ewentualna praktyczna re-
alizacja tych modeli nie wniostaby tu nic nowego. Istnienie uktadow
fizycznych, takich jak komputer relatywistyczny w okolicy czarnej
dziury (badz np. kwantowych systemoéw rozstrzygajacych problem
stopu), nie powoduje, ze zmienia si¢ nasze rozumienie tego, co to
znaczy, iz kto§ oblicz a, czyli dokonuje mechanicznych czynnosci
(»without insight or understanding”). Wokél Klasycznej tezy Chur-
cha toczy si¢ zywa dyskusja (por. np. Olszewski, Wolenski, Janusz
2006), ale hiperobliczenia nie majg na nig bezposredniego wptywu.
Sadz¢ bowiem, ze wszelkie mozliwe kombinacje: (1) =TC+—Ph-TC;
(2) =TC+Ph-TC; (3) TC+—Ph-TC; (4) TC+Ph-TC s3 dopuszczal-
ne. Spojnos¢ stanowisk (1) i (4) jest oczywista (catkowite odrzucenie
lub catkowita akceptacja obu tez). Stanowisko (2) glosi, ze w przy-
rodzie istniejg tylko procesy algorytmiczne, ale zarazem nasze in-
tuicyjne pojecie obliczenia nie jest trafnie odzwierciedlone w posta-
ci definicji turingowskiej. Najwieksze znaczenie dyskusja dotyczaca
problematyki hiperobliczen mogtaby mie¢ w kontekscie stanowi-
ska (3), ktdre glosi, ze nasze naturalne pojecie obliczenia trafnie od-
zwierciedla definicja Turinga, ale Ze w przyrodzie istniejg procesy
niealgorytmiczne. Jest ono spojne, bo przeciez mozna pogodzic teze
Churcha-Turinga (ktéra utozsamia intuicyjne pojecie oblicze-
nia z obliczeniem komputerowym) z przekonaniem, ze nasze pro-
cesy poznawcze nie muszg mie¢ charakteru algorytmicznego. Z fak-
tu, ze kiedy liczymy mechanicznie, zachowujemy sie jak komputery,
nie wynika przeciez, ze zawsze zachodzi taka sytuacja. A zatem
nawet gdyby istnialy konkluzywne argumenty na rzecz tezy, ze pro-
cesy umysfowe maja charakter niealgorytmiczny, nie znaczyloby to
wecale, iZ nasze rozumienie pojecia obliczenia (mechanicznej
procedury) ulega zmianie.

Cho¢ wiec dyskusja dotyczaca modeli hiperobliczeniowych sitg
rzeczy ma pewne odbicie w dyskusji na temat tezy Churcha-Turin-
ga, nie ma tu prostych zaleznosci miedzy fizyczng a klasyczng jej
wersja. Oczywidcie sama fizyczna jej odmiana jest dyskusyjna. Przy-
kladowo Németi i David twierdza, ze takie stanowisko to emanacja
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newtonowskiego $wiatopogladu, w mys$l ktérego natura ma charak-
ter urzadzenia mechanicznego. Ich zdaniem w $wietle rozwoju fizyki
jest to zalozenie bardzo zawezajace i mato wiarygodne. Niewatpli-
wie - zgodnie z tym, co zostalo juz powiedziane wczes$niej — gigan-
tyczny sukces modelu turingowskiego w rozwoju technologii kom-
puterowych, stosowany przy modelowaniu zjawisk przyrodniczych,
moze sktania¢ do przyjecia tezy o mechanicznym charakterze owych
zjawisk?. Nie stanowi jednak ostatecznie rozstrzygajacego argumen-
tu przeciwko istnieniu zjawisk niealgorytmicznych. Nie rozstrzyga
réwniez dyskusji dotyczacej tezy Churcha.

10. Podsumowanie

Analiza problematyki hiperobliczen (ciekawa sama w sobie) pozwala
na wyrazne postawienie szeregu pytan dotyczacych réznych aspek-
tow dowodzenia i szerszego procesu zdobywania wiedzy matema-
tycznej. Gtoéwne grupy zagadnien, bedace niejako motywem prze-
wodnim monografii, to:

1. Problem relacji miedzy realnymi, znanymi z praktyki dowo-
dami matematycznymi a tymi, ktore sg przedmiotem zainteresowa-
nia teorii dowodu (traktowanymi jako swoiste obiekty formalne, cig-
gi symboli).

2. Problem eksplanacyjnej roli dowodéw matematycznych.

3. Problem empirycznych elementéw w dowodach matematycz-
nych, w szczegdlnosci za$ pytanie o mozliwos¢ pojawienia sie nowe-
go typu argumentacji w matematyce, bedacego modyfikacja dowo-
du klasycznego.

Z rozwazan prowadzonych w tym rozdziale ptyng wazne wnioski:

1. Dotyczace styku matematyki i empirii: hiperobliczenia ukazu-
ja mozliwe empiryczne uwiklania matematyki. Modele te majg oczy-

7° Wolfram, fizyk i glosny popularyzator oraz filozof nauki, idzie jeszcze dalej,
twierdzac wrecz, ze Wszech$wiat jest po prostu skoniczonym (cho¢ gigantycz-
nym) automatem komoérkowym, a wigc uktadem prostszym niz maszyna Turin-
ga (por. Wolfram 2002).
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wiscie charakter teoretyczny, jednak pozwalaja na uswiadomienie
sobie, jakie s3 faktyczne empiryczne uwiklania procesu dowo-
dzenia.

2. Dotyczace rozumienia w matematyce: jest to kategoria
nieeliminowana i istotna dla dyskusji na temat statusu wiedzy ma-
tematycznej (moéwigc swobodnie: nie ma wiedzy matematycznej bez
rozumienia).

3. Pojawia si¢ hipotetyczna mozliwo$¢ pogodzenia naturalizmu
z odrzuceniem mechanicyzmu i wyjasniania intuicji matematycz-
nej w duchu naturalistycznym. W szczegdlnosci pojawia sie mozli-
wos¢ takiego wyjasniania procedur uzasadniajacych w matematyce
na poziomie uzasadniania aksjomatéw — hiperobliczenia pokazujg
bowiem, Ze granica migdzy uzasadnianiem a dowodzeniem moze
ulec pewnemu zatarciu.

Sadze zatem, ze z punktu widzenia filozofii matematyki, analiza
problematyki hiperobliczen jest owocna.



Podsumowanie

W pracy zostaly — zgodnie z zapowiedzig — przeanalizowane naste-
pujace zagadnienia:

1. Problem relacji miedzy dowodami realnymi (tj. takimi, jakie
pojawiaja sie w codziennej praktyce matematycznej) a dowodami
traktowanymi jako obiekty formalne (bedace przedmiotem zainte-
resowania teorii dowodu).

2. Problem eksplanacyjnej roli dowodéw matematycznych (i ro-
zumienia w matematyce).

3. Problem empirycznych aspektéw dowodéw matematycznych
i statusu argumentéw majacych skladowa empiryczna (w szczegdl-
noéci opartych na najnowszych modelach obliczen).

Na proces dowodzenia w matematyce mozna patrze¢ jak na
pewnego typu uzasadnianie tez, argumentacj¢. W pracy wyrézni-
tem dwa podstawowe paradygmaty, w ramach ktérych moze odby-
wal sie wyjasnienie tego procesu: formalizmu metodologicznego
oraz ujecia semantycznego. Z punktu widzenia stanowiska forma-
listycznego konstytutywna dla dowodu jest mozliwos$¢ jego formali-
zacji w postaci ciggu formul, w odpowiednio skodyfikowanym sys-
temie formalnym. Z punktu widzenia ujecia semantycznego istotny
dla dowodu jest element tresciowy, pewnego rodzaju nieredukowal-
ny wglad w prawomocno$¢ przej$¢ argumentacyjnych. Wyjasnienie
zaleznosci miedzy tymi dwoma ujeciami jest niezwykle interesujace:
powszechnie bowiem wiadomo, ze ujecie formalistyczne traktuje si¢
jako idealizacje procesu dowodzenia, a zarazem realne dowody nie
sq przeciez sformalizowane, za$ same procesy dowodzenia nie prze-
biegaja przeciez zgodnie z regutami formalnymi.

Ujecie formalistyczne ma charakter fundacjonalistyczny — w tym
sensie, ze ma ambicje ustanowienia powszechnie obowigzujacych re-
gul dotyczacych poprawnosci dowodoéw. Jednak praktyka matema-
tyczna wymyka sie tej formalizacji. Prowadzi to do ,,antyfundacjona-
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listycznej reakcji’, ktorej wyrazistym przedstawicielem jest Lakatos.
O ile ujecie formalistyczne dotyczy w zasadzie jedynie kontekstu
uzasadnienia, to badacz duzo uwagi poswieca kontekstowi odkry-
cia, w szczegolnosci rzeczywistym mechanizmom tworzenia matema-
tyki. Ujecie autora Dowodow i refutacji w naturalny sposob ukazuje
zwigzki miedzy zagadnieniami uzasadniania aksjomatéw i dowodze-
nia twierdzen. Stanowi tez dobry punkt wyjscia do dyskusji eksplana-
cyjnej roli dowodéw matematycznych, ktéry moze zosta¢ postawiony
w bardzo wyrazny sposob w kontekscie dowodow komputerowych
(a takze modelu obliczen kwantowych i hiperobliczen).

Osobny problem stanowig empiryczne uwiklania proceséw
tworzenia wiedzy matematycznej, w szczegdlnosci za$ pytanie o to,
czy moga by¢ one w jakis sposob wspomagane metodami empirycz-
nymi. Oczywistym momentem, w ktérym pytanie to staje sie cieka-
we, jest problem dowodéw wspomaganych komputerowo (jak roz-
wazany w pracy przyklad twierdzenia o czterech barwach). Uzycie
komputera w dowodzie stanowi pewnego typu eksperyment fi-
zyczny i pojawia sie pytanie o status wiedzy uzyskanej przez od-
wolanie si¢ do niego. Jeszcze wyrazniej kwestia ta uwidacznia si¢
w wypadku (hipotetycznych) dowodéw kwantowych, w ktérych
empiryczne zaposredniczenie siega znacznie glebiej i niejako dzie-
dziczy pewne filozoficzne problemy mechaniki kwantowej. Powraca
tez pytanie o eksplanacyjna wartos$¢ tego typu dowodéw — nie mamy
bowiem Zadnej, nawet teoretycznej mozliwosci wgladu w sam prze-
bieg procedury dowodowej (gdyz pomiar nieodwracalnie zniszczyl-
by dane obliczenie).

Kulminacja tych rozwazan sg analizy dotyczace modeli hiper-
obliczen. Pokazuja one, iz zaséb empirycznych technik moze by¢
w jawny sposob uzalezniony od fizycznej teorii ,w tle” (inaczej wy-
glada to w wypadku mechaniki klasycznej, kwantowej czy relatywi-
stycznej). Empiryczne zaposredniczenie tych (hipotetycznych) pro-
cedur dowodowych jest jawne i prowokuje do postawienia pytania
o status uzyskanej z ich uzyciem wiedzy. Zgodnie z tezg sformutowang
w rozdziale pigtym - najbardziej spojne wyjasnienie oferuje quasi-
-empirystyczne stanowisko w duchu Quinea, cho¢ oczywiscie nie
wyjasnia ono wszystkich problemdéw. Analiza procedur hiperoblicze-
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niowych pozwala tez na uzasadnienie tezy, ze granica miedzy proce-
durami uzasadniania aksjomatow i dowodzenia twierdzen moze by¢
znacznie bardziej rozmyta, niz sie wydaje.

W stosunku do rozwazan dotyczacych obliczen kwantowych
oraz hiperobliczenn mozna postawic¢ zarzut spekulatywnosci. Roz-
dzialy 1-3 skupiajg si¢ na zjawiskach faktycznie wystepujacych w ma-
tematyce, na analizie proceséw poznawczych, jakie rzeczywiscie
zachodzg w praktyce matematycznej. Problem napiecia miedzy do-
wodami w wersji realnej a dowodami w wersji idealnej jest znany,
filozoficznie inspirujacy i szeroko dyskutowany. Réwniez dowody
komputerowe sg dzis$ juz chlebem codziennym matematykow i ten
fakt wymaga z pewnoscig pogltebionej filozoficznej analizy. Nato-
miast dowody kwantowe pozostaja - jak na razie - w sferze teore-
tycznej i to zaréwno z powodow praktycznych (jak na razie udato sie
stworzy¢ uklady zaledwie kilku kubitéw, co oczywiscie nie pozwa-
la jeszcze na przeprowadzanie ciekawych obliczen), jak i z powodow
teoretycznych - nie jest jasne, jak szeroka jest klasa potencjal-
nych zastosowan (tj. jak szeroka klasa probleméw kombinatorycz-
nych czy teorioliczbowych daje sie rozstrzygac za pomoca algorytmu
kwantowego). Z drugiej jednak strony moze si¢ okaza¢, iz sytuacja
filozofa A.D. 2012, ktéry rozwaza filozoficzne implikacje dowodow
kwantowych, przypomina sytuacje filozofa A.D. 1940, ktdry rozwa-
zal (wéwczas jeszcze wykraczajace zdecydowanie poza sfere prak-
tyczng) dowody komputerowe. Sadze wiec, Ze — mimo pewnej spe-
kulatywnosci — model obliczenn kwantowych sklania do refleksji
i pozwala w klarowny sposdb postawi¢ pewne pytania.

Jeszcze wyrazniej te cechy pojawiaja si¢ w wypadku hiperobli-
czen: brak na razie jakichkolwiek implementacji, za$ gtéwny mo-
del tu przedstawiany (relatywistycznej maszyny Turinga) jest teore-
tycznie ciekawy, lecz praktycznie wyklucza sie, aby$my kiedykolwiek
doczekali jego implementacji. Rozwazania dotyczace hiperoblicze-
niowych dowodéw mozna zatem - do pewnego stopnia — traktowaé
jako eksperyment myslowy. Sadze jednak, Ze ma on bez poréwna-
nia mniej spekulatywny charakter niz szereg innych eksperymen-
tow myslowych, z jakimi mamy do czynienia w filozofii, a wskazuje
na bardzo ciekawy obszar problemowy, dotyczacy zagadnienia al-
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gorytmicznosci w przyrodzie. Przypomnijmy, ze w czasoprzestrze-
ni Newtona mozna wygenerowac zjawiska hiperobliczeniowe — a za-
tem gdyby obowiazywala fizyka Newtona, rozwazania dotyczace
hiperobliczen mialyby praktyczny, a nie teoretyczny charakter.
Istnienie hiperobliczeniowych zasobow zalezy od ksztattu obowia-
zujacej teorii fizycznej. W szczegdlnosci tez zalezy od tego (posred-
nio) mozliwos¢ rozstrzygania pytan matematycznych z szerszej klasy
niz dotychczas. Fakt ten uwazam za filozoficznie ciekawy - zwlasz-
cza z punktu widzenia dyskusji dotyczacej relacji miedzy wiedza ma-
tematyczna i empiryczng - i dlatego zdecydowatem si¢ w niniejszej
monografii przedstawi¢ rowniez te problematyke.

Mam nadzieje, ze Czytelnik zostal przekonany (niezaleznie od
wynikéw szczegétowych badan sformulowanych w niniejszej mono-
grafii) o prawdziwo$ci wniosku niejako metateoretycznego, dotycza-
cego zywotnosci filozofii matematyki jako dyscypliny. Problematyka
eksplanacyjnej roli dowoddéw matematycznych i relacji miedzy re-
alnymi a idealnymi ich wersjami oraz empirycznych uwarunkowan
matematyki dostarcza inspiracji do dyskusji. Z cala pewnoscig filo-
zofia matematyki ma przed sobg okres owocnych badan.
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Uwagi i wyjasnienia
dotyczace obliczen kwantowych

UWAGA 1. Matematyczny odpowiednik bramki kwantowej

Jesli wyjsciowy kubit ma postaé a0| o)+a1| 1), to po jego przejsciu
przez bramke kwantowa V znajdzie si¢ on na ogét w nowym stanie
b, | o)+ b, | 1). Schematycznie:

V: a0|0)+ a1|1)—> bo|o)+ b1|1).

Nie wszystkie takie przejscia sa mozliwe — wspolczynnikia ,a ,b , b
0 1 0 1
muszg spetnia¢ stosowne warunki techniczne'.

UWAGA 2. Przestrzen stanow ukladu n kubitow

Rozwazmy najpierw ukfad zlozony z dwoéch kubitéw (np. foto-
néw), z ktérych pierwszy jest w stanie a0| o>+a1| 1), za$ drugi w sta-
nie b, | 0)+b, | 1). Stan uktadu mieszanego mozemy zapisa¢ jako swo-
isty iloczyn ich obu:

(a,lo)+a | 1))(®,[o)+b | 1)).

Wykonajmy zwykle mnozenie czynnikow (traktujgc je po prostu jak
wyrazenie algebraiczne). Otrzymamy:

abloyloy+ab loyl1)+ab |1)loy+abl1)l1).

' Vjest operatorem samosprzezonym na dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta.
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Upro$cimy notacje, piszac |0o) zamiast |o)|o), [o01) zamiast
|o)| 1) etc. Otrzymujemy zapis:

ab, loo) + ab, lo1) + a1b0| 10)+ab [11).

Mozemy wiec uznad loo), [o1), [10), [ 11)za wektory bazowe dla ukta-
du 2-kubitowego*. Wektor a b, loo) + ab, lo1) + a1b0| 10)+ab, l11)
odpowiada wiec uktadowi dwdch kubitéw, z ktérych pierwszy jest
w stanie a0|o) + a1| 1), za$ drugi w stanie b0|0> + b1| 1). Ogdlnie -
stan kazdego dwukubitowego uktadu bedziemy zapisywaé w posta-
cisumy: c, | 00) +c, lo1)+¢ |10)+c |11) (gdzie zespolone wspot-
czynnlklc €,CC spehnajqwarunekh |2+|c |2+|c |2+|c |2—1)
Zauwazmyna marginesie, ze aby uklad postacic | |oo) +c, |01) +c, | 10) +
+c, \ 11) dal si¢ zapisaé w postaci iloczynu dwéch kubltow, muszq ist-
nie¢ hczby zespolonea ,a, b, b spelniajace warunki: | a, |>+]a ‘ 2=1;
|b |2+|b |2=1; ab—c ,ab—c sab=csab=
Dla przykladu rozwazmy “uklad zlozony z trzech kubitow:
|o)+a 1), b, |o>+b | 1), c, |o)+c l1). Po formalnym mnozeniu
(oraz skréceniu zapisu: zamiast | o>| 1)| o) piszemy |o10) etc.), stan
tak powstalego ukladu mozna zapisa¢ jako:

abc|ooo)+abc|001)+abc|01o)+abc|011)+abc|1oo)+
+abc|101)+abc|110)+abc|111)

Wektory | 000), | 001), | 010), lo1 1), | 100), | 101), | 110), | 111) two-
rza wiec baze uktadu 3-kubitowego i ogdlny stan uktadu 3-kubitowego
mozna zapisa¢ jako:

|ooo)+a |001)+a |01o)+a |011>+a |1oo)+
+aw |101)+a |110)+a 1|111>,

(przy czym musi by¢ spetniony warunek unormowania do jedno-
$ci, tzn.

> Modwigc inaczej, uklad dwdch kubitow (traktowanych jako calos¢) jest w stop-
niua b wstanie [00), w stopniu a b, w stanie lo1), w stopniu a b w stanie [10),
w stopniu a b w stanie [ 12).



UWAGI I WYJASNIENIA DOTYCZACE OBLICZEN KWANTOWYCH 213

|a000|2+ |a001|2+ |a010|2+ |a011|2+ |a100|2+ |a101|2+ |a110|2+ |a111|2:1)'

Podobne obliczenia mozna przeprowadzi¢ dla uktadu n kubitow. Kaz-
dy z opisanych bylby wektorem postaci a,, | 0>+ak1| 1), dla k=1,...,n.
Po odpowiednim wymnozeniu tych wszystkich wyrazen i dokona-
niu odpowiednich skrétow (iloczyn wektoréw postaci |il)| i).. | i)
zapisaliby$my jako |iliz...in>; np. |0) | o)...| 1) jako |oo...1)), uktad
opisanoby wyrazeniem bedacym sumg 2" skladnikéw postaci
| ii..i)(dlakazdego ciggu o-1 dtugoscin).

Cilizuin
UWAGA 3. Bramka Hadamarda i pierwiastek z negacji

Jedng z najprostszych bramek kwantowych jest tzw. bramka Hada-
marda, opisana matematycznie w nastgpujacy sposob:

loy > 1/72 (| oy + | 1));
[1) > 1742 (loy - 1)) PI.

Informacja, jak zachowuja si¢ wektory bazowe o i 1, wystarczy do ob-
liczenia zachowan dowolnego wektora, poniewaz operatory opisujace
ewolucje ukltadow kwantowych dziataja w sposob liniowy, czyli:

H(a, | o)+a1| 1)) =aH | o)+a, HI1).

Latwo obliczy¢, ze dwukrotne wykonanie bramki Hadamarda pro-
wadzi ukfad do stanu wyjsciowego*.

Operator Hadamarda pojawi sie przy okazji opisu najprostszego
algorytmu kwantowego, czyli algorytmu Deutscha. Rozwazmy teraz
inny operator U, zdefiniowany jako:

U:| 0) —> ¥ (1) | 0) + Ya(1+1) | 1)
U:| 1) = % (1+i) | o) + ¥ (1-1) | 1).

3 Z fizycznego punktu widzenia ta bramka opisuje np. foton przechodzacy przez

interferometr, przyklad ten mozna znalez¢ cho¢by w Deutsch, Ekert, Lupaccini
2000 lub w Milburn 2000.

4 Bo H?| 0)=o0, | 1)=1, za$ ze wzgledu na liniowos¢ operatora H zachodzi
Hz(ao| o)+a, [1)) = aoH2| o)+a, H2|1) = a, | o)+a, [1).
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Kroétkie obliczenie pokazuje, ze UU|o0)=1, za$ UU| 1)=0. A za-
tem zdefiniowany tak operator U jest pierwiastkiem z negacji, o kto-
rym byla mowa wczesniej - U?(p)=—p. Mozemy go oznaczy¢ jako
VNOT.

UWAGA 4. Kiedy pomiar da pelng informacje o stanie przed pomiarem?
Rozwazmy kubit, o ktéorym z gdéry wiemy, ze znajduje sie w jed-
nym ze standéw bazowych o lub 1 (ale nie wiemy w ktérym). W takiej
sytuacji wynik pomiaru pozwoli nam na uzyskanie pelnej informacji
na temat jego stanu przed pomiarem (jesli np. pomiar dal wynik o,
to znaczy, ze kubit musial by¢ w stanie o). Rozwazmy teraz uklad
dwdch kubitéw, o ktorym wiemy z gory, ze znajduja sie w jed-
nym z dwoch stanéw:

(O 1/\/2( \ 00)+ \ 01));
D : 1A 2(] 1o)+\ 11)).

Przypusémy teraz, ze dokonamy pomiaru stanu na pierwszym
kubicie. Informuje nas on o stanie ukladu. Jest tak, poniewaz tyl-
ko stan ® mdgt da¢ wynik o, tylko stan ® moégt da¢ wynik 1.
Plynie stad wazny wniosek: jesli skadinad wiemy, ze uktad jest w jed-
nym z takich szczegélnym standw, to wynik pomiaru moze da¢ nam
jednoznaczng o nim informacje. Osobng kwestia jest to, skad wiemy,
ze uktad znajduje si¢ w jednym z np. dwdch wyrdznionych stanow.
Jednak taki wniosek mozna niekiedy wyciagna¢ na podstawie anali-
zy ewolucji ukladu.

UWAGA 5. Algorytm Deutscha

W algorytmie Deutscha mamy do czynienia z problemem stwier-
dzenia, jaki jest typ monety. Matematyczne sformufowanie tego za-
gadnienia brzmi tak: dano funkcje f: {0,1} — {o0,1}, za$ naszym za-
daniem jest przekonanie sie, czy flo) = f(1) (moneta jest oszukana),
czy tez flo) # f(1) (moneta jest prawdziwa). Przypusémy, ze mamy
czarng skrzynke, ktora oblicza warto$¢ funkeji f (intuicyjnie — sko-
rzystanie ze skrzynki odpowiada obejrzeniu jednej ze stron mone-
ty). Ile razy trzeba skorzysta¢ ze skrzynki, aby odpowiedzie¢ na py-
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tanie o typ funkcji? Klasycznie — oczywiscie dwa razy: trzeba zapytac
o warto$¢ f(o), a nastepnie o wartos¢ f(1). W $wiecie kwantowym
mozna dowiedzie¢ sig, jaki jest typ owej monety (funkcji), odwotu-
jac sie do tej procedury tylko jeden raz.

W algorytmie Deutscha korzystamy z ukltadu dwdch kubitow.
Sam algorytm wyglada tak (dalej pomijam wszystkie wspolczynniki
typu 1/V2, ¥ etc., aby uprosci¢ zapis):

1. W stanie poczatkowym stan pierwszego kubitu to | o), za$ drugie-
go - lo)-1). Stan cafego ukladu mozna wiec zapisaé jak0| o)(loy - [1)).

2. Poddajemy pierwszy kubit dzialaniu bramki Hadamarda,
otrzymujac:

H: [o)(lo)=11) = (lo)y+ ] 1)(l0)=]1)).
3. Uklad poddajemy dziataniu procedury U
(loy+1))(lo)-11)) = (1Y@ o)+ (-1)@[ 1)) (lo)-[1)) [°].

Pierwszy kubit znajdzie sie wiec w stanie (=1)@] o) + (~1)] 1). Sa
dwie mozliwosci:

a) Jesli f(0)=f(1), to stanem pierwszego kubitu jest o) + | 1) lub
- (loy+ln);

b) Jesli f{o) # (1), to stanem pierwszego kubitu jest | o) - | 1) lub
= (lo)-I)).

4. Poddajemy pierwszy kubit transformacji Hadamarda, otrzy-
mujac:

- w przypadku a): stan | 0) lub - | 0);

— w przypadku b): stan | 1) lub - 1).

5. Teraz pomiar dokonany na pierwszym kubicie daje nam juz
pewnos¢ co do tego, jaki byl stan sprzed pomiaru. Tym samym do-
wiadujemy sie, czy zachodzi sytuacja a), czy b). Dowiadujemy si¢
wiec przez jednokrotne wywolanie funkgji ,,obejrzyj strone
monety’, jaka to byla moneta.

> Czytelnik ma do wyboru: (1) obliczyé¢, traktujac to jako ¢wiczenie; (2) uwierzyc.
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Uogdlnieniem algorytmu Deutscha jest algorytm Deutscha-
—Jozsy, w ktorym mamy funkgje f:{o,1}"—{0,1} (kazdemu ciggowi o-1
dlugosci n przypisuje ona o lub 1). Przypusé¢my, ze wiemy z gory, iz
zachodzi jedna z dwdch mozliwosci:

a) funkcja fjest stala;

b) funkcja f takg samg ilo$¢ razy przyjmuje wartos¢ o, co 1;

nie wiemy jednak, czy zajdzie sytuacja a), czy b). Klasycznie, aby
rozstrzygna¢, z ktorg z nich mamy do czynienia, musimy skorzy-
sta¢ z obliczenia warto$ci funkeji f okoto 2™* razy®. Algorytm Deu-
scha-Jozsy rozwigzuje problem w czasie wielomianowym. Réwniez
w jego przypadku nie mozna kontrolowaé poszczegdlnych etapow
eksperymentu. Wykonanie pomiaru w trakcie obliczenia powodo-
waloby redukcje stanu ukfadu i nieodwracalnie zniszczyto oblicze-
nie. Pomiar moze zatem zosta¢ dokonany dopiero po zakonczeniu
catego procesu.

Jesli mamy szczgscie, to juz za drugim razem otrzymamy rézne wyniki i wiemy,
ze funkcja nie jest stala. Jesli mamy pecha, to 2 razy otrzymamy ten sam wynik
i musimy zapytac jeszcze raz, aby rozstrzygna¢, czy funkcja jest stata, czy nie.
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aksjomatem istnienia liczby
mierzalnej

Con,,..,.. — zdanie wyrazajace
niesprzeczno$¢ teorii ZFC+MC

PA - arytmetyka Peano (Peano
arithmetic)
PA+—Con,, - teoria PA z dodanym zdaniem

wyrazajacym sprzeczno$¢ PA

ZFC+V=L - teoria mnogosci z dofaczonym
aksjomatem konstruowalnosci

Rozdzial 3
4CT - twierdzenie o czterech barwach
(four-color theorem)

Rozdzial 4
SAT - problem spelnialno$ci formut
rachunku zdan
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rozstrzygalnych w czasie
wielomianowym
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KRZ - klasyczny rachunek zdan
| 0) oraz | 1) - oznaczenia bazowych kubitow
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w dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta)
a0| o)ta, | 1) - oznaczenie kubitu
w dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta
ab, loo) + ab, lo1) + a1b0| 10)+ab, |11) - oznaczenie kubitu
W czterowymiarowej przestrzeni
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maszny Turinga
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obliczen (Shannon)
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badany przez Siegelmann
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RTM - relatywistyczna maszyna
Turinga (od: Relativisitic Turing
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- (oznaczenie specyficzne dla

e ksigzki) urzadzenie dokonujace
hiperobliczen
TC - teza Churcha (od: Church’s
Thesis)

Ph-TC - fizyczna teza Churcha



Summary
The Notion of Mathematical Proof

The monograph is devoted to the philosophical analysis of the methodological
and epistemological status of mathematical proofs. Three main groups of
problems are discussed:

(1) The relationship between the non-formal mathematical proofs we
encounter in mathematical practice and their formalized counterparts (as
investigated within the proof theory).

(2) The explanatory role of mathematical proofs and the problem of
understanding in mathematics.

(3) The problem of empirical elements in mathematical proofs, in par-
ticular the status of computer-assisted proofs and (hypothetical) proofs in-
volving new computational models.

In the monograph, I consider two radically different points of view con-
cerning the nature of mathematical proof. They might be labeled as the s e-
mantic andtheformalistic point of view. In the semantic tradition,
a mathematical proof is considered to be a sequence of intuitively accepta-
ble propositions. The crucial fact is that competent mathematicians under-
stand the proofs and accept them: they recognize the assumptions and the
steps in the proofs as legitimate. From this point of view, proving theorems
is a sequence of intellectual acts and doing mathematics is possible because
we have a kind of intelektuelle Anschauung of the subject matter. From the
formalist point of view, on the other hand, a mathematical proof is a for-
mal construct, where purely formal rules of manipulating strings of sym-
bols are given. The intuitive understanding of the proof by the mathemati-
cians is neither a necessary nor a sufficient condition for the correctness of
the proof. From this point of view, the essence of proving theorems is there-
fore performing formal manipulations rather than intellectual acts.

It is a remarkable fact that mathematical proofs we encounter in every-
day practice are precise and rigorous. They are not, however, formalized in
the sense of proof theory and look rather quite different from their formal
counterparts. Practicing mathematics starts not with setting up formal
axioms but rather with informal considerations, looking for motivations,
identifying crucial notions, formulating important problems to be solved
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etc. It cannot be denied that there is always a (inter)subjective element - as
certain rules have to be accepted at the pre-theoretic level and the standards
of proofs undergo a steady evolution driven by the changes in our intuitive
understanding of the notion of legitimate mathematical argumentation. In
particular the problem of the relationship between the formal and the infor-
mal elements in mathematical proofs (of the so called “Hilbert’s bridge” be-
tween the informal proof and its formal counterpart) needs to be explained.
This leads to an interesting philosophical discussion.

Formalism has a foundational character - in the sense that it has the
ambition of formulating criteria of being an acceptable proof. But the proofs
we encounter in mathematical practice are not formalized - and these or-
dinary, non-formal proofs convey mathematical ideas and provide under-
standing - in general, they produce new mathematical knowledge. It is hard
to imagine that mathematicians (with very few exceptions) would like to
formulate their proofs as strings of symbols in a formal system. The strong
normative claims of formalism are countered by an antifoundationalist re-
action, of which a prominent representative is Lakatos. He devotes much
attention to the context of discovery and to the dynamics of mathemati-
cal notions - the problem, which cannot be adequately addressed within
the formalistic framework. The account given by Lakatos is a good starting
point for the discussion concerning the explanatory role of mathematical
proofs. The problem of explanation in mathematics is an important notion,
which occurs often in informal discussions. Surely, there is something more
in our notion of mathematical knowledge than just the existence of a formal
proof. Usually, we expect proofs not only to prove theorems but also to e x-
plain why the mathematical facts obtain. The insights offered by the proof
are often much more important than the proven theorem itself. The prob-
lem of accounting for the explanatory role of proofs becomes more acute,
when we consider computer-assisted proofs as well as hypothetical quan-
tum proofs and hypercomputational procedures.

Another group of problems concerns the empirical elements involved
in the process of producing mathematical knowledge. Computer-assisted
proofs are a case in point (I consider the proof of the four-color theorem
here but the considerations apply to other computer-assisted proofs as well).
The use of the computer can be considered to be a kind of a physical exper-
iment which needs to be analyzed. This need becomes even more pressing
in the case of (hypothetical) quantum-computer-assisted proofs, where ad-
ditionally certain philosophical problems concerning quantum mechanics
are inherited. The question of the explanatory value of such proofs arises,
as we have no (even no theoretical) possibility of obtaining insight into the



SUMMARY 239

computation (since performing a measurement would destroy the process).
The process is thus not even theoretically surveyable, which makes the situ-
ation qualitatively quite new.

I also consider a thought experiment, concerning hypercomputation,
where we have at our disposal problem-solving devices, which outperform
the Turing machine (by providing answers to uncomputable problems like
the halting problem). The discussion concerning these models shows that
the empirical ingredient (or: resource) depends on the background physical
theory - it is different in the case of classical, quantum or relativistic physics.
So, if we made use of such empirical devices then the status of the knowl-
edge obtained would become problematic. Could we still call it mathe-
matical knowledge? We would not be able to provide any mathe-
matical argument in favor of the mathematical claims justified by the
(hypothetical) hypercomputational procedure — we have to rely on a verdict
of an “empirical oracle”. The knowledge obtained seems rather to be a kind
of quasi-empirical knowledge. I think that the most coherent account could
be given within a Quine-style quasi-empiricist standpoint. From this point
of view, our mathematical knowledge constitutes a part of our web of belief:
mathematical claims are justified not by intuitive access but, ultimately, by
the analysis of the relationships between mathematics and science.

Some of the models discussed in the book have a purely theoretical
(speculative) character. However, they invite us to rethink the traditional
concept of mathematical knowledge, the notion of explanation in mathe-
matics and the problem of empirical elements in proofs. The considerations
concerning these models offer new arguments in the realism-antirealism
debate.
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Problem wyjasniania w matematyce
10, 103-104, 111, 127, 129

Problemy podzialowe 138

Problemy rozstrzygalne 136-137,
147, 151, 154-155

Procesy niealgorytmiczne 158, 168
-169, 171, 195, 200, 202—204

Procesy poznawcze 160, 192, 195
-196, 198, 204, 215

Program Hilberta 37, 39, 42, 45, 100

Q
Quasi-empiryzm Lakatosa 63, 80
Quasi-empiryzm Quinea 55, 184
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Rekursja rozniczkowa 167, 173

Relatywistyczna maszyna Turinga
173-174, 177, 200, 215

Rozumienie poje¢ matematycznych
9,51, 53,79, 81

Rozumienie w matematyce 12, 129,
158, 185

RSA 138

S

Sie¢ przekonan 187, 191

Sifa eksplanacyjna 132, 155

Splatanie stanéw kwantowych 154

Standardy matematycznej argu-
mentacji 11, 103, 113-114,
119, 152
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Supertask 164-166, 173, 175-177

System algorytmiczny 94, 96, 103
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Teoria Galois 121

Teoria modeli 35

Teoria obliczen kwantowych 10, 85,
134-135, 139, 141, 147-148,
150, 156

Teza Churcha 94, 109, 159, 202-205

Teza Churcha-Turinga 202-204
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Zdanie Parisa-Harringtona 102
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PROGRAM
MONOGRAFIE FUNDAC]JI NA RZECZ NAUKI POLSKIE]

W 1994 roku Fundacja na rzecz Nauki Polskiej zainaugurowata
publikacje serii Monografie FNP, obejmujacej swoim zakresem
nauki humanistyczne i spoteczne.

W serii sa wydawane niepublikowane wczesniej prace polskich
naukowcéw, wylaniane w drodze konkursu.

Nadsytane na konkurs prace powinny charakteryzowac sig:
* wysokim poziomem naukowym,
* odkrywczo$cig zalozen i waga wynikow,
* oryginalnoscia ujecia,
* integralnoscia tematyki i formy,
* interesujacym przedstawieniem tematu, dostepnym
dla szerszego grona czytelnikow.

Fundacja zapewnia Laureatom pokrycie kosztow wydania ksigzki
w serii Monografie FNP oraz honorarium.
Konkurs odbywa si¢ w trybie ciaglym. Prace nalezy sktada¢
w Fundacji w dwoch egzemplarzach (wydruk oraz wersja
elektroniczna), wraz z wypelnionym wnioskiem.

Od 2011 roku wydawcg serii Monografie FNP jest
Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
w Toruniu. Oprdcz wersji papierowych ksigzki beda dostepne
réwniez w formie e-book. Ponadto tytuty wydane
w poprzednich latach bedg zamieszczane na stronie internetowej
www.fnp.org.pl/monografie w formule Open Access.

Dodatkowe informacje znajda Panstwo na stronach

www.fnp.org.pl
www.fnp.org.pl/monografie

FNP






DOTYCHCZAS W SERII
MONOGRAFIE FNP
UKAZALY SIE NASTEPUJACE TYTULY

1995

Jerzy Michalski, Sarmacki republikanizm w oczach Francuza.
Mably i konfederaci barscy

Magdalena Micinska, Miedzy Krélem Duchem a mieszczaninem.
Obraz bohatera narodowego w pismiennictwie polskim przetfomu
XIX i XX wieku (1890-1914)

Dariusz Stapek, Gladiatorzy i polityka.
Igrzyska w okresie poznej Republiki Rzymskiej

Maciej Soin, Filozofia Stanistawa Ignacego Witkiewicza

Wojciech Wrzosek, Historia — Kultura - Metafora.
Powstanie nieklasycznej historiografii

1996
Jerzy Bobryk, Akty swiadomosci i procesy poznawcze
Teresa Kostkiewiczowa, Oda w poezji polskiej. Dzieje gatunku
Jozef Maciuszek, Obraz cztowieka w dziele Kepiriskiego

Janusz Ruszkowski, Adam Mickiewicz i ostatnia krucjata.
Studium romantycznego millenaryzmu

Teresa Rysiewska, Struktura rodowa w spolecznosciach
pradziejowych

Katarzyna Stemplewska-Zakowicz, Osobiste doswiadczenie a
przekaz spoteczny. O dwéch czynnikach rozwoju poznawczego

Andrzej Szahaj, Ironia i mitos¢. Neopragmatyzm Richarda
Rortyego w kontekscie sporu o postmodernizm

FNP



1997
Zbigniew Bokszanski, Stereotypy a kultura

Andrzej Dziubinski, Na szlakach Orientu. Handel miedzy Polskg
a Imperium Osmanskim w XVI-XVIII wieku

Jan Hartman, Heurystyka filozoficzna

Jacek Leociak, Tekst wobec Zagtady
(O relacjach z getta warszawskiego)

Stawomir Mazurek, Wytki katastroficzne w mysli rosyjskiej
i polskiej 1917-1950

Jacek Migasinski, W strong metafizyki. Nowe tendencje
metafizyczne w filozofii francuskiej potowy XX wieku

Tomasz Mikocki, Zgodna, pobozna, ptodna, skromna, piekna...
Propaganda cnét zetiskich w sztuce rzymskiej

Ryszard Nycz, Jezyk modernizmu.
Prolegomena historycznoliterackie

Lucja Okulicz-Kozaryn, Dzieje Pruséw
Jozef Pidrczynski, Mistrz Eckhart. Mistyka jako filozofia
Lucylla Pszczolowska, Wiersz polski. Zarys historyczny

Joanna Tokarska-Bakir, Wyzwolenie przez zmysty.
Tybetarskie koncepcje soteriologiczne

Szymon Wrdébel, Odkrycie nieswiadomosci. Czy destrukcja
kartezjanskiego pojecia podmiotu poznajgcego?

1998

Jacek Banaszkiewicz, Polskie dzieje bajeczne
Mistrza Wincentego Kadtubka

Jan Doktér, Sladami Mesjasza-Apostaty

Alina Motycka, Nauka a nieswiadomos¢.
Filozofia nauki wobec kontekstu tworzenia

FNP



Cezary Wodzinski, Swiattocienie zta

Ryszard Zajaczkowski, ,,Glos prawdy i sumienie”. Kosciét
w pismach Cypriana Norwida

Piotr Zbikowski, ,,... bélem Smiertelnym $cisnione mam serce...”
Rozpacz oswieconych u zrédet przetomu w poezji polskiej
w latach 1793-1805

1999

Lukasz Chimiak, Gubernatorzy rosyjscy w Krélestwie Polskim
1863-1915. Szkic do portretu zbiorowego

Henryk Domanski, Prestiz

Marcin Kula, Anatomia rewolucji narodowej
(Boliwia w XX wieku)

Wojciech Tomasik, ,Inzynieria dusz”. Literatura realizmu
socjalistycznego w planie ,,propagandy monumentalnej”

Michal Tymowski, Paristwa Afryki przedkolonialnej
Andrzej Wierzbicki, Historiografia polska doby romantyzmu

Grzegorz Wolowiec, Nowoczesni w PRL. Przybos i Sandauer

2000

Hanna Bojar, Mniejszosci spoleczne w paristwie i spoleczeristwie
III Rzeczypospolitej Polskiej

Bogustawa Budrowska, Macierzyristwo jako punkt zwrotny
w zyciu kobiety

Katarzyna Cieslak, Miedzy Rzymem, Wittenbergg a Genewq.
Sztuka Gdariska jako miasta podzielonego wyznaniowo

Anna Engelking, Kigtwa. Rzecz o ludowej magii sfowa

Agnieszka Fulinska, Nasladowanie i twérczoéé.
Renesansowe teorie imitacji, emulacji i przektadu

FNP



Grzegorz Grochowski, Tekstowe hybrydy
Andrzej Hejmej, Muzycznos¢ dzieta literackiego

Gerard Labuda, Swigty Wojciech.
Biskup-meczennik, patron Polski, Czech i Wegier

Lech Leciejewicz, Nowa postaé swiata.
Narodziny sredniowiecznej cywilizacji europejskiej

Pawel Rodak, Wizje kultury pokolenia wojennego

Wojciech Sady, Spér o racjonalnoéé naukowq.
Od Poincarégo do Laudana

Danuta Sosnowska, Seweryn Goszczyniski: biografia duchowa

Tomasz Stryjek, Ukrairiska idea narodowa
okresu migdzywojennego

Przemyslaw Urbanczyk, Wiadza i polityka
we wcezesnym Sredniowieczu

Magdalena Zowczak, Biblia ludowa.
Interpretacje watkow biblijnych w kulturze ludowej

2001
Andrzej Dabrowka, Teatr i sacrum w Sredniowieczu
Iwona Massaka, Eurazjatyzm. Z dziejow rosyjskiego misjonizmu
Maciej Soin, Gramatyka i metafizyka. Problem Wittgensteina

Wojciech Szczerba, Koncepcja wiecznego powrotu w mysli
wczesnochrzescijanskiej

2002
Henryk Domanski, Polska klasa rednia
Magdalena Heydel, Obecnos¢ T.S. Eliota w literaturze polskiej

Kazimierz Kondrat, Racjonalnos¢ i konflikt wierzen religijnych

FNP



Teresa Kostkiewiczowa, Polski wiek Swiatel. Obszary swoistosci

Krzysztof Lewalski, Koscioly chrzescijariskie w Krolestwie Polskim
wobec Zydow w latach 1855-1915

Stanislaw Lojek, Hegel i Nietzsche wobec problemu politycznosci

Tomasz Malyszek, Romans Freuda i Gradivy. Rozwazania
o psychoanalizie

Marek Nalepa, ,, Takie zycie dzis nasze, gdy Polska ustaje...”
Pisarze stanistawowscy a upadek Rzeczypospolitej

Zbigniew Nerczuk, Sztuka a prawda.
Problem sztuki w dyskusji miedzy Gorgiaszem a Platonem

Ewa Nowak-Juchacz, Autonomia jako zasada etycznosci.
Kant, Fichte, Hegel

Wawrzyniec Rymkiewicz, Ktos i Nikt.
Wprowadzenie do lektury Heideggera

Barbara Szmigielska, Marzenia senne dzieci

2003

Wojciech Brojer, Diabet w wyobrazni Sredniowiecznej.
Trzynastowieczne exempla kaznodziejskie

Malgorzata Czarnocka, Podmiot poznania a nauka

Adam Fitas, Glos z labiryntu.
O pismach Karola Ludwika Koninskiego

Maciej Golab, Spér o granice poznania dzieta muzycznego

Jan Krasicki, Bdg, czlowiek i zlo.
Studium filozofii Wlodzimierza Sotowjowa

Antoni Maczak, Nieréwna przyjazn.
Uktady klientalne w perspektywie historycznej

FNP



2004
Jan Doktor, Poczgtki chasydyzmu polskiego
Przemystaw Gut, Leibniz. Mysl filozoficzna w XVII wieku

Alicja Jarzebska, Spor o pigkno muzyki.
Wprowadzenie do kultury muzycznej XX wieku

Agnieszka Kluba, Autotelicznos¢ - referencyjnosé -
niewyrazalnos¢. O nowoczesnej poezji polskiej (1918-1939)

Katarzyna Kuczynska-Koschany, Rilke poetow polskich

Franciszek Longchamps de Bérier, Naduzycie prawa w swietle
rzymskiego prawa prywatnego

Maciej Mycielski, Miasto ma mieszkaricow, wies obywateli”.
Kajetana Kozmiana koncepcje wspolnoty politycznej

Krzysztof Nawotka, Aleksander Wielki

Dorota Pietrzyk-Reeves, Idea spoleczeristwa obywatelskiego.
Wspéltczesna debata i jej Zrédia

Jan Pisulinski, Nie tylko Petlura. Kwestia ukraifiska w polskiej
polityce zagranicznej w latach 1918-1923

Radostaw Sojak, Paradoks antropologiczny.
Socjologia wiedzy jako perspektywa ogdlnej teorii spoleczeristwa

Tomasz Szlendak, Supermarketyzacija.
Religia i obyczaje seksualne mlodziezy w kulturze konsumpcyjnej

Przemystaw Urbanczyk, Zdobywcy pétnocnego Atlantyku

2005

Andrzej Dziubinski, Stosunki dyplomatyczne polsko-tureckie
w latach 1500-1572 w kontekscie migdzynarodowym

Magdalena Gorska, Polonia — Respublica - Patria.
Personifikacja Polski w sztuce XVI-XVIII wieku
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Roman Michalowski, Zjazd gnieznieriski. Religijne przestanki
powstania arcybiskupstwa gnieznieriskiego

Jerzy Rohozinski, Swigci, biczownicy i czerwoni chanowie.
Przemiany religijnosci muzutmanskiej w radzieckim i poradzieckim
Azerbejdzanie

Krzysztof Skwierczynski, Recepcja idei gregoriarskich w Polsce
do poczgtku XIII wieku

2006

Nikodem Boncza Tomaszewski, Zrédla narodowosci.
Powstanie i rozwéj polskiej swiadomosci w II potowie XIX
i na poczgtku XX wieku

Stawomir Buryla, Opisaé Zagtade. Holocaust w twérczosci
Henryka Grynberga

Zbigniew Kloch, Odmiany dyskursu. Semiotyka zycia publicznego
w Polsce po 1989 roku

Sebastian Tomasz Kolodziejczyk, Granice pojeciowe metafizyki

Rafal Koschany, Przypadek. Kategoria egzystencjalna i artystyczna
w literaturze i filmie

Jozef Pidrczynski, Pierwszy egzystencjalista. Filozofia absolutnej
skoticzonosci Fryderyka Jacobiego

Maciej Plaza, O poznaniu w twérczosci Stanistawa Lema

Malgorzata Puchalska-Wasyl, Nasze wewnetrzne dialogi.
O dialogowosci jako sposobie funkcjonowania cztowieka

Justyna Straczuk, Cmentarz i stét. Pogranicze prawostawno-
katolickie w Polsce i na Biatorusi

Stanistaw Zapasnik, ,Walczgcy islam” w Azji Centralnej.
Problem spolecznej genezy zjawiska
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2007

Katarzyna Filutowska, System i opowies¢. Filozofia narracyjna
w mysli E. W. J. Schellinga w latach 1800-1811

Jakub Kloc-Konkolowicz, Rozum praktyczny w filozofii Kanta
i Fichtego. Prymat praktycznoéci w klasycznej mysli niemieckiej

Barbara Krawcowicz, William James. Pragmatyzm i religia

Pawel Majewski, Miedzy zwierzeciem a maszyng.
Utopia technologiczna Stanistawa Lema

Teresa Michalowska, Sredniowieczna teoria literatury w Polsce.
Rekonesans

Malgorzata Mikolajczak, Pomiedzy koricem i apokalipsg.
O wyobrazni poetyckiej Zbigniewa Herberta

Aneta Pieniadz, Tradycja i wladza.
Krélestwo Wloch pod panowaniem Karolingéw, 774-875
Wojciech Tomasik, Ikona nowoczesnosci.

Kolej w literaturze polskiej

Piotr Zbikowski, W pierwszych latach narodowej niewoli. Schytek
polskiego Oswiecenia i zwiastuny romantyzmu

2008

Grazyna Jurkowlaniec, Epoka nowozytna wobec sredniowiecza.
Pamigtki przesztosci, cudowne wizerunki, dzieta sztuki

Halina Manikowska, Jerozolima — Rzym - Compostela.
Wielkie pielgrzymowanie u schytku Sredniowiecza

Maciej Potz, Granice wolnosci religijnej w paristwie
demokratycznym. Kwestie wolnosci sumienia i wyznania oraz
stosunek paristwa do religii w Stanach Zjednoczonych Ameryki
w latach 90. XX wieku

Beata Sniecikowska, ,, Nuz w uhu”? Koncepcje dzwigku w poezji
polskiego futuryzmu
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Przemystaw Urbanczyk, Trudne poczgtki Polski

2009

Weronika Chanska, Nieszczgsny dar zycia.
Filozofia i etyka jakosci Zycia w medycynie wspolczesnej

Jacek Gadecki, Za murami.
Krytyczna analiza dyskursu na temat osiedli grodzonych w Polsce

Maciej Gorczynski, Prace u podstaw.
Polska teoria literatury w latach 1913-1939

Krzysztof Jaskulowski, Nacjonalizm bez narodow.
Nacjonalizm w koncepcjach anglosaskich nauk spotecznych

Justyna Kowalska-Leder, Doswiadczenie Zaglady z perspektywy
dziecka w polskiej literaturze dokumentu osobistego

Stanistaw Lojek, Megalopsychokracja. O cnocie w polityce
i polityce cnoty (Od Homera do Arendt i Straussa)

Grzegorz Mysliwski, Wroctaw w przestrzeni gospodarczej Europy
(XIII-XV wiek). Centrum czy peryferie?

Robert Poczobut, Miedzy redukcjg a emergencjq.
Spor o miejsce umystu w Swiecie fizycznym

Artur Przybystawski, Buddyjska filozofia pustki

Tadeusz Szubka, Filozofia analityczna.
Koncepcje, metody, ograniczenia

Tomasz Tiuryn, Boecjusz i problem uniwersaliow

Marcin Trzesiok, Piesni drzemig w kazdej rzeczy.
Muzyka i estetyka wczesnego romantyzmu niemieckiego

Adam Workowski, Ontologiczne podstawy posiadania

Pawel Zmudzki, Wladca i wojownicy.
Narracje o wodzach, druzynie i wojnach w najdawniejszej
historiografii Polski i Rusi
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2010
Piotr Celinski, Interfejsy. Cyfrowe technologie w komunikowaniu

Anna Dziedzic, Antropologia filozoficzna
Edwarda Abramowskiego

Piotr Filipkowski, Historia méwiona i wojna. Doswiadczenie
obozu koncentracyjnego w perspektywie narracji biograficznych

Krzysztof Hubaczek, Bég a zlo. Problematyka teodycealna
w filozofii analitycznej

Monika Malek, Liberalizm etyczny Johna Stuarta Milla.
Wspélczesne ujecia u Johna Graya i Petera Singera

Ireneusz Piekarski, Z ciemnosci.
O tworczosci Juliana Stryjkowskiego

Marek Ston, Miasta podwdjne i wielokrotne
w Sredniowiecznej Europie

Jan Wasiewicz, Oblicza nicosci.
Z dziejow nihilizmu europejskiego w XIX wieku

2011

Wojciech Batus, Gotyk bez Boga?
W kregu znaczen symbolicznych architektury sakralnej XIX wieku

Natalia Bloch, Urodzeni uchodzcy.
Tozsamos¢ diasporyczna pokolenia mtodych Tybetariczykow
w Indiach

Mirostawa Buchholtz, Henry James i sztuka auto/biografii

Pawel Gancarczyk, Muzyka wobec rewolucji druku.
Przemiany w kulturze muzycznej XVI wieku

Bartosz Kuzniarz, Goodbye Mr. Postmodernism.
Teorie spoteczne myslicieli péznej lewicy

Monika Murawska, Filozofowanie z zamknigtymi oczami.
Fenomenologia ciata Michela Henryego

FNP



Roman Murawski, Filozofia matematyki i logiki
w Polsce miedzywojennej

Andrzej Wypustek, Bogowie, herosi i wybrarcy:
studia nad wizerunkiem zmartych w greckich epigramatach
nagrobnych w epoce hellenistycznej i grecko-rzymskiej

Radostaw Zenderowski, Religia a tozsamos¢ narodowa
i nacjonalizm w Europie Srodkowo-Wschodniej.
Miedzy etnicyzacjq religii a sakralizacjg etnosu (narodu)

Dorota Zygmuntowicz, Praktyka polityczna.
Od ,,Patistwa” do ,,Praw” Platona

2012

Tamara Brzostowska-Tereszkiewicz, Ewolucje teorii.
Biologizm w modernistycznym literaturoznawstwie rosyjskim

Anna Markowska, Dwa przefomy.
Sztuka polska po 1955 i 1989 roku

Magdalena Rembowska-Pluciennik, Poetyka intersubiektywnosci.
Kognitywistyczna teoria narracji a proza XX wieku

Tadeusz Szubka, Neopragmatyzm

Pawel Zaleski, Neoliberalizm i spoleczeristwo obywatelskie

W PRZYGOTOWANIU

Lukasz Afeltowicz, Laboratoria, instrumenty
i kolektywy badawcze: praktyka naukowa w perspektywie
usytuowanego i rozproszonego poznania

Anna Engelking, Kolchoznicy. Antropologiczne studium
tozsamosci wsi biatoruskiej przetomu XX i XXI wieku

FNP



Janusz Grygienc, ,Wola powszechna” w nowozytnej i wspétczesnej
mysli politycznej

Iwona Krupecka, Filozoficzny kichotyzm Pokolenia °98. O idei
podmiotu w mysli hiszpariskiej przetomu XIX i XX wieku

Michat Luczewski, Wieczny naréd. Naréd i religia w Zmigcej.
Wprowadzenie do integralnej teorii narodu

Lukasz Niesiolowski-Spano, Dziedzictwo Goliata.
Filistyni i Hebrajczycy oraz ich wzajemne relacje

Grzegorz Pac, Rola spoleczna zon i corek w dynastii piastowskiej
do potowy XII wieku. Studium poréwnawcze

FNP
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