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PRZEDMOWA

,Warsztaty z rownan rézniczkowych czastkowych” odbyty sie¢ w Centrum Ba-
dan Nieliniowych im. J. Schaudera (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
w dniach 12-22 listopada 2002 roku. Inicjatywa spotkania sie mtodych matema-
tykéw z calej Polski interesujacych sie réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi
i pragnacych ugruntowaé¢ znajomosé podstaw teorii wyszta od kierownika Cen-
trum Profesora Lecha Goérniewicza wiosna 2002 roku.

Duze zainteresowanie ,Warsztatami” przyjemnie zaskoczylo organizatoréw
i wykladowcéw. Sale, w ktorych odbywaly sie zajecia byly pelne aktywnych
stuchaczy (okolo 50 os6b).

W programie znalazly sie cykle wykladéw z réwnan eliptycznych (Tadeusza
Nadziei z Uniwersytetu Zielonogoérskiego), z réwnan parabolicznych (Grzego-
rza Karcha z Uniwersytetu Wroclawskiego), z zagadnieni ewolucyjnych (Dariu-
sza Wrzoska z Uniwersytetu Warszawskiego) 1 z réwnan falowych (nizej pod-
pisanego). Oprécz wykladéw odbywaly sie konsultacje i nieformalne seminaria,
w ktérych brali udziat wyktadowcy i ich wspétpracownik naukowy Philippe Lau-
rencot z Université Paul Sabatier z Tuluzy.

W niniejszym tomie znajduja sie notatki, ktore wykladowcy przygotowali
do zajeé. Ostateczny ich ksztalt (zachowujacy styl wykladow) wiele zawdziecza
celnym uwagom stuchaczy i wspolpracownikow, a szczegélnie Profesora Andrzeja
Krzywickiego.

Rzecz jasna, wybor zagadnien poruszanych w trakcie wykladéw torunskich
pozostaje kwestia indywidualnych preferencji autoréw, niemniej jednak mamy
nadzieje, ze gléwne czesci tych notatek tworza pewien kanon wspoélczesnej uni-
wersyteckiej wiedzy o réwnaniach rézniczkowych czastkowych, a tematy potrak-
towane w sposob bardziej fakultatywny pokazuja wybrane aktualne kierunki roz-
woju teorii.

Traktujac ponizszy skrypt jako wstepna wersje pewnej wickszej catosci, be-
dziemy wdzieczni Czytelnikom za wszelkie uwagi krytyczne.

W imieniu autoréw

Piotr Biler
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. Uwagi o zagadnieniu Cauchy’ego dla innych réwnan.
. Nieliniowe réwnania falowe i inne uwagi.
. Zadania.
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1. Wyprowadzenie réwnania struny; wzory d’Alemberta

Rozwazamy drgania poprzeczne (w plaszczyZnie (z,y)) nieskonczonej struny
opisane funkcja u = u(x,t), x € R, t € R. Zakladamy, ze wychylenia czesci struny
sa tak male, ze napiecie struny w kazdym jej punkcie jest state: T = const.
Oznaczmy przez o > 0 (stala) gestosé liniowa struny. Przyjmujac, ze struna jest
doskonale wiotka, czyli ze T' dziata w kierunku stycznym do struny, otrzymujemy
z réwnania Newtona bilans sil:

oAzuy = T(uz(x + Az, t) — uy,(x,t)).

2000 Mathematics Subject Classification. 35-01, 35L05.
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8 P. BILER

Dzielac obustronnie przez Ax i przechodzac do granicy Az — 0, dostajemy
zatem
ouir = Ttuge, czyli uy = Cige,

gdzie ¢ = T/p okredla (jak wkrétce zobaczymy) predkosé rozchodzenia si¢ za-
burzen. Warto poréwnaé ten ogromnie uproszczony model z wyprowadzeniem
uwzgledniajacym subtelniejsze zjawiska fizyczne w [13]. W dalszym ciagu cze-
sto przyjmowaé bedziemy ¢ = 1, co nie powoduje straty ogélnosci (wystarczy
zamieni¢ czas przechodzac od ¢ do ct), rozpatrujac réwnanie w postaci

(11) Ut = Ugy-
Wielowymiarowym analogonem réwnania struny jest rownanie falowe
(12) Ut = AU,

gdzie A jest operatorem Laplace’a w RY: A = Zszl 0?/0x;2. Opisuje ono np.
drgania cienkich membran (N = 2) i drgania (akustyczne, elektromagnetyczne)
jednorodnych oérodkéw ciaglych w trzech wymiarach (VN = 3).

Wprowadzenie nowych zmiennych { =z —tin=xz+t¢w (1.1) prowadzi do
prostego réwnania

(1.3) Ugn = 0,

gdzie przez (te sama litere u) w(§,n) = u(x,t) oznaczamy (nowa) funkcje u
w nowych zmiennych. Natychmiast otrzymujemy stad przez catkowanie

u(§n) = ¢(§) +¢(n),
czyli po prostu
(1.4) u(z,t) = oz —t) + Pz + 1)
z dowolnymi (odpowiednio regularnymi, np. C?) funkcjami ¢, 1. Jak widadé,
proste o rownaniach x —t = const i © + ¢ = const sa poziomicami pierwszego
i drugiego, odpowiednio, skladnika we wzorze d’Alemberta (1.4). Sa one cha-

rakterystykami, wzdluz ktérych przenosza sie te same wartoéci funkcji ¢ 1 v
odpowiednio, por. uwagi w Rozdziale 10.

Definicja 1.1. Zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania (nieskonczonej, nie-
zamocowanej) struny (1.1) nazywamy problem znalezienia funkcji

w:R x [0,00) = R
takiej, ze
Utt = Uga,
w(@,0) = f(x), w(x,0)=g(x),

z zadanymi funkcjami (danymi poczgtkowymi) f, g.

(1.5)
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Proste catkowania prowadza do nastepujacej, konkretnej wersji wzoru d’A-
lemberta (1.4)
x+t

(1.6) M@ﬂ:;{ﬂx—ﬂ+ﬂx+ﬂ+1; ﬂ@@}

—t
7 tego wzoru widaé, ze zachodzi

Twierdzenie 1.2. Jezeli f € C? i g € C', to u zadane wzorem (1.6) jest
klasycznym (u € C?) rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (1.5).

Latwo zauwazy¢, ze rozwiazanie u w punkcie (xg,tg) zalezy od wartosci da-
nych poczatkowych f i g na odcinku [xg — tg, 2o + to]. Obszarem wplywu nazy-
wamy stozek charakterystyczny przeszlosci z wierzchotkiem w punkcie (xg,to),
tzn. zbior

{(z,t) : t < to, |z — | < |t —to]}-
Podobnie, obszarem zaleznosci nazywamy stozek charakterystyczny przysztosci,
tzm. {(x,t) 1 t = to, |x — xo| < |t — o] }-

Ponadto, rozwiazanie zagadnienia (1.5) zalezy w sposéb ciagly od danych
poczatkowych:

lu—ullo = sup fu(z,t) —u(z,t)] <CT)(If = flloo + llg = lloc)
z, 0<t<T
dla pewnej ciaglej funkeji C = C(T'). Oszacowanie to mozna zlokalizowaé, pi-
szac normy supremum danych poczatkowych na sumie mnogosciowej obszaréw
wplywu zbioru punktéw, w ktorych badana jest funkcja u.

2. Metody energetyczne

W badaniu charakteru zaleznosci rozwiazan od wartosci danych poczatko-
wych (nie tylko dla rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego ale réwniez dla rozwiazan
okreslonych tylko lokalnie) istotna role gra metoda energetyczna, w ktérej bada
sie¢ pewne funkcjonaly catkowe od rozwigzan i ich pochodnych. Idea tej metody
znajduje swoje rozwiniecie w teorii stabych rozwigzan réownan hiperbolicznych
wspomnianych w Rozdziale 9.

Rozwazmy dwa zagadnienia Cauchy’ego dla niejednorodnego réwnania falo-
wego

ugy = Au + F(z,t),
u(z,0) = f($)7 ut<x70) = g(x)

Uy = AU+ F(x, 1),

u(z,0) = f(z), u(z,0)=7g(zx),

gdzie F' i F mozna interpretowaé jako sity zewnetrzne.
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Twierdzenie 2.1. Zaléimy, Ze F = Fuw stozku charakterystycznym przesz-
loci C = {(x,t) : |z —xo| < to—t}, oraz f=f ig=9 dla {x: |z —x0| <
to}. Wowezas rozwigzania klasyczne u i @ pokrywajq sie we wszystkich punktach
stozka C.

Dowdd. Funkcja w = u — u spelnia jednorodne réwnanie falowe (1.2) we-
wnatrz stozka C. Przy tym w(z,0) = 01w (z,0) = 0 dla wszystkich |z —xo| < to.
Oznaczajac przez B; przekréj stozka C' na poziomie t: By = {(x,t) : |z — xo| <
to — t}, okreslamy funkcjonal energii w chwili ¢

1 1
E(t) = 7/ \Vw|*dz = 7/ (Jwe]* + |Vwl?) da.
2 JB, 2 /B,
Pierwszy skladnik w powyzszym funkcjonale ma interpretacje energii kinetycz-
nej, a drugi — potencjalnej. Rozwazajac iloraz réznicowy E dla ¢ + h i t otrzy-
mujemy

dE N 1
P /B (wtwtt + Zwmszkt> -3 /aBt(lth2 + |Vow]?) dS(z),

k=1

a nastepnie, z twierdzenia o dywergencji,

N
/ <wtwtt+zwmszkt) :/ wt<wttzwmkmk)+/ > wiwg, g dS(x)
By By OBy

k=1
(m = (m1,...,7in) jest jednostkowym wektorem normalnym do brzegu 9B;), po-
niewaz Wy, Wy, t = (Wg), Wt) g, —WiWy, z,, - LTeraz nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza
prowadzi do

1/2
1 1
Zwthkﬁk < |wt|(2wik) < 2(|wt|2 + Z |w%|2) = §|Vw|27

a nastepnie do nieréwnosci rézniczkowe;j

dE 1 9
o= (Zwthknk—2|Vw| )dS(x) <0.

By
Poniewaz F(0) = 01i E > 0, otrzymujemy stad F = 0, czyli |[Vw| = 0 prawie
wszedzie w C i (uwzgledniajac w(z,0) = 0) w konsekwencji mamy w(x,t) = 0
w calym stozku C. O

Podobnie wprowadza sie energie dla rozwigzan réwnan Maxwella, patrz Za-
danie 12.11. Konsekwencja réwnan Maxwella sg réwnania falowe spelniane przez
kazda skladowa pdl elektrycznego E i magnetycznego B.

Dyskusje funkcjonaléw, ktore sa stale w czasie wzdluz rozwiazan réwnania
falowego, mozna prowadzi¢ w przypadku nieliniowego réwnania falowego

(2].) Ut —AU+F/(U) :0,
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gdzie funkcja F spelnia stosowne warunki regularnosci i wzrostu, por. [15].
Ot6z réwnanie (2.1) jest warunkiem stacjonarnego dziatania (tzn. réwnaniem
Eulera—Lagrange’a, por. tez [7]) dla lagrangianu

1 1

W zwiazku z tym, na mocy twierdzenia Noether, symetrie lagrangianu prowadza
do praw zachowania dla réwnania (2.1).

I tak, energia
E= / ( af + 5IVu |2)

zwiazana jest z nlezmlenmczosm@ L (a wiec i rozwiazan u) na przesuniecia w cza-
sie; dlatego (d/dt)E
Niezmienniczo$é lagrangianu na translacje w przestrzeni implikuje zachowa-

nie momentow: p
wVu =
dt / K

a zatem dla N =1 (po wykorzystaniu stalosci energii F):

d
%/|ut + u,|? =

Ma to rzecz jasna zwiazek z ekwipartycja energii, patrz Zadanie 12.5.
Niezmienniczo$é¢ réwnania (2.1) na skalowanie u — AN=1/2y(\z, \t) prowa-
dzi do tozsamosci catkowej:

d
dt

(t(ut + |Vul?) + wz - Vu + tF(u) + N2— 1uut>
:/(_ N; 1uF'(u)—|—(N—|—1)F(u)).

Stad, jezeli F(u) = Clu|?WN+1D/(N=1) "to prawa strona jest zerem, i otrzymujemy

niezmiennik réwnania (2.1).
Niezmienniczos¢ konforemna: £ jest niezmienniczy na przeksztalcenia
(z,t)  _
(2,1) — =2 = (@', t).
Nastepnie skalujemy u — ||2/|2 —t’2|(N_1)/2u(x’, t"). W konsekwencji, przeksztal-
cenia Lorentza we wspélrzednych (z/,¢') generuja zachowanie konforemnej ener-
gii, momentow itp.:

i [ (@) (G0ul 4 19uP) + 0 ) + 210 Vg

dt
N-1,

+t(N — 1uuy — u ) = —t/((N — DuF'(u) —2(N + 1)F(u));

wyrazenie po prawej stronie znika przy zalozeniu postaci F' jak wyzej.
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3. Zagadnienie Cauchy’ego w 2 (2k) i 3 (2k + 1) wymiarach
W tej czesci zajmiemy sie zagadnieniem Cauchy’ego dla wielowymiarowego
rownania falowego
uy = Au,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=yg(),
dla funkcji u: RN x R, z zadanymi dla ¢t = 0 funkcjami (danymi poczqtkowymi)
£, g, por. np. [3], [5], [9].

Twierdzenie 3.1. Jeieli f € C3(R3) i g € C*(R3), to u dane wzorem
Kirchhoffa

(3.2) wu(z,t)= % [gt (t /5(071) flz+ty) do(y)) + t/s(o,l)g(a; + ty) do(y)

(3.1)

jest rozwigzaniem klasycznym zagadnienia Cauchy’ego (3.1) dla N = 3. S(0,1)
oznacza sfere jednostkowq o srodku w 0 w R3.

Dowdd. Wystarczy uzy¢ twierdzenia o dywergencji. (]

Analogiczny wynik dla réwnania falowego w dwdch wymiarach jest znany
jako

Twierdzenie 3.2. Jeieli f € C3(R?) i g € C*(R?), to u dane wzorem
Poissona

33 0=y g ([ s a)

+t / gl + ty)(1— [yf?) V2 dy}
B(0,1)

jest rozwigzaniem klasycznym zagadnienia Cauchy’ego (3.1) dla N = 2. B(0,1)
jest kotem jednostkowym o $rodku w 0 na plaszczyznie R2.

Dowéd. Wzér Poissona wynika tatwo ze wzoru Kirchhoffa po zastosowaniu
metody zstepowania. Zauwazmy, ze jezeli ogblniej: u jest rozwiazaniem réwnania
falowego w RY x R, ktére nie zalezy od xy, to u jest réwniez rozwiazaniem
réwnania falowego w RY~1 x R. Kluczowe dla dowodu jest spostrzezenie, ze
dy = (1—|y|>)'/2do(y, yn) i, ze catkowanie w (3.2) przebiega po dwéch pétsferach
P2 +y3 =1 ynv >0iyn <0,y = (y1,...,yn-1). O

Uwaga. Ze wzoru Poissona mozna metoda zstepowania wyprowadzi¢ réw-
niez wzor (1.6). Natomiast w Zadaniu 12.8 proponuje sie wykazaé wlasnosé $red-
nich sferycznych dla funkcji harmonicznych uzywajac do tego wzoru Kirchhoffa
(3.2).

Zaltozenia regularnosci w Twierdzeniu Poissona 3.2 mozna nieco ostabié¢, patrz
Zadanie 12.10.
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Podobnie, jezeli funkcje f i g sa radialnie symetryczne, zalozenia o ich regu-
larnosci potrzebne do istnienia klasycznego rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego
mozna istotnie ostabic.

Twierdzenia 3.1 i 3.2 maja wielowymiarowe uogélnienia, ktérych autorem
jest wloski matematyk Tedone. Dowodzi si¢ ich z pomocg transformaty Fouriera
(por. [5], [9]) lub metoda Srednich sferycznych.

Twierdzenie 3.3. Jezeli wymiar N jest liczbg nieparzystq,
fe CNEIRRNY i ge CVFIZRN),

to u dane wzorem

1
U ) = 3 T T TN = 2on

9 /1o \WV 32,
- [a(w) (’fN 2/5(0,1) Jlett) d““”)

+ (1;)(N3)/2 (tN2 /S(m) g9(z + ty) da(y)ﬂ

jest rozwigzaniem klasycznym zagadnienia Cauchy’ego (3.1).

Dowéd. Definiujemy dla ciaglej funkcji ¢ zmiennej z € RY i r > 0 srednie
sferyczne wzorem

1
A@mnztémfw+wwdw

ON

Rozszerzamy te definicje dla » € R kladac dla r <0
M¢({E,0) = ¢(z), M¢(:C,7“) = M¢(:Ca —r).

W ten sposéb otrzymujemy dla kazdego ustalonego x funkcje My(x, -) ciagla
na R, a dla bardziej regularnych funkcji ¢ (¢ € C*) odpowiednio gladsze érednie
My (Mg € C*). Dla funkcji ¢ okreslonych na RY x R 5 (z,t) rozwazamy $rednie
My(x,r;t) traktujac ¢ jako parametr (nie catkujemy wzgledem tej zmiennej).

Zauwazmy, ze jezeli u = u(x, t) spelnia réwnanie falowe uy;; = Au, to rozwia-
zaniem réwnania

0? N-190 0?
oMt = 5rMu = G M
jest My (x,r;t). Wynika to z nastepujacych obliczen:
13} 1 9 /
— My (x,r;t) = — — u(x + ry,t) do
gy Mulz,m3t) = —— o S0 (x +ry,t) do(y)

N
1 / 0

=— g yr—u(r + 1y, t) do(y
ON J5(0,1) kayk ( ) dov)
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1 1
— [ S rnde) = [ ruet i dy
ON Js(v,1) ON ON JB(0,1)

1 1
- Au(y,t)dy = ——— t)d
- /B(m) u(y,t) dy p— /B(m) u(y,t) dy

i
- - uy(y,t) do(y) dp.
ot o sy

Nastepnie mnozymy te tozsamoéé przez V! i rézniczkujemy wzgledem 7 do-
chodzac do:
) o 1
N-1)rN2 =M, +rN <M, = —/ t)d
( )T 67" +r 87"2 oN S(w’r) utt(y7 ) J(y)
TN_l 82 82
=— = ) do(y) =N =M,
ox 6f2/£mJ>“@"+ry =
Operator
02 N-10
- + -
or? r or

jest laplasjanem dla funkcji radialnych na RY, a wiec pokazaliémy, ze radialna
funkcja w(y, t) = M, (z, |y|;t) spelnia réwnanie falowe.

Dalej obliczenia prowadzimy w najprostszym przypadku N = 3. Zacznijmy
od spostrzezenia, ze jezeli M,, My, M, sa funkcjami r klasy C?, to funkcje
v=1rM,, ¢ =rM; i =rM, speliaja relacje

v(r;0) = é(r),  ve(r;0) = P(r),

02 0 0 02 0?

Stosujac do v wzér d’Alemberta (1.6) dostajemy

r+t
vant) = Flotr+ 0400 =0} +5 [ dods
Uwzgledniajac, ze

. 1
u(a,t) = lim My (z,7;) = lim ~o(r;)

i parzystosé funkeji My i M, (ktéra implikuje nieparzystosé ¢ i ¢), ostatecznie
dochodzimy do wzoru Kirchhoffa (3.2)

w(z, ) = lim [;{¢(t ) — ot — r)} + % ) ds] _ %T:t + ().

™0 t—r

O
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Twierdzenie 3.4. Jezeli wymiar N jest liczbg parzystq, f € CN/2+2(R2N)
i g€ CNIPHY RN to u dane wzorem

(e.1) = ’
Y = (N = Dons

y |:a (1 ) )(N2)/2 (tN—l/ f( Tt )(1 | |2)—1/2d )
— | == T —_
at\t ot B(0.1) 4 Y 4

10 =2/ N—-1 2\—1/2
Ge) (L srma- b))
B(0,1)

jest rozwigzaniem klasycznym zagadnienia Cauchy’ego.

Dowdd otrzymujemy stosujac metode zstepowania dla wzoru w Twierdze-
niu 3.3. (]

Uwaga 3.5. Uzycie transformacji Fouriera (E(f) = [ ¢(z)e” ¢ dz pozwala
na alternatywne wyprowadzenie wzoréw na rozwigzania rownania falowego. Mia-
nowicie, kluczowe jest okreslenie rozwigzania fundamentalnego czyli dystrybucji
E = Ey speliajacej réwnanie Eyy — AE = 6(t) w sensie przestrzeni dystry-
bucji D’. § = §(t) oznacza tu dystrybucje Diraca. Przechodzac do transformat
Fouriera wzgledem zmiennych przestrzennych RY 3 z — ¢ € RV otrzymujemy

Ett + |€|2E = 1(t),

co prowadzi przez proste catkowanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego do

~ sint
Bx(e.t) = 1 2L
&1
W szczegblnosci, dla N = 3 mozna sprawdzié, ze

1
Esz(z,t) = ]I(f)rm(sS(o,t) (z),

gdzie dg(0,¢) 0znacza miarg skupiona na powierzchni sfery o promieniu ¢.

Uwaga 3.6. Wzory w Twierdzeniu 3.3 i Twierdzeniu 3.4 zgadzaja sie jako-
$ciowo z twierdzeniem o jednoznacznos$ci: u w punkcie (g, to) zalezy od wartosci
figwkuli{x: |z — x| <to}-

Dokladniej: Dla N = 1 u zalezy od wartosci g na {z : |z — xo| < to} iod f
dla x — x¢p = £to. Dla N = 3 (i dla N > 3 nieparzystych): u zalezy od wartosci
f 1 g na dowolnie malym otoczeniu sfery {x : |z — x| = to}. Dla N = 2 (i dla
N parzystych): u zalezy od wartosci f i g na calej kuli {z : |x — xo] < to},
ale wiekszy wplyw na uw maja wartosci danych poczatkowych w poblizu sfery
{z: |z —x0] =10}

Oznacza to, ze w R3 pakiety falowe sg zlokalizowane, natomiast w R? zachodzi
dyfuzja fal.
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4. Zasada Huygensa

Wyniki otrzymane w poprzednim rozdziale mozna zinterpretowaé¢ w nastepu-
jacy sposéb: w R? pakiety falowe opisane réwnaniem (1.2) maja wyrazne fronty
i korice (czota i tyty) fali, natomiast w R? front fali jest wyrazny, natomiast fala
gasnie powoli do zera.

Scislej mozna to sformutowaé dla N = 3 w nastepujacy sposéb:

Whniosek 4.1. Jezeli dane poczgtkowe f, g majg zwarte nosniki i S =
supp f Usuppg, to u(z,t) = 0 dla wszystkich t ¢ [t1(x),t2(x)], gdzie t1(x) =
inf{t > 0: S(z,t) NS #£ O}, to(x) = sup{t > 0: S(z,t) NS # 0}, a S(x,t) jest

sferq o promieniu t i Srodku w x.

Opierajac sie na zasadzie Huygensa latwo zinterpretowa¢ wynik z Zada-
nia 12.1 dla k£ = £+1. Nie mozna bowiem zada¢, aby na charakterystyce rownania
(po ktorej propaguja sie zaburzenia) spelnione byly dwa niezalezne warunki na
rozwiazanie.

5. Zagadnienie niejednorodne — zasada Duhamela
Zagadnienie poczatkowe dla niejednorodnego réwnania falowego w RV
Ut — Au + F,
u(x,O) :f(x)v ut(xvo) :g($)7

rozwiazemy (podobnie jak to robi si¢ dla innych niejednorodnych zagadnien li-
niowych) poszukujac u w postaci sumy u = u; + us, gdzie u; i odpowiednio ug
spelniajg warunki

(u1)e = Aug + F,
up(z,0) =0, (uy):(x,0) =0,
oraz
(U2)tt = Aug,
UZ(Z" 0) = f(x)7 (u2)t(x70) = g(x)

Twierdzenie 5.1 (Zasada Duhamela). Jezeli F € CIWV/2+L(RN x R), a
przez v(x,t; 8) jest oznaczone rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego

vy = Av,
v(z,0;8) =0, wv(x,0;s) = F(x,s),

to uy jest superpozycjq rodziny funkcji v =v(-, ;)

t
uy(z,t) = / v(x,t — s;8)ds.
0
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Dowdd. Jak tatwo widaé: uq(z,0) = 0. Natomiast

(u1)e = v(x,05t) + /Otvt(x,t —s;8)ds = /Otv(amt —s;8)ds
znika dla ¢ = 0. Ponadto
(u1)pr — Aug = vy(2,0;t) + /Ot(vtt — Av)(z,t — s;8)ds = ve(x,0;t) = F(x,t),
co konczy dowdd. (Il

6. Metoda Fouriera dla zagadnien brzegowych

Matematyczna idealizacja opisu drgan struny zaczepionej (tak jak w instru-
mentach muzycznych) jest zagadnienie poczatkowo-brzegowe

Utt = Ugy,
(6.1) u(0,t) = u(m,t) =0,
u(x,()):f(x), ut($70):g(m)7
gdzie (z,t) € (0,m) x (0,00). Dlugosé struny zostata (bez straty ogélnosci) wy-
brana réwna . Warunek u(0,t) = u(m,t) = 0 oznacza sztywne zamocowanie
struny, ale mozna byloby zamiast niego przyja¢ np. u.(0,t) = uz(mw,t) = 0, lub
inne liniowe warunki brzegowe.

Wprawdzie wzér d’Alemberta (1.4) wyznacza dowolne rozwigzanie réwnania,
ale nietatwo byloby znalez¢ funkcje ¢, ¥ tak aby spelnione byly warunki brzegowe
(i poczatkowe) tak, jak zrobié¢ to mozna w Zadaniu 12.2 w zagadnieniu na péipro-
stej R*. Istotnie, zaburzenia rozchodzg si¢c wzdtuz charakterystyk = +¢ = const,
x —t = const, a przy spotkaniu brzegu ,odbijaja si¢” zmieniajac faze. Po kilku
takich odbiciach wzory na ¢ i ¢ bylyby bardzo skomplikowane. Postuzymy sig¢
wigc inna metoda (pochodzaca od J. Fouriera a zastosowana po raz pierwszy
dla réwnania przewodnictwa cieplnego), polegajaca na rozdzieleniu zmiennych.
Ot6z, chcemy znalezé rozwiazania réwnania (1.1) postaci u(z,t) = w(z)T'(t) dla
pewnych (odpowiednio regularnych) funkcji w, T jednej zmiennej. Oznaczajac
pochodne przez - =d/dt 1 ' = d/dz, otrzymujemy

"

. w
Tw=Tw", tzn. — = — = const.
T w
Rozwiazaniem tego zagadnienia na wartosci wlasne dla funkcji w jest oczywiscie
w(w) = ¢1sinkx + ¢ cos kx, jezeli const = —k?2, k € N. Uwzgledniajac warunki

brzegowe otrzymujemy w(z) = ¢y sinkz i T(t) = dy sin kt + dz cos kt. Réwnanie
(1.1) jest liniowe, a zatem mozna rozwazaé superpozycje takich (elementarnych)
rozwigzan, czyli

u(z,t) = Z(ak cos kt + by, sin kt) sin kx
k=1
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dla wspélczynnikéw ag, by (pochodzacych od stalych c¢; i dy dla réznych k)
spelniajacych

o0 o0

Zak sinkx = f(x), Zkak sin kz = g(x).

k=1 k=1
Powyzsze formalne obliczenia wymagaja aby szereg Fouriera przedstawiajacy u
byl zbiezny, podobnie jak i szeregi zrézniczkowane. Aby otrzymaé rozwiazanie
u klasyczne, nalezy jeszcze dodaé zalozenia np. f € C*, g € C® gwarantujace
jednostajng zbieznos¢ szeregow Fouriera przedstawiajacych w, ug,, uy. Rzeczy-
widcie, wtedy ar = O(k™%), b, = O(k73).

W Zadaniu 12.3 zobaczymy, ze ,rozsadne” warunki poczatkowe nie musza
wcale prowadzi¢ do rozwiazan klasycznych (6.1). W Rozdziale 9 zostanie poka-
zane, jak mozna uogdlni¢ pojecie rozwigzania aby nada¢ sens formalnym rozwia-
zaniom z Zadania 12.3.

Uwaga 6.1. Zagadnienie brzegowe dla rownania falowego w prostokacie jest
zle postawione. To znaczy, ze na ogdél nie mozna zada¢ wartosci v na calym
brzegu obszaru czasowo-przestrzennego ) (por. wlasnosci charakterystyk row-
nania falowego). Zadziwiajace jest przy tym, ze warunki rozwiazalnosci zaleza
od wtasnosci algebraicznych ilorazu dtugosci bokéw prostokata.

7. Zagadnienie na wartosci wlasne dla laplasjanu

Nietrudno zauwazy¢, ze procedure z poprzedniego rozdzialu mozna uogdélnié
na przypadek réwnania (1.2) uzupelnionego warunkami brzegowymi i poczatko-
wymi. Rozdzielenie zmiennych u(x,t) = w(z)T(t) prowadzi wéwczas (w przy-
padku jednorodnych warunkéw Dirichleta na brzegu obszaru  C RY) do za-
gadnienia na wartosci wtasne dla réwnania Helmholtza

Aw + A w =0,

(7.1)
Wiaa = 0.

Mozna oczywiscie rozwazaé inne (liniowe) warunki brzegowe, np. warunek Neu-
manna Jw/0n = 0 na 0N, czy warunek Robina w + cOw/0m = 0 na 0S.

W niektérych przypadkach zagadnienie (7.1) mozna rozwiazaé uzyskujac
jawne formuty na funkcje wlasne w i wartosci wlasne \.

Przyklad 7.1. Q = ngl(o,ak) C RY jest prostopadtoécianem. Wéwczas
dla N = 1 m-ta funkcja wlasna jest postaci u,,(x) = sin(mmx/a1), a m-ta
warto$é wlasna jest réwna A\ = 72m?/a?. W wyzszych wymiarach otrzymujemy
funkcje wlasne postaci

N . METT
Umy .my (T) = H sin ———

k=1
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wraz z wartoSciami wlasnymi

N
_ _ 2}: .
A= )\ml...mN =T 2 9
ag

k=1

N

my sg tu dodatnimi liczbami catkowitymi.

Przyklad 7.2 (por. [4]). Q@ = B(0,1) C R? jest kolem na plaszczyZnie.
W tym przypadku réwnanie Helmholtza Aw+ Aw = 0 rozwiazujemy rozdzielajac
zmienne w biegunowym ukladzie wspdlrzednych: w(r, ) = R(r)O(v). Pamieta-
jac o postaci laplasjanu w zmiennych biegunowych

1
Aw = wpr + ~wr + W,

dochodzimy do uktadu
R’ +rR + (Ar? =n*)R =0,

7.2
(7.2) 0" +n?0 =0.

Roéwnanie (7.2) nazywa sie réwnaniem Bessela. Warunki brzegowe implikuja, ze
R(1) =0, a funkcja O jest okresowa z okresem 27 i stad n € N.

Rozwiazaniami réwnania (7.2) sa funkcje zwiazane z funkcjami Bessela pierw-
szego 1 drugiego rodzaju, rzedu n, oznaczanymi tradycyjnie J,, i Y,,, tzn. R(r) =
Jn(\&r) dla pewnego A. Uzywajac metody Frobeniusa mozna uzyskac ich przed-
stawienia za pomoca iloczynéw poteg z i szeregéw potegowych. Mianowicie

B [eS) (71)k 2 n+2k
=Y m(s)
n—1

k=0
) _1)k 2 n+2k
_kz:%k!gn+k)!(2) (\Il(n+k+1)+\ll(k+1))},

gdzie U(z) =I"(z)/T'(2) jest pochodna logarytmiczng funkcji I' Eulera. Faktycz-
nie, rozwigzanie zagadnienia na wartoéci wtasne w kole zawiera tylko funkcje J,,
regularne w z = 0. Ostatecznie dostajemy

Wy (1,9) = T (kpmt) (€1 sin nd + ¢o cosnd),

dlan = 0,1,... i m = 1,2,... Poniewaz R(1) = 0, a wicc J,(vVA) = 0
i VX = ko jest m-tym pierwiastkiem n-tej funkcji Bessela J,. Interesujace jest
przesledzenie zachowania si¢ funkcji wlasnych wy,,, w tym badanie linii wezlow
{z : Wpm (x) = 0}.

W wyzszych wymiarach waznymi funkcjami specjalnymi sa harmoniki sfe-
ryczne zwiazane z funkcjami wlasnymi laplasjanu w RY.
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W ogélnym przypadku zachodzi

Twierdzenie 7.3. Jezeli Q C RY jest obszarem ograniczonym, to istnieje
cigg warto$ci wlasnych Ay, , ktory ro$nie do nieskonczonosci. Unormowane funk-
cje wlasne {wy,} tworzg cigg ortonormalny zupelny w przestrzeni L*().

Dowdd tego wyniku mozna znalezé np. w [3]. O

Jak szybko rosng warto$ci wlasne mozna latwo przesledzi¢ na przykladzie
kostki ngl(o,a) w RN, Ot67 warto$é i, = (a?/7%) A\ = Ziv:l m3 jest kwa-
dratem odleglosci punktu kratowego o wspdlrzednych (mg,...,my), mg > 0,
od 0. Punktéw kratowych w kuli o promieniu R, R — oo, jest asymptotycznie
2-NwyRN. Stad obliczamy, ze m ~ wN/221=N(NT(N/2))"'RN, czyli innymi
stowy A, ~ RZ ~ cym?/N = O(m?/N) gdy m — oo, por. [12]. Okazuje sie, ze
analogiczny wynik zachodzi dla dowolnych obszaréw ograniczonych Q C RV, co
udowodnil w 1911 roku H. Weyl, rozwiazujac problem postawiony przez D. Hil-
berta.

Twierdzenie 7.4 (H. Weyl, L. Hormander). Dla gladkich obszardw ograni-
czonych Q C RN zachodzi relacja asymptotyczna

2/N
F<N/2+1>> 2N gy m— oo,

Am 47T< 1

Uniwersalno$é¢ tego wyniku zainspirowata M. Kaca do postawienia pytania:
., Czy mozna uslyszeé ksztalt bebna?”, co matematycznie mozna sformutowaé jako
pytanie: ,Czy obszary, dla ktorych ciggi wartosci wlasnych laplasjanu sq takie
same, sq izometryczne?” Negatywna odpowiedz na ten problem podali w 1992
roku Gordon, Webb i Wolpert, konstruujac nieprzystajace wielokaty (i wielo-
$ciany) o identycznych widmach, tzn. zbiorach wartodci wlasnych.

Zagadnienie (7.1) mozna sformulowaé¢ w postaci wariacyjnej. Mianowicie,

Vol?
)\1 = inf 7f9 | | s
v¢0, ’U‘aglzo fQ U2

a funkcja realizujaca kres jest rowna pierwszej funkcji wlasnej. Jest ona statego
znaku wewnatrz €. Nastepnie zachodzi zasada minimaksowa:

. fQ |VU|2
Am+1 = max min S
V150 Vm {v#O0: [, vv; =0, j=1,...,m,v]9q=0} fQ v

Istotnie, réwnanie Helmholtza jest konsekwencja rownan Eulera—Lagrange’a dla
powyzszego zagadnienia minimalizacji z wiezami, a A, sa kolejnymi mnoznikami
Lagrange’a, por. np. [3], [12].
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8. Tlumione réwnanie falowe

Réwnanie linii telegraficznej
(81) Ut + 2kut = Au

opisuje dla N = 1 rozchodzenie si¢ ttumionych sygnaléw w przewodzie linii tele-
graficznej, ktéry charakteryzuje sie niezerowym oporem. Jest ono réwniez uzy-
teczne jako hiperboliczny model rozprzestrzeniania sie ciepla dla N > 1 w (nieco
innej) postaci euy +us = Au z 0 < € < 1. Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania
(8.1) z warunkami poczatkowymi

U(:Z?,O):f(ﬂj), ut(x,O):O,

udaje sie rozwiazaé dzieki nastepujacemu podstawieniu z [8, §76.16]: w(x, z,t) =
u(z,t)e?*. W istocie, funkcja w spetnia réwnanie falowe (1.2) w wymiarze N + 1:
wy = Aw + w,,, z warunkami poczatkowymi

w(z, 2,0) = f(x)e**,  wy(z,20) =0.

W szczegdlnosci dla N = 1 fale w linii telegraficznej ulegaja dyfuzji, czyli propa-
guja sie inaczej niz opisuje to wzér d’Alemberta (1.6) dla niettumionego réwnania
falowego z N = 1, poniewaz do otrzymania w stosujemy wzér Poissona (3.3).
Rozwiagzania zagadnienia brzegowo-poczatkowego dla réwnania (8.1) poz-
walaja na dokladniejsze zbadanie efektu asymptotycznie parabolicznego zacho-
wania si¢ rozwigzan dla t — oo. Istotnie, w otrzymanych z metody Fouriera
rozwiazaniach elementarnych mamy 7T'(t) = exp(—(k £ vk% — A\)t), co dla warto-
éci wlasnych A\ < k2 nie wprowadza oscylacji typowych dla rozwiazan réwnania
falowego. Dopiero dla duzych A pojawiaja sie drgania o amplitudzie tlumionej

czynnikiem e,

9. Stabe rozwigzania

Konstrukcje stabych rozwiazan zagadnienia brzegowo-poczatkowego z wa-
runkiem Dirichleta

Utt*A’U,:F,

&1 w0 = £, w(0) =g, uon=0,

przedstawimy wg schematu z [12] (por. [11]), ktéry uogdlnia znana nam me-
tode Fouriera na metode (Faedo—)Galérkina. Przestrzenig energetyczng opera-
tora A = —A z warunkiem Dirichleta na brzegu 0f) jest klasyczna przestrzen
Sobolewa H = H{ (). W dalszym ciagu uzyjemy oznaczenia |-, -] na energe-
tyczny iloczyn skalarny [u,v] = (A1/2u7A1/2v) = fQ Vu - Vv w przestrzeni H,
i D(A) na dziedzing operatora A (czyli zbiér v takich, ze v € H i Av € L*(Q2)).
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Definicja 9.1. Element przestrzeni X = C([0,00), H) NC([0,0), L*())
takim, ze tozsamosé

0 [ (S ar [waa-waoy= [ Epa

zachodzi dla wszystkich funkcji prébnych n € X N {n(T) = 0}, 0 < T < o©
nazywamy rozwigzaniem stabym. Ponadto od stabego rozwiagzania wymaga sie
aby warunek poczatkowy u(0) = f spelniony byl w sensie granicy

linfu(t) — £, u(t) = f] =0,

Tozsamos$é (9.2) jest otrzymana ze wzoru

d*u
(G0 + (o) = (P00

co w skrécie zapisuje si¢ jako

<Z2£,?7> + [u,n] = (F,n),

przez calkowanie przez czesci wzgledem t (i wzgledem z w drugim wyrazie)

Pu N d(du N (dult) o)
a ") T ae\ar" at T dt )
Sensownymi zalozeniami o regularnoéci danych sa: f € H, g € L*(Q), F €
L2((0,7); L(9)).
Nietrudno zauwazy¢, ze slabe rozwiazanie u takie, ze u € C*([0,0), D(A))

NC?((0,00), D(A)) jest rozwiazaniem klasycznym.
Rozwiazania slabe zagadnienia (9.1) sa jednoznaczne, co wynika z zastoso-

wania tego samego dowodu (metoda energetyczna) co dla rozwiazan klasycz-
nych. Istnienia stabych rozwiazan dowodzi sie poszukujac u w postaci szeregu
u(t) = Yoo c(t)ug, gdzie ¢(t) = (u(t),ur), up sa funkcjami wlasnymi A:
Aug, = Aguy. Szereg u(t) = > 72— VAker () (1/vV/Ag)uk jest zbiezny w H. Do te-
stowania wybieramy funkcje n(t) = (T—t)uy, 1 pamietajac, ze [u(t), ug] = Apcr(¢),
po standardowych obliczeniach dostajemy

u(t) = Z{f;uk COSf?H— g,uk ) sin v/ Axt

k=1

+ \/77/0 sin /A (t — 7) Fi(7) dr},

o ile rozwiazanie istnieje (jednoznacznosé zachodzi). Sprawdzenie (czyli synteza)
tego wzoru przebiega wg schematu: najpierw dla réwnania jednorodnego, a na-
stepnie dla niejednorodnego ustala si¢ zbieznosé w przestrzeni H (niemal jedno-
stajna wzgledem t); nastepnie pokazuje si¢ zbieznosé du/dt w przestrzeni L?(€2),
i wreszcie spelnianie warunkéw poczatkowych.
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Inna metoda praktycznego rozwigzania zagadnien poczatkowo-brzegowych
dla réwnania falowego jest metoda siatek, gdzie pochodne wystepujace w row-
naniu aproksymuje sie ilorazami réznicowymi, por. [6].

W tych wykladach zazwyczaj rozwazane byly rozwiazania klasyczne. Roz-
wiazania w sensie slabym (w przestrzeniach Sobolewa) i jeszcze ogdlniejsze roz-
wiazania w sensie dystrybucyjnym sa systematycznie badane m.in. w [10] i [11].

10. Uwagi o zagadnieniu Cauchy’ego dla innych réwnan

Klasyfikacja réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. Réwnania roz-
niczkowe czastkowe drugiego rzedu sg — z punktu widzenia konkretnych zastoso-
wan jak rowniez abstrakcyjnej teorii — najbardziej interesujace. Nic wiec dziw-
nego, ze ich teoria rozwijala sie najwczeéniej i osiagnela zdecydowanie najlepszy
stan spoéréd réznych rozdzialéw teorii réwnan czastkowych. Nie znaczy to, ze
rOwnania wyzszego rzedu niz dwa nie sa badane. Zacytujmy tu przyktadowo
stynne rownanie Kortewega—de Vriesa u; + gy + Uger + uu, = 0, wyprowadzone
w 1895 roku, a modelujace rozchodzenie sie fal na ptytkiej wodzie w kanale, a wiec
fal podlegajacych dyspersji. Rownanie to jest nieliniowe, trzeciego rzedu, i ma in-
trygujace wlasnosci algebraiczno-geometryczne, niezaleznie od bogactwa efektow
jako$ciowych opisywanych przez jego rozwiazania (np. solitony i ich oddzialywa-
nia). Innym waznym réwnaniem wyzszego rzedu jest réwnanie (liniowych) drgan
belki (czwartego rzedu) uy + Uzrze = 0, typowe dla teorii sprezystosei.

Powr6émy jednak do réwnan drugiego rzedu i to liniowych, a wiec do rownan
postaci Lu = F', gdzie

al 0%u al Ju
Lu = a;;(x) m——— + bj(z)=— + c(z)u.
Pierwszy sktadnik zawierajacy wszystkie pochodne u drugiego rzedu nazywany
jest czescig glowng. on nie tylko o charakterze réwnania i zachowaniu sie jego
rozwiazan, ale réwniez determinuje jakiego typu dodatkowe zalozenia (warunki
poczatkowe, brzegowe, ...) dodaje sie do réwnania Lu = F aby otrzymac sen-
sownie postawione zagadnienie.

Definicja 10.1. L jest operatorem eliptycznym jezeli macierz

A= (aij(2))24

jest $cisle dodatnio (lub $cisle ujemnie) okre$lona. Typowym przykladem opera-
torow eliptycznych jest operator Laplace’a
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i operator Schroedingera —A + V, gdzie V' = V(z) jest potencjalem. Definicja
eliptycznosci oczywiscie nie zalezy od wyrazéw nizszego rzedu takich jak Vu
w (stacjonarnym) réwnaniu Schroedingera.

Operator L nazywa sie hiperbolicznym, jezeli macierz wspétezynnikéw A(x)
jest w kazdym punkcie z sygnatury (1, N) lub (N, 1). Kanonicznym przykladem
jest operator falowy czyli d’alembertian

02 02 0?

L= — == =4, — —.

YDA 4

Operator L nazywa si¢ parabolicznym, jezeli macierz A definiuje forme pétokre-
Slona. W szczegdlnodci, operator z rownania przewodnictwa cieplnego

0
L=A, — —
ot

jest paraboliczny.

Poza ta klasyfikacja sa oczywiscie inne operatory, np. operator ultrahiper-
boliczny typu Lu = Ug 4, + Ugpwy — Uzgzs — Uzaa,, €2y operator Tricomiego
Lu = ToUy, 5, — Ug,z, zMiennego typu w zaleznosci od znaku xs.

Okazuje sig, ze — w przeciwienstwie do teorii réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych — niewiele jest wynikéw o istnieniu rozwiazan ogdélnych liniowych réwnan
rézniczkowych czastkowych typu Lu = F.

Jezeli L ma state wspotezynniki, to tak jest: dla dowolnej funkcji F' réwnanie
Lu = F ma lokalnie rozwiazanie (twierdzenie Malgrange’a—Ehrenpreisa—ojasiewi-
cza z poczatku lat pieédziesiatych XX wieku). Ale juz dla przypadku zmiennych
wspOlezynnikéw H. Lewy w 1957 roku podal przyktad réwnania (o wspdlczynni-
kach zespolonych) nie posiadajacego rozwigzan. Przyklad ten uproszczony zostatl
przez Garabediana i Gruszyna. Jezeli réwnanie u,, +iziu,, = F(x1,22) ma roz-
wiazanie, to u jest funkcja analityczna (a wiec jego rozwiazania nie moga istnieé
dla F nieanalitycznych).

Aby zrozumieé gdzie mozna (a gdzie nie nalezy) naklada¢ dodatkowe warunki
na rozwigzanie, potrzebne jest pojecie powierzchni charakterystyczney.

Definicja 10.2. (Hiper)powierzchnia S = {® = 0}, gdzie ®: Q2 c RY — R,
nazywa sie charakterystyczng dla operatora L, jezeli w kazdym punkcie x € S
spelnione jest réwnanie (nieliniowe, pierwszego rzedu) (A(z)V®,VP) = 0.

Stad widaé¢, operatory eliptyczne nie posiadaja (rzeczywistych) powierzchni
charakterystycznych. Dla réwnania przewodnictwa cieplnego réwnanie |V, ®| = 0
oznacza, ze powierzchnie {t = const} sa charakterystyczne. Dla d’alembertianu
stozki o réwnaniach |z —xzo|(t—to) = 0 sa powierzchniami charakterystycznymi.

W przypadku dwéch zmiennych N = 2, krzywe charakterystyczne dla ope-
ratora o2 92 o2

I, T A 7
a@x% + 0x10x2 +C@x§
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mozna wyznaczy¢ z rownania a(zh)? — 2bzh + ¢ = 0, poniewaz ®(z1,79) = 0
okresla krzywa xo = x2(x1) (lub 1 = z1(x2)), dla ktérej @, + Py,25 = 0,
a zatem xh = —®,, /®,,. Ostatecznie réwnania o, = a~(b4v/b? — ac) okredlaja
dwie rodziny krzywych charakterystycznych (o ile, rzecz jasna, b* > ac).

Podobnie jak zasada Huygensa 4.1 méwi o rozchodzeniu si¢ fal, mozna powie-
dzie¢ ogolniej, ze osobliwosci (lub zaburzenia) rozwiazan propaguja sie wzdiuz
charakterystyk.

Twierdzenie typu Cauchy’ego—Kowalewskiej. Jednym z niewielu ogdl-
nych wynikéw w teorii rownan rézniczkowych czastkowych jest twierdzenie Cau-
chy’ego-Kowalewskiej(-Darboux—Goursata) méwiace o rozwiazaniach analitycz-
nych zagadnien poczatkowych (czyli zagadniefi Cauchy’ego) dla réwnan o wspol-
czynnikach i danych analitycznych postawionych na powierzchniach analitycz-
nych, ktére nie sg charakterystyczne (w zadnym punkcie).

Przyktad 10.3. Z wzoru d’Alemberta (1.6) latwo mozna wywnioskowad,
ze dla danych poczatkowych (f, g) analitycznych rozwiazanie zagadnienia Cau-
chy’ego jest analityczne.

Natomiast dla réwnania przewodnictwa cieplnego ponizszy przyktad pocho-
dzacy od S. Kowalewskiej pokazuje, ze zadanie warunku analitycznego na po-
wierzchni charakterystycznej moze prowadzi¢ do klopotéw (rozwiazanie nie jest
analityczne):

Przyktad 10.4.
Ut = Ugyg, u(xvo) = (1+l‘2)_1.

Gdyby istnialo rozwiazanie analityczne w otoczeniu punktu (0,0), to u(x,t) =
> Umnx™t"™, a wspolezynniki u,,, spelnialyby relacje

Ugmi1n =0,  Uzm.n = (—1)™TH(2m + 2n)!/((2m)!n!).
Szereg z takimi wspélczynnikami jest rozbiezny w otoczeniu kazdego punktu

(0,t), t > 0.

Najbardziej chyba ogdlna postacia réwnan (a raczej ukladéw réwnan), dla
ktérych mozna udowodnié¢ twierdzenie o analitycznosci rozwigzan, jest nastepu-
jaca (uklad réwnan quasiliniowych pierwszego rzedu w postaci normalnej)

aui*iiG'- (u u )%
Ot - Gjk\ W1y oy Um a.’L'k7

k=1 j=1
ui(x,0) = ¢i(x), (x,t) € RN x R.
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Twierdzenie 10.5 (typu Cauchy’ego-Kowalewskiej). JeZeli wspdlczynniki
Giji @ dane poczgtkowe ¢; sq analityczne, to w otoczeniu dowolnego punktu (x,0)
istnieje (lokalne) rozwigzanie analityczne postaci u;(z,t) =3, c, xtt. Roz-
wigzanie to jest jednoznaczne w szerszej klasie w € C* funkcji gladkich (to
ostatnie stwierdzenie pochodzi od Holmgrena).

Uwaga. Zagadnienie Cauchy’ego dla jednego réwnania (rzedu > 2) z da-
nymi na powierzchni niecharakterystycznej redukuje sie do takiego wtasnie uka-
du.

Przyktad 10.6 (Istotno$¢ zalozen o analitycznosci). Rozwazmy réwnanie
Laplace’a Au = 0 w R3 (wystarczy lokalnie) z warunkami Cauchy’ego

U
U(.l?l,.’I,‘Q,O) :Qo(xlaah)v 7('%1"1:270) =0.
81'3
Poniewaz funkcje harmoniczne sg analityczne, wiec powyzsze zagadnienie nie
moze mieé¢ rozwigzan gdy ¢ nie jest funkcja analityczna.
Rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego nie musi zaleze¢ w ciagly sposéb od da-

nych poczatkowych. Jest tak jednak dla réwnan typu hiperbolicznego, por. uwage
po Twierdzeniu 1.2 — méwimy wtedy, ze zagadnienie jest dobrze postawione.

Przyktad 10.7 (Hadamarda — nieciaglo$¢ rozwiazan wzgledem danych po-
czatkowych). Rozwazmy réwnanie Laplace’a Au = 0 w kole B(0,1) C R2, z
warunkami

w(xy,0) = eV cosnay, Uy, (x1,0) = 0.
Rozwiazania (jedyne!) maja postaé
U= Up, Up(T1,22) = e_\/ﬁcosh(nmg) CcOS NI .
Widaé, ze up(z1,0) — 0 gdy n — oo, nawet wraz z pochodnymi
Fu,
Tzc’f(x 1,0) =0

dla kazdego k. Niemniej jednak sup,, |un(z1,22)] = co dla dowolnego z € R?
Z X2 75 0.

11. Nieliniowe réwnania falowe i inne uwagi

Nieliniowe réwnania falowe uogdlniajace (2.1) pojawiaja sie w relatywistycz-
nej mechanice kwantowej. Dla przyktadu rozwazmy réwnanie Liouville’a wuy —
Uzpr = ge* oraz réwnanie Sine—Gordona uy — Uy, = —gsinu. Na ogél, dla row-
nan typu (2.1) nie mozna znalezé jawnych wzordéw na rozwiazania (typu (1.4)),
ale dla powyzszych przykladéw znane sg rodziny rozwiazan typu (uogélnionej)
biegngcej fali réwne

8¢ (z + )¢’ (z — 1)
9((x +1) —p(x — 1))

u(z,t) = log
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(z funkcjami ¢, € C2 i ¢, > 0) oraz

u(z,t) :4arctg(exp (:l: 7 _ga2(x—at—m0)>>, 0<a<l,

odpowiednio.

Kompletne wyniki dotyczace istnienia, regularnosci i jednoznacznoéci roz-
wiazan zagadnienia Cauchy’ego dla réwnan typu uy;; — Au = +uP znane sg sto-
sunkowo od niedawna, i istotnie zaleza od wartosci wykladnika p. Asymptotyke
rozwiazan réwnan typu (2.1) dla ¢ — oo udaje sie w niektérych przypadkach
okresli¢ z pomoca (nieliniowej) teorii rozpraszania. Chodzi tu oznalezienie wa-
runku poczatkowego ¥ = (f,g) takiego, ze ||u(t) — To(t)v|| — 0 gdy t — oo,
gdzie u(t) jest rozwiazaniem réwnania nieliniowego, a Ty () jest rozwiazaniem
liniowego réownania falowego vy — Av = 0 z warunkiem poczatkowym v zaleznym
od u(t), || - || oznacza norme w pewnej funkcyjnej przestrzeni Banacha. Doktad-
niejsze wyniki typu ||u(t) — To(t)¥] = o(||To(t)y]]) dla t — oo interpretuje sie
jako asymptotycznie liniowe zachowanie sie¢ rozwigzan réwnania nieliniowego.

Natomiast liniowa teoria rozpraszania zajmuje sie opisem asymptotyki li-
niowej (pdl)grupy operatoréw za pomoca specjalnych trajektorii pewnej znanej
liniowej (pdt)grupy operatoréw. W konkretnym przypadku réwnania falowego
v — Av = 0 i réwnania Kleina—Gordona us: — Au + Vu = 0 z zadanym poten-
cjalem V = V(z) ,malym” dla |z| — oo, interesuje nas tu wyznaczenie asymp-
totyki rozwiazania dla t — oo wu(t) = T(t)y z warunkiem poczatkowym v za
pomoca pewnych specjalnych rozwiazan v(t) = To(t)+, z odpowiednio dobra-
nymi warunkami poczatkowymi . Méwiac dokladniej, staramy sie dopasowac
rozwiazania Ty (t)y+ prostszego réwnania do zadanego rozwiazania trudniejszego
réwnania T'(t)y tak, aby

Jim [T(00 = Tyl = lim_|T(~O)To(t)s — ] = 0.

Jak widaé, chodzi tu o zdefiniowanie operatoréw falowych jako granic w mocnym
sensie
QF(T,Ty) =s — lim T(—t)To(t)
t—F oo

na dostatecznie duzym zbiorze warunkéw poczatkowych ¥. Operator (macierz)
rozpraszania S = (27)71QT okredla wéwcezas jak przejéé od 1, do _. S mie-
rzy zatem wplyw potencjalu V na ewolucje u = u(t) = T'(t)v poréwnywana do
ewolucji v = v(t) = To(t)v+, przy przejsciu od przesziodci (t — —oo) do przy-
szlo$ci (t — o0). Dokladniej o teorii rozpraszania mozna przeczytaé w [14, III,
Scattering Theory].

12. Zadania

Zadanie 12.1. Rozwiazaé (uzywajac wzoréw d’Alemberta) nastepujace za-
gadnienie dla réwnania falowego uy = Uz, z warunkami u = h, du/On = g
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zadanymi na prostej t = kx (k > 0, 7 jest wektorem normalnym do tej prostej).
Zbadaé przypadek k = £1 (tzw. zagadnienie Goursata).

Zadanie 12.2. Rozwiazaé, korzystajac ze wzoru d’Alemberta, nastepujace
zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla réwnania falowego

U = Ugpy W {(z,8) 12 >0, t>0}
U(O,t) =0, u(xv 0) = f(:l?), ut(gjv 0) = g(l‘)

(w szczegélnoei dla f(x) = xexp(—z?), g(z) = 0).
Co bedzie, gdy zalozy¢ u,(0,t) = 0 zamiast warunku brzegowego u(0,t) = 07

Zadanie 12.3. Rozwiaza¢ metoda Fouriera zagadnienie brzegowo-poczat-
kowe dla réwnania struny

Ut = Ugpe W {(z,8):0<z <1, t>0}
(i) w(z,0) =2z dla 0 < x < 1/2, u(z,0) = 2(1 —z) dla 1/2 < = < 1,
ut(x70) = Oa u(oat) = u(lat) = Oa
(ii) u(z,0) =0, us(xz,0) =0dla0 <z <aidlab<z <1, u(z,0)=14dla
a<x<b u0,t) =u(l,t)=0.

Czy otrzymane szeregi Fouriera mozna dwukrotnie rézniczkowac?

Zadanie 12.4. Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania falowego
w R", n = 1,2,3, z warunkami poczatkowymi u(z,0) = 0, uw(z,0) = 1 dla
|z] < 1, uy(x,0) = 0 dla || > 1. Poréwna¢ wyniki i zinterpretowaé zasade
Huygensa na powyzszych przyktadach.

Zadanie 12.5. Ekwipartycja energii. Jezeli u € C?(R x [0,00)) jest kla-
sycznym rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego dla rownania struny uy = gy,
u(z,0) = f(x), us(z,0) = g(z), z gladkimi warunkami poczatkowymi f, g o zwar-
tych noénikach, to funkcje energii potencjalnej i kinetyczne;j

p(t) = %/ui(x,t) de i k(t)= %/uf(x,t} dz

sq poprawnie okreslone. Pokazaé, ze E(t) = k(t) + p(t) nie zalezy od t, oraz
k(t) = p(t) dla wszystkich dostatecznie duzych t.

Zadanie 12.6. Sprawdzié, ze szereg

00 tzk t2k+1

formalnie spelnia réwnanie falowe uyy = Au z warunkami u(z, 0) = f(z), ut(z, 0)

= g(x). Podaé (przyklady) dla jakich klas funkcji f i g powyzszy szereg przed-

stawia faktycznie rozwiazanie. A czy szereg ten ma sens dla f,g € C°(R™)?
Wskazwka: porownaé z zasada Huygensa.
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Zadanie 12.7. Udowodnié, ze rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla row-
nania falowego uy = Au w R? x R z warunkami u(z, 0) = f(z), u(z,0) = g(z),
f,g € C(R3), spelnia oszacowanie |u(z,t)| < C/t, t > 0, dla pewnej stalej
C > 0.

Zadanie 12.8. Jezeli u jest funkcja harmoniczng w R3 (tzn. u € C? Au = 0),
to spelnia sferyczna wlasno$é sredniej

T L)

Udowodni¢ to korzystajac ze wzoru Kirchhoffa dla rozwiazan rownania falowego
(niezaleznych od t).

Zadanie 12.9. U C R? jest ograniczonym zbiorem otwartym z gladkim
brzegiem. Pokazaé, ze zagadnienie Cauchy’ego

ugg — Au=h wewnatrz Ur = U x (0,7],
u=f nalp=Ur\Ur, u =g nalUx{t=0},
ma co najwyzej jedno rozwiazanie.
Wskazwka: rozwazy¢ catke energii E(t) = (1/2) [, (wy + |[Vow|?) da dla réz-
nicy w dwéch rozwiazan.

Zadanie 12.10. Udowodnié, ze jezeli f € C*T*(R?), g € C'T(R?) dla
pewnego « > 1/2, to istnieje klasyczne rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego

ugy = Au,  u(z,0) = f(x), wu(z,0) = g(w).

Zadanie 12.11. Pokazad, ze sktadowe (pola elektromagnetycznego) u = E;
u= Bj, j =1,2,3, rozwigzan réwnan Maxwella w obszarach R3 xR

E,=rotB, B;=-rotE, divB=divE=0
spelniaja réwnanie falowe uy; = Au.

Oprécz tych zadan, wiele innych mozna znalez¢é w cytowanych podrecznikach,
por. tez [1].
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1. Réwnanie dyfuzji — motywacje fizyczne

Wyobrazmy sobie nieruchoma ciecz (np. wode) wypelniajaca cienka prosta
rurke, do ktérej wprowadzono pewna inng substancje (np. barwnik).
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Nastepujace prawo opisuje zjawisko dyfuzji: barwnik przechodzi z obszaru
0 wyzszej koncentracyi do obszaru o nizszej koncentracji. Dodatkowo, prawo Ficka
mowi, ze ta predkosé przechodzenia jest proporcjonalna do gradientu koncentra-
cji.

Wyjasnijmy to dokladniej. Niech u(x,t) oznacza koncentracje (tj. mase na
jednostke dlugosci) barwnika w punkcie  rurki i chwili . Masa barwnika w od-
cinku rurki od zg do 1 réwna jest

T 1
M(t) :/ u(z,t)de czyli %M(t) :/ ug(z, t) de.

0 0

Masa barwnika w tym odcinku rurki moze zmienia¢ sie¢ tylko wptywajac lub
wyplywajac przez jej konce. Z prawa Ficka wynika wiec, ze

e wplywanie — wyplywanie = ku,(x1,t) — kug (20, 1),

gdzie k > 0 jest stala proporcjonalnosci. Rézniczkujac wzgledem x; tozsamosé

1
/ u(z,t) de = kug(x1,t) — kug(xo,t),

Zo
otrzymamy jednowymiarowe réwnanie dyfuzji
U = Kgy.

Aby wyprowadzi¢ wielowymiarowe réwnanie dyfuzji potrzebny nam jest pe-
wien fakt z rachunku rézniczkowego funkcji wielu zmiennych.

Twierdzenie 1.1 (Greena). Niech Q oznacza podzbidr R™ taki, Ze jego
brzeg ON) jest klasy C'. Dla kaidej funkcji

f=0U1 0 fa):Q—R"
spetniajacej f; € CH(Q)NC(Q), i =1,...,n, prawdziwy jest wzor

/V-fdx: f-ndo,
Q aQ

gdzie V - f =37 _, Ofi/Oxi, wektor n = n(x) jest zewnetrznym wektorem nor-
malnym do 0 w punkcie x € OS2 oraz do oznacza miare powierzchniowq na 0S).
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Rozpatrzmy rownanie dyfuzji w trzech wymiarach. Funkcja koncentracji u =
u(z,y, z,t) spelnia (na podstawie prawa Ficka) réwnanie bilansu

///utxy,ztdxdydz—// k(n-Vu)d
aD

gdzie D C R3 jest dowolnym spéjnym obszarem. Stosujemy Twierdzenie Greena
do calki po prawej stronie, co prowadzi do réwnosci

/// ut(x,y,z,t)dxdydz:// V- k(Vu)dzdydz.
D D

Poniewaz D byl dowolnym obszarem, wiec otrzymujemy réwnanie dyfuzji
" 9%
— V. (kV :kE —— = kAu.
(kVu) — ox? “

Tak samo wyprowadza sie rdwnanie ciepla na rozklad temperatury v =
u(z,y, z,t). Stosuje si¢ tutaj prawo Fouriera, ktére méwi, ze potok ciepla z ob-
szaréw cieplejszych do obszaréw zimniejszych jest proporcjonalny do gradientu
temperatury.

2. Zasada maksimum i jednoznaczno$é rozwigzan

Niech 2 bedzie ograniczonym obszarem w R™. Dla kazdego T' > 0 definiujemy

e walec: U =Up =Q x (0,T) oraz jego
e brzeg paraboliczny: I' =Tp = {(2,t) € U : 2 € 90 lub  t = 0}.

Q R"
Zdefiniujmy jeszcze dwie przestrzenie funkcyjne systematycznie uzywane
w ponizszych rozwazaniach:

e O(U) oznacza zbiér funkcji ciagtych na domknieciu zbioru U;
o O%1(U) to zbiér funkcji f = f(x,t) okreslonych na U takich, ze wszyst-
kie pochodne Of/0t, f /0x;, O f /0x;0x; (i,j € {1,...,n}) sa ciagle.

Twierdzenie 2.1 (Staba Zasada Maksimum). Zaldzmy, ze funkcja

ue C2HU) N C(D)
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spetnia nierownos$¢ roziniczkowq
Au > u;  w walcu U.
Wéwczas u = u(z,t) przyjmuje swoje maksimum na brzegu parabolicznym I

max_u(x,t) = max u(x,t).
(z,0)eT (z,t)ET

Dowdéd. Krok 1. Zaltézmy najpierw, ze Au > uy w walcu U. Dla 0 < 7 < T
rozwazamy

U, =Qx(0,7), T'y={(x,t) €U, :2€dQlubt=0}.

Jezeli maksimum funkcji u(z,t) na walcu U, jest przybierane w z € Q it =7,
to w tym punkcie
ug(x,7) >0 oraz Au(z,7)<0.
Zatem Au(x,7) < ug(x,7), a to jest sprzeczne z zalozeniem.
Podobnie otrzymuje sie sprzecznosé dla x € Q1 0 < t < 7. Zatem dla zbioru
U, mamy

max  u(z,t) = max u(z,t).
(I,t)GUT (.’L‘,t)EFT

Poniewaz maxr_ u(z,t) < maxr u(z,t), wiec z ciaglosci funkeji u wynika, ze

maxu = lim maxu = lim maxwu = maxu.
U =T U, T—T T'; r

Krok 2. Zakladamy teraz, ze Au > u; na zbiorze U. Definiujemy nowa funk-
cje v(x,t) = u(x,t) — kt dla pewnego ustalonego k > 0. Latwo jest sprawdzié
nastepujace nieréwnosci

v<u oraz Av—vy=Au—u+rKxk>0
na zbiorze U. Stosujemy Krok 1 do funkcji v(z,t) i otrzymujemy

max u = max(v + kt) < maxv + kT = mlngJrnT < mlgqurnT.
U U U

Przechodzimy teraz do granicy x — 0 i otrzymujemy nieréwnosé

maxu < maxu.
U

Nieréwnosé przeciwna jest oczywista i to konczy dowdd. (Il

Whiosek 2.2 (Staba Zasada Minimum). ZalfoZenia u € C%1(U) N C(U)
oraz Au < uy implikujg

min u(z,t) = minu(x, t).
U r

Dowéd. Wystarczy w zasadzie maksimum zastapi¢ u(x,t) przez —u(z,t). O
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Uwaga. Najwazniejsza w naszych rozwazaniach bedzie oczywista obserwa-
cja, ze rozwigzania rownania ciepta u; = Awu spelniaja zaréwno zasade minimum
jak i zasade maksimum.

Zasady minimum i maksimum sa podstawowym narzedziem w dowodach
jednoznacznosci rozwiazan zagadnienia brzegowo-poczatkowego dla niejednorod-
nego réwnania ciepta

up = Au+ f(z,t), z€Q, t>0,
(2.1) u(z,0) = g(x), x €,
u(z,t) = h(z,t), x € 0.
Funkcje f, g, h sa tutaj zadane, a niewiadoma jest u = u(x,t).
Twierdzenie 2.3 (Jednoznaczno$é rozwiazan). Zagadnienie brzegowo-po-
czatkowe (2.1) moze mieé co najwyzej jedno rozwigzanie u € C%1(U) N C(U).
Dowéd. Przypusémy, ze mamy dwa rozwiazania u,u € C*Y(U) N C(U).
Wtedy ich réznica w = u — u jest rozwigzaniem zagadnienia
wy =Aw, z€Q, t>0,
(2.2) w(z,0) =0, x e,
w(z,t) =0, x € 0.

Z zasad minimum i maksimum zatwo wynika, ze w(z,t) = 0 dla wszystkich
(z,t) € U, bo ming w = maxg w = 0. Zatem u(z,t) = u(z,t). O

Uwaga (Stabilno$¢ rozwiagzan). Niech uq(x,t) i ug(z,t) beda rozwiazaniami
zagadnienia (2.1) z tymi samymi funkcjami f i h, ale z réznymi warunkami
poczatkowymi:

ui(z,0) = g1(z) oraz wus(z,0) = ga(z).

Wtedy réznica w(zx,t) = uq(x,t)—us(x, t) przyjmuje warunek poczatkowy w(z,0)
= g1(x) — g2(x), a zatem z zasady maksimum dla w(z,t) wynika, ze

uy(x,t) — uz(z,t) < max(gi(x) — g2(2)) < max|gi(z) — g2(x)|.
z€Q €N
Stosujac zasade minimum dla w(z, t) otrzymujemy
ui (@, 1) = uz(z, 1) > —min g1 (z) — g2()]-
7 obu nieréwnoéci wynika zatem
_ < _
max |uy (2, t) — uz(z, 1) < max|gi(z) - g2(z)|

dla kazdego t > 0. Ostatnia nieréwno$é¢ méwi, ze mata zmiana warunku poczqt-
kowego prowadzi do malej zmiany rozwigzania. Jest to, tzw. stabilno$¢ rozwiazan
wzgledem warunkéw poczatkowych.
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Definicja 2.4. Méwimy, ze zagadnienie (tj. réwnanie rézniczkowe i dodat-
kowe warunki) jest dobrze postawione w sensie Hadamarda w pewnej przestrzeni
funkcyjnej X, jezeli

(i) istnieje rozwiazanie nalezace do X’;
(ii) jest to jedyne rozwiazanie w przestrzeni X';

(iii) rozwiazanie zalezy w sposéb ciagly od dodatkowych warunkéw (tj. roz-

wiazanie jest stabilne).

Uwaga. Dotychczas, udowodnilismy tylko jednoznacznos¢ i stabilno$¢ roz-
wiazan zagadnienia (2.1). Teoria pdlgrup operatoréw liniowych jest jedna z moz-
liwych drog dowodzenia istnienia rozwiazan. Zainteresowanego czytelnika odsy-
tam do wyktadu D. Wrzoska.

3. Zagadnienie Cauchy’ego
Zagadnieniem Cauchy’ego nazywamy rownanie ciepla w calej przestrzeni R™
uzupelnione warunkiem poczatkowym:
ug =Au, x€R™ t>0,
u(z,0) =g(z), xe€R".
Naszym pierwszym celem bedzie konstrukcja rozwigzan tego zagadnienia.

3.1. Transformata Fouriera. Dla funkcji ¢ € C°(R™) (funkcja gtadka
o zwartym no$niku) definiujemy jej transformate Fouriera wzorem

1 .
~ _ —ix€
9(§) = @2 /Rn e "t g(x) dz.
Uwaga. Dla z,£ € R", iloczyn skalarny oznaczamy jako z{ = z - & =

ZZ=1 &g

Powyzsza calka jest zbiezna dla kazdego £ € R™, poniewaz g(x) ma zwarty
nosnik, wiec funkcja g(€) jest dobrze zdefiniowana. Dodatkowo, g(£) jest réznicz-
kowalna i rézniczkujac ja pod znakiem calki otrzymamy wzor:

a 1 Cin .
675169(6) = W /Rn e g(—Zﬂ'fk)g(ﬂc) d.

Latwo zauwazy¢, ze calka po prawej stronie tego rownania jest rowniez jest
zbiezna, poniewaz funkcja zrg(z) jest ciagla i ma zwarty nosnik.
Zdefiniujmy teraz wielowskaznik o = (ay,...,qy), gdzie o; € {0,1,...},
oraz operator rézniczkowania
8061+~~~+0tn

Da =
S o/ o o i i
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Indukcyjnie latwo sprawdza sie, ze

(3.1) Dgg(§) = [(—iz)"g(2)[1E)

gdzie (—iz)* = (—ixy)* -...-(—ixy, ). Calkujac przez czesci, podobnie dowodzi
sie, ze

(32 (D29)(©) = (i€)°3(€).

Podsumujmy powyzsze wazne wlasnoéci transformaty Fouriera.

Whniosek 3.1. Transformata Fouriera zamienia rézniczkowanie na mnoze-
nie przez zmienng i na odwrot.

Zauwazmy, ze pracujac z transformata Fouriera nie musimy ograniczaé sie do
zbioru C°(R™). Jest ona, na przyklad, dobrze zdefiniowana dla kazdej funkcji
g € L*(R™). Okazuje si¢ jednak, Ze oba te zbiory nie sa zamkniete na obliczanie
transformaty Fouriera, gdyz dla dowolnej funkcji g € C°(R™), jej transformata
nigdy nie ma zwartego no$nika (z wyjatkiem funkcji g = 0). Mozna tez podaé
przyklady funkcji z L' (R™), ktérych transformata Fouriera nie nalezy do L (R™).
Natomiast, klasa Schwartza zdefiniowana ponizej jest zamknieta na operacje ob-
liczania transformaty Fouriera.

Definicja 3.2. Klasqg Schwartza nazywamy zbiér

S(R™) = {u € C®(R") : Vk € N Vo € N" |z|*D%u € L= (R")}.

Latwo zauwazy¢, ze C°(R™) C S(R™). Proponuje, jako proste ¢wiczenie,
sprawdzié, ze e~lel’ ¢ S(R™).
Lemat 3.3.
(a) Jezeli g € LY(R™), to g € L°(R").
(b) Jezeli g € S(R™), to g € S(R™).

Dowdd. Fakt sformulowany w (a) wynika natychmiast z nieréwnosci
1

Aby udowodnié¢ (b) nalezy najpierw zauwazy¢, ze S(R") C L'(R") oraz
xf(@e/axg)g € S(R™) dla dowolnej funkcji g € S(R™), wszystkich k,¢ € N oraz
i,j € {1,...,n}. Korzystamy teraz ze wzoréw (3.1) i (3.2) aby otrzymaé

o' 1 (10N
ffa?jg(ﬁ) = @i /Rn e i (um) (—iz;) g(x) da.

Stosujemy nastepnie punkt (a) aby wywnioskowaé, ze prawa strona powyzszej
réwnosci nalezy do L (R™). O

9(9)] <
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Definicja 3.4. Dla kazdej funkcji ¢ € L'(R™) definiujemy jej odwrotng
transformate Fouriera wzorem

g = (275”/2 /Rn et g(x) dz.

Wiemy juz, ze
g€ SR") =geSR).

Podobnie sprawdza sie, ze
g€ S(R") = g e S(R").
Dlatego dla kazdej funkcji g € S(R™) mamy (g) € S(R™).
Twierdzenie 3.5. Jezeli g € S(R™), to (g)=g.
Dowdéd mozna znalezé w ksiazkach Steina i Weissa [11] oraz Yosidy [15].

Definicja 3.6. Niech f,g € S(R™). Splotem funkcji f i g nazywamy funkcje
zdefiniowana wzorem

(fxg)(x)= [ flz—y)gly)dy.

R

Proponuje samodzielnie sprawdzi¢ nastepujace wtasnosci splotu.
* f,geSR") = fxge SR"),
o (Frg)=m)"/2fg,
o (2m)7"2(fg) = [ *3.
Zatem transformata Fouriera zamienia splot na mnozenie a mnozenie na
splot.

3.2. Konstrukcja rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego. Zalézmy, ze
u = u(x,t) jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego

(3.3) u=Au, x€R™ t>0,
u(x, 0) = g(x),

z warunkiem poczatkowym g € S(R™). Nie wiemy czy funkcja u jest dostatecznie
regularna aby istniala jej transformata Fouriera, dlatego ponizsze rachunki nie
sg do konca uzasadnione. P6zniej zajmiemy sie tym problemem.

Na réwnanie (3.3) nakladamy obustronnie transformate Fouriera wzgledem x.
Poniewaz

. 1 » 0 .
ug(§,t) = @ /Rn e "y (2, t) do = au(fvt)

oraz

Au(g,t) =Y (i&;)%a(E,t) = —|¢]*a(e, ),

Jj=1
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zatem po przetransformowaniu réwnanie ciepta (3.3) przybiera postaé

2 e, 1) = —leae. 1),

Ustalamy teraz £ i rozwiazujemy powyzsze réwnanie rézniczkowe zwyczajne (réz-
niczkowanie jest wzgledem t). Rozwiazaniem jest u(€,t) = Ce’”g'z, gdzie ,staly”

C = C(§) wyznaczamy z warunku poczatkowego C' = u(&,0) = g(&). Zatem
a(g,t) = g(&)e e * { rozwigzanie znajdujemy obliczajac tranformate odwrotna

/ eg(e)e el d

2
etE—y)E—t[¢] g(y) dy d¢

( eilz—y)E—tl¢|? df) (y) dy.

1
u(z,t) = W

Pozostaje do obliczenia catka

(3.5) Gla—y,t) = (2;)/ cila= et g,

Zauwazmy, ze funkcja podcalkowa nalezy do S(R™) dla wszystkich z,y € R™.
Podstawiajac

otrzymujemy

_ 4—n/2 . 2 _ —|x—y|2 2
de =12y orar (e —y) — g = — e — P,
Zatem

1

Glz—y,t) = (277)/ ¢~la a0 o=l g=n/2 gy _ () n/2e—le—l?/40)

L —in[?
poniewaz [, e~ " dny = 7"/2.

Definicja 3.7. Funkcja
1 |z —y|?
Gz —y,t)= ——— -
nazywa sie jgdrem Gaussa—Weierstrassa, jodrem ciepla lub jedrem gaussowskim.

Udowodnimy teraz kilka waznych wlasnosci jadra G(z — y, t).
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Lemat 3.8.
2,t) = t7"2G (2 /1),

(a) G(

(b) G(ac—y,)EC(X’dlaxyER”it>0,

(¢) Gi—A,G=0dlat>0,

(d) G(fﬂ—y7)>0

(€) Jpn Glz—y,t)dy =1,

(f) dia kazdego 6 >0
lim Gz —y,t)dy=0
=0 ly—al>s

jednostagnie wzgledem x.

Dowdd. Wlasnoéé (a) wynika natychmiast z postaci jadra G. (b) oraz (c)
to proste éwiczenie z rachunku rézniczkowego. (d) jest oczywiste. Podstawiajac
y = + (4t)Y/22 otrzymujemy

G(x—y,t)dy = an/z/ e~ 4y = 77"/2</ e ds> =1,
R n R

a wiec (v) jest udowodnione. Aby otrzymaé (d), podstawienie y = z + (4t)*/?2
prowadzi do réwnoéci

/ Gz —y,t)dy = 71'7”/2/ e 1= dz,
ly—=z|>6 |z|>6 /4t

gdzie prawa strona dazy jednostajnie do zera gdy ¢ — 0. O

Teraz mozemy uscidli¢ rozumowanie podane na poczatku tego rozdzialu,
gdzie wyprowadzone zostalo rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego.

Twierdzenie 3.9. Zaldzmy, ze funkcja g = g(x) jest ciggla i ograniczona
na R™. Wowczas funkcja

)= [ 6ottty = [ o (- EL Jwmay

on 4t

(a) jest klasy C™ dla x € R™ it >0,
(b) spelnia réwnanie uy = Au dla t > 0,
(¢) moze byc rozszerzona do funkcji cigglej na R™ x [0, 00) tak, aby u(z,0) =
9(z).
Dowdd. 7 wtlasnosci jadra ciepla zebranych w Lemacie 3.8 natychmiast wy-
nika, ze u € C*°(R™ x (0,00)). Dodatkowo, rézniczkujac pod znakiem caltki

wyrazenie definiujace v = u(x,t) otrzymujemy, ze spelnia ono réwnanie ciepta.
Aby udowodnié punkt (c), nalezy wykazaé, ze

u(z,t) = g(zo), gdyx —axz9it—0.
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Ustalamy € > 0 i znajdujemy 6 > 0 takie, ze
l9(y) — g(xo)l <& dla |y —zof <26

(wykorzystujemy tutaj ciaglos¢ funkcji g). Niech M = sup, s [g(y)|- Dla wszy-
stkich € R™ spelniajacych |z — 29| < §, na mocy Lematu 3.8 punkt (f),
prawdziwe sg oszacowania

utet) = ate0) =| [ 6o~ .0ls) - )]

< ( /ym i /M|>5)G<x — 4.Dlg(y) — g(zo)l dy

< /ly_z@ G(z — y,1)]g(y) — g(xo)| dy

+2M Gz —y,t)dy
ly—z|>8
<e Gz —y,t)dy + 2M Gz —y,t)dy < 2¢
R ly—x|>8
dla dostatecznie malych ¢. (Il

Uwaga. Takie samo rozumowanie prowadzi do analogicznego twierdzenia
przy zalozeniu, ze funkcja g = g(x) jest mierzalna i spelnia nieréwnosé

‘ 2

lg(x)| < Me®!”  dla pewnych stalych M,a > 0.

Otrzymujemy wtedy rozwiazanie rownania ciepta uy = Awu klasy C*° dla x € R™
i0 <t < 1/(4a). Dodatkowo, u(x,t) — g(xg) gdy * — 29 i t — 0 w kazdym
punkcie ciaglosci z¢ funkeji g(x).

Gotowi jestesmy teraz udowodnié¢ podstawowe twierdzenie tego rozdziatu.

Twierdzenie 3.10. Dla kazdego warunku poczgtkowego g € C(R™)NL>®(R™)
zagadnienie Cauchy’ego

up = Au, z€€R" t>0,
u(z,0) = g(z)

jest dobrze postawione w sensie Hadamarda w przestrzeni
(3.6) X = C*HR™ x (0,7)) N C(R™ x [0,T]) N L>(R™ x [0,T7]).

Dowad. Istnienie rozwigzan zostalo juz udowodnione w poprzednim twier-
dzeniu. Przypomnijmy, ze rozwiazanie otrzymuje si¢ jako splot warunku poczat-

kowego g(x) z jadrem Gaussa—Weierstrassa G = G(z,t). Nie wykazaliSmy tylko,
ze u € L= (R™ x [0,TY), ale to latwo wynika z wlasnosci jadra G(x,t)

lu(z,t)| < A G(fc—y,t)lg(y)ldy</]R G —y,t)dy|lgllec = [|9loo-
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Jednoznacznosé i stabilnosé rozwigzan jest konsekwencja nastepujacej wersji
zasady maksimum dla ograniczonych rozwigzan.

Twierdzenie 3.11. Niech przestrzen X bedzie zdefiniowana réwnoscig (3.6).
Jezeli u € X spelnia réwnanie ciepta uy = Au, to

sup u(x,t) = sup u(zx,0).
(2,t)ER" X [0,T] z€Rn

Szkic dowodu. Tutaj 2 = R™ jest obszarem nieograniczonym, wiec nie mo-
zemy zastosowaé bezposrednio weze$niej udowodnionej zasady maksimum. Niech
m = sup,cpn u(z,0). Poniewaz u(x,t) jest ciagla, wiec wystarczy udowodnié, ze
u(z,t) < m. Ustalamy xo € R™ i definiujemy

v(x,t) = u(z,t) —e(2nt + |z — z0|?).

Najpierw dowodzimy, ze v(z,t) < m dla wszystkich € R™ i ¢ > 0. PéZniej
przechodzimy do granicy € — 0 i otrzymujemy u(xg,t) < m. O

Zadanie 3.12. Uzupelnij szczegdly tego dowodu. Pamietaj, ze u(z,t) jest
ograniczona, wiec v(z,t) moze by¢ nieujemna tylko na ograniczonym podzbiorze
zbioru R™ x [0, T].

Aby dokonczyé¢ dow6éd Twierdzenia 3.10 (tzn. pokazaé jednoznacznosé i sta-
bilno$é rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania ciepla) wystarczy przy-
pomnie¢ odpowiednie dowody przeprowadzone dla obszaru ograniczonego. [

Whiosek 3.14. Kazde ograniczone rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego dla
réownania ciepla ma postaé splotu warunku poczgtkowego z jodrem Gaussa—We-
terstrassa.

Przykzad. Rézniczkujac, natychmiast sprawdzamy, ze funkcja
_ 2 _ 2 2
u(z,t) =2nt + |z|* =2nt + 27+ ...+ z,
jest rozwigzaniem réwnania ciepla z warunkiem poczatkowym u(z,0) = |z|?. Na

podstawie uwagi sformutowanej po Twierdzeniu 3.9, wiemy tez, ze G(-,t) * | - |2

jest réwniez rozwiazaniem. Odpowiedz na pytanie, czy

G(z — y, t)|yl* dy = 2nt + |z|?
R’!L

bedzie mozna znalez¢ ponizej, w Twiedzeniu 3.15.

Przyklad. Funkcja Tichonowa

— 1 2k d* —1/t2
ul(x,t):Z(Qk)!x i
k=0
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jest rozwiazaniem zagadnienia

Ut = Ugy, xER,t>O,
u(z,0) =0.

Dowdd zbieznosci szeregu definiujacego u; mozna znalezé w ksiazce Johna [8, Ro-
zdzial 7]. Oczywiscie innym rozwiazaniem jest us(x, t) = 0. Ten brak jednoznacz-
noéci rozwigzan wyjasniamy ponize;j.

Udowodnimy teraz kolejna zasade maksimum dla rozwiazan réwnania ciepla
z nieograniczonymi warunkami poczatkowymi.

Twierdzenie 3.15. Zaléimy, ze u € C>L(R" x (0,T)) N C(R™ x [0,t)) jest
rozwigzaniem zagadnienia (3.3)—(3.4) spelniajgcym dodatkowe oszacowanie

u(z,t) < Aedlel”
dla pewnych statych a, A > 0 oraz wszystkich x € R™ 1 0 <t <T. Wiwczas

sup u =supg.
R x[0,T] R
Pomijam tutaj niezbyt trudny dowdd tego twierdzenia poniewaz mozna go
znalezé w niedawno wydanym tlumaczeniu ksiazki Evansa [6].

Whiosek 3.16. Niech g € C(R") spelnia oszacowanie |g(x)| < Aelel® dig
pewnych stalych A,a > 0 i wszystkich x € R™. Zagadnienie poczgtkowe

ut:Au’ xERn7t>O7
U(SU,O) :g(l’),

ma dokladnie jedno rozwigzanie u € C*H(R™ x (0,1/(4a)) w klasie funkcji spet-
niajgcych oszacowanie

|u(z, t)| < Aealel?
dla wszystkich v € R™, 0 <t < 1/(4a) i stalych A;a > 0.

Wréémy do przykladdéw rozwiazan zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania cie-
pla. Przy warunku poczatkowym g = 0 zagadnienie to ma, oprocz rozwiaza-
nia trywialnego u = 0, nieskoficzenie wiele innych rozwiazan. Jednym z nich
jest funkcja Tichonowa; inne przyklady mozna znalezé w ksiazce Johna [8, Roz-
dzial 7]. Na mocy Twierdzenia 3.15, kazde z tych rozwiazan, oprécz u = 0, musi
rosnaé¢ bardzo szybko gdy |z| — co. Rozwiazanie u = 0 zagadnienia Cauchy’ego
z warunkiem poczatkowym g = 0 nazywa sie czesto rozwigzaniem fizycznym,
inne — rozwiazaniami niefizycznymi.

Wazny fizycznie wynik uzyskat Widder, ktéry zajmowal sie tylko nieujemny-
mi rozwiazaniami réwnania ciepla (temperatura jest wtedy mierzona w stopniach
Kelvina).
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Twierdzenie 3.17 (Widder). Zaléimy, ze u € C*Y(R x (0,7)) N C(R x
[0,T)) jest niewjemnym rozwigzaniem zagadnienia

Ut = Uzy, TER, 0<t<T,
U(SU,O) :g(l’),

Woéwezas u(x,t) jest jedynym rozwigzaniem. Dodatkowo, u(z,t) wyraZa sie zna-
nym wzorem

u(e t) = / Gz — y.t)g(y) dy.

Dowéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce Johna [8, Rozdzial 7). Zain-
teresowanego czytelnika odsylam réwniez do ksiazek DiBenedetto [4] i Evansa [6],
gdzie podane sa uogdlnienia tego twierdzenia.

4. Kilka uwag o przestrzeniach LP

Dla kazdego 1 < p < oo definiujemy przestrzen funkcyjna

1/p
LP(R") = {f:R" — R : f — mierzalna, ||f||, = (/ f(x)|pdx> < oo}
R’IL

oraz
L*®(R™) = {f:R" — R: f — mierzalna, ||f||cc = ess supzern|f(z)] < co}.

Oto najwazniejsze fakty dotyczace przestrzeni LP(R™).

(1) (LP(R™), |- llp) jest przestrzenig Banacha dla wszystkich 1 < p < oo.
(2) Prawdziwa jest nier6wnosé¢ Holdera: dla wszyskich f,g € LP(R™) oraz
p,q € [1,00] spetniajacych 1/p+ 1/qg = 1 zachodzi nieréwnosé

[ 15wl < 17l lol,

(3) C(R™) C LP(R™); przy tym, zanurzenie to jest geste dla kazdego
1 < p < oo. Latwo tutaj zauwazy¢, ze funkcji stalych (nalezacych do
L>°(R"™)) nie mozna przybliza¢ w normie przestrzeni L>(R"™) funkcjami
o nosnikach zwartych.

Nastepujacy lemat mowi, ze operator przesunigcia v, jest ciagly na prze-
strzeniach LP(R™) dla p # oo.

Lemat 4.1. Dla funkcji f okreslonej na R™ i x € R™ definiujemy
vaf(y) = f(z +y).

Dla kazdego 1 < p < 00 i f € LP(R™) zachodzi relacja

tim [, f — fll, = 0.
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Dowdd. Niech g bedzie funkcja ciagla o zwartym nosniku. Dla wszystkich
x € R™ takich, ze |z| < 1, nosniki funkcji v, g sa zawarte we wspélnym zbiorze
ograniczonym. Zatem z jednostajnej ciaglosci funkcji g wynika natychmiast, ze

lveg —gllp =0 gdy x — 0.

Ustalamy teraz f € LP(R™) i e > 0. Wybieramy g € C°(R") tak, aby ||f —g]| <
£/3. Wtedy

e f = Fllp < lvaf = vaglly + Vg = gllp + lg = fll»-

Nastepnie ustalamy |z| tak male, aby ||v,g — g|l, < &/3 1 wtedy

€ € ¢
- — < e — —_ = €. D
5 Zagadnienie Cauchy’ego w przestrzeni L!(R")

Twierdzenie 5.1. Zaldzmy, ze g € L*(R™). Wéwczas zagadnienie

(5.1) ug = Au, x€R™ >0,
(52) u(z,0) = g(z),

ma dokladnie jedno rozwigzanie w zbiorze
X = C*Y(R™ x (0,00)) N C(]0,00), L' (R™)).

Zatem warunek poczatkowy (co wynika z postaci przestrzeni X)) jest tutaj przy-
bierany w sensie normy przestrzeni L'(R™) :

tim Ju(+, ) ~ ()1 = 0.

Uwaga. Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego traktujemy tutaj jako cia-
gle odwzorowanie u: [0, 00) — L(R™).

Dowdd Twierdzenia 5.1. Istnienie. Rozwiazanie u(z,t) dane jest znanym
wzorem

(5.3) u(z,t) = [ Gz —y,t)g(y)dy.

Rn
Latwo jest sprawdzi¢, ze u € C*(R" x (0, 00)), jezeli warunek poczatkowy spet-
nia ¢ € C°(R"). Taki sam wynik otrzymujemy dla dowolnego g € L'(R"),
aproksymujac g funkcjami gladkimi o no$nikach zwartych, a nastepnie korzysta-
jac z nieréwnosci (5.8).
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Pozostalo jeszcze do udowodnienia, ze rozwiazanie dane wzorem (5.3) nalezy
do przestrzeni C([0,00), L}(R™)). Z twierdzenia Fubiniego wynika
Gz —y,t)g(y) dy| dx

||u<-,t>\|1</
R» R™
< / [ Gl v.0lgw)ldy ds

~ [ [ 6-yndslgtw)ldy= ol
n Rn
a wiec u € L>([0,00), L}(R™)) i prawdziwe jest oszacowanie

luC-5 )l < [lglls-

Przypomnijmy, ze kolejne zamiany zmiennych, najpierw y = x — z, a nastep-
nie w = z/v/t, prowadza do réwnoéci

u(z,t) = /n Gz —y,t)g(y) dy
= / t2G(z/VE ) g(x — 2) dz
= / G(w, )g(x — vVtw) dw.
R‘H,
Poniewaz, [, G(w,1)dw = 1, wiec

u(z,t) —g(@) = [ Gw, gz~ Vt) - g(z)] dw.

Rn

Obliczamy teraz norme L*(R"™):

64t =a)l < [ GwlaC = VD) = o)l du.

Calke potraktowano tutaj jako granice sum czeéciowych i zastosowano nieréw-
noéé tréjkata dla normy | - ||1. Zauwazmy teraz, ze ||g(- —vt) —g(-)|l1 < 2|l9l1
oraz
lg(- = V&) =g(-)llh — 0 gdyt—0,

gdyz operacja przesuniecia jest ciagla na L'(R™). Zatem, z Twierdzenia Lebes-
gue’a o zbieznodci zmajoryzowanej, prawa strona w nieréwnosci (5.4) dazy do
zera.

Dowéd faktu, ze limy¢, [|u(-,t) — u(-, )]s = 0 dla kazdego to > 0 jest
analogiczny i dlatego pomijamy go.

Jednoznaczno$é rozwigzan. Potrzebna nam jest tutaj wersja zasady mak-
simum, gdy warunki poczatkowe sa w L'(R"). Udowodnimy ja stosujac, tzw.
,metode obcinania” Stampacchii. ]
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Twierdzenie 5.2. Niech u bedzie rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla
réwnania ciepla z warunkiem poczqtkowym g € LY(R™). Dla kazdego punktu
(x,t) € R™ x (0,00) zachodzqg nierdwnosci:

(5.5) min{O,iﬂgf g} < u(z,t) < max{0,supg}.
n R

Dowéd. WprowadZmy oznaczenie K = max{0, supg. ¢} i zalézmy, ze K < oco.

Definiujemy ,funkcje obcinajaca” a € C*(R) o nastepujacych wlasnosciach:
(a) |d'(s)| < M dla pewnej stalej M > 0;
(b) funkcja a jest §cisle rosnaca na (0, +00);
(¢) dla kazdego s < 0, a(s) = 0.

Mozna powiedzieé, ze a = a(s) to ,wygladzona” funkcja y(xz) =z dla x > 0
oraz y(z) =0 dlaz < 0.

Zdefiniujmy funkcje pierwotna A(s) = fos a(7) dr. Latwo zauwazyé, wyko-
rzystujac wlasnosci a = a(s), ze funkcja A(s) jest SciSle dodatnia dla s > 0 i
tozsamosciowo réwna zeru dla s < 0.

Kladac ¢(t) = [p. A(u(z,t) — K) dz, natychmiast sprawdzamy, ze ¢(0) =0
i ¢ > 0 na [0,00). Obliczmy pochodng tej funkeji:

—(t) = /n a(u(z,t) — K)u(x,t) dx
= /n a(u(z,t) — K)Au(x,t) dx

= —/ d (u(z,t) — K)|Vu(z, t)[*dr <0, gdyza >0.

Zatem ¢’ < 0 co implikuje, ze ¢ = 0. Wynika stad, ze A(u(z,t) — K) = 0 prawie
wszedzie, a wiec z wlasnosci funkcji A otrzymujemy

u(z,t) < K = max{0,sup g}
R"L

z dokladnoscia do zbioru miary zero.
Powyzsza zasada maksimum natychmiast implikuje jednoznaczno$¢ rozwia-
zah zagadnienia Cauchy’ego (5.1)—(5.2), i to konczy dowdéd Twierdzenia 5.1. O

Uwaga. Dowdd zasady maksimum sformulowany w Twierdzeniu 5.2 wy-
maga, aby

(5.6) u € C((0,00), LA(R™)) oraz Vu € C((0,00), L*(R")).

Problem ten mozna ominaé, uzupetniajac przestrzen X o te dwa warunki lub
udowodnié, ze kazde rozwiazanie zagadnienie (5.1)—(5.2) spelnia (5.6).
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5.1. Stabilno$é rozwiazan w L'(R").

Twierdzenie 5.3. Zaléimy, Ze u = u(x,t) jest rozwigzaniem zagadnienia
(5.1)—(5.2) z warunkiem poczgtkowym g € L*(R™). Wtedy

(5.7) lu(-, Ol < llglli  dla kazdego t > 0.

Podane zostana dwa rézne dowody tego twierdzenia

Dowod 1. Wiemy juz, ze

u(z,t) = - G(x —y,t)g(y) dy.

Obliczamy norme || - ||1, stosujemy nierownosé tréjkata dla calek i korzystamy z
réwnodci ||G(+ —y,t)|l1 = 1 aby otrzymaé

- 00 < [ 16C = thlaldy = [ laldy =l O
Dowdd 2. Zalézmy, ze nie wiemy, ze funkcja u(x,t) jest dana jako splot
warunku poczatkowego g z jadrem G. Podana metoda dowodzenia stabilnosci w
LY(R™) podobna jest do ,metody obcinania” Stampacchii i ma zastosowanie w
badaniu réznych nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.
Definiujemy ciag funkcji a, € CY(R), &cisle rosnacych na R, a,(0) = 0,
an(s) >0dlas>01ay(s) <0dlas < 0. Dodatkowo zadamy, aby nieujemne
funkcje

A (s) = /O D7) dr

byly zbiezne jednostajnie do funkcji y(z) = |x|. Tak wiec ciag a,, = a,(x) przy-
bliza funkcje sgn(z) = 1 dlaxz > 0, sgn(z) = 0dla z = 0, sgn(x) = —1 dla
z < 0.

Mnozymy réwnanie u; = Au przez a,(u(x,t)) i catkujemy wzgledem z. Pro-
ste rachunki powadzg do tozsamosci

d

/n an(u(x, t))u(z, t) de = @ ) Ay (u(z,t)) de,

/n an(u(z, t))Au(z,t) de = — /n al, (u(x,t))|Vu(z,t)]* de <0,

poniewaz aj, > 0. Zatem (d/dt) [o, An(u(z,t))dz <0, a po scalkowaniu

/n An(u(z, 1)) do < / A, (g(x)) da.

Obliczamy teraz granice n — oo i otrzymujemy (5.7). O

Uwaga. Stosujac powyzsze twierdzenie do réznicy dwoch rozwiazan natych-
miast otrzymujemy nieréwnoscé

(5-8) lur (-5 8) = ua (-, )]l < llgr — g2lly
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gwarantujaca, ze mala zmiana w L!(R") warunkéw poczatkowych prowadzi do
matych zmian rozwigzania.

Uwaga. Wiemy, ze zanurzenie S(R") C L'(R") jest geste. Znaczna czesé
wynikow dotyczaca zagadnienia poczatkowego dla rownania ciepta moze by¢ naj-
pierw dowodzona dla warunkéw poczatkowych g € S(R™), a nastepnie rozsze-
rzona na dowolne warunki poczatkowe g € L'(R™) przez ich aproksymacje funk-
cjami z S(R™) i wykorzystanie nieréwnosci (5.8).

6. Asymptotyka rozwiagzan gdy t — oo
W rozdziale tym zakladamy, ze u = u(x,t) jest rozwiazaniem zagadnienia
(6.1) u=Au, x€R™ t>0,
(6.2) u(z,0) = g(x) € L*(R"™),
danym wzorem

u(e.t) = [ Gyt dy

Oszacowanie normy L>°(R™). Wiemy, ze G(z — y,t) = (4nt)
y|?/(4t)), zatem |G(z — y,t)| < (47t)~™/2. Stad wynika oszacowanie

/2 exp(—|x —

©3)  lu(eo) < [ 166 .0lle@)ldy < (470) gl

Zatem ||u( - ,t)||loo dazy do zera gdy t — oo tak jak t—"/2.

Oszacowanie normy L*(R™). Wiemy, ze ||u(-,t)||1 < [|g|l1. Ale tatwo zauwa-
zy¢, ze istnieja warunki poczatkowe, dla ktérych ||u(-,¢)[|; nie dazy do zera gdy
t — oo. Wystarczy wzia¢ g € S(R™) taka, ze g > 0. Wtedy u(x,t) > 0, co
prowadzi do réwnoéci

[, )l Z/n - G(x—y,t)g(y) dydw:/n - G(x—y,t)dxg(y)dy = gl

Ponizej, w uwagach po Twierdzeniu 6.1 wyjasnimy, ze ||u(-,t)||1 — 0 wtedy i
tylko wtedy gdy [p, uo(x) dz = 0.

Oszacowanie normy LP(R™). Dla dowolnego 1 < p < oo stosujemy definicje
normy LP i oszacowania (5.7) oraz (6.3) w nastepujacy sposéb:

(-, )l = ( / ) U(x,t)|pdm)1/p < (nu( LDl / Jue. 1) dx)””

_ 1 —(n _
=[lu(-, OIS Pllu(- 17 < (4nt)= 2D g},

OtrzymalisSmy tutaj podstawowe oszacowanie normy LP(R™) rozwiazan zagad-
nienia (6.1)—(6.2):

(6.4) lu( -, )l < (4mt)~/DE=P gy

dla dowolnego ¢ > 0 i wszystkich p € [1, 00].
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6.1 Rozwiniecie asymptotyczne rozwigzan. Dla kazdej funkcji h €
S(R™) prawdziwy jest nastepujacy prosty wzor

(6.5) / —h(tz)dt = /01 x - Vh(tr)dt

R6wnosé (6.5) jest pewna wersja rozwiniecia Taylora funkeji h.
Zastosujmy powyzszy wzér do funkeji h(§) = g(£), a nastepnie otrzymana
tozsamoéé pomnézmy przez e~ Sl

2 2 2 1
(6.6) eﬂ“'§@>fe%f‘§m):e*“'sl£(V§Mm>ﬁ

Zauwazmy, ze
1 0 1
| () dr = ——— M,
(2m)/2 / Le ) de = o

gdzie M = [, g(x)dz. Z definicji jadra G(,t) (por. (3.5)) otrzymujemy

9(0) =

(e 1€5(0))(z) = MG(x,1).

Ponadto, nastepujace tozsamosci wynikaja z wlasnosci transformaty Fouriera
oraz z (3.5):

— 2/\ ~
(GO @ = | Cla—y.9ly)dy = ula.b),
~tel Y () =
(Ee ) (z) = ;VG(x,t),
(Vg(§)) = izg(x).
Zatem obliczenie odwrotnej transformaty Fouriera ze wzoru (6.6) prowadzi do
rownosci
1
©7)  ult) - MGt = [ [ (VE)w-u.t) tuglty)dyat
Mozemy teraz udowodni¢ jedno z najwazniejszych twierdzen dotyczacych
asymptotyki rozwigzan réwnania ciepta na R”™.

Twierdzenie 6.1. Niech u = u(z,t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia (6.1)—
(6.2) z warunkiem poczgtkowym spetniajacym g € LY (R™) oraz xzg(z) € L'(R™).
Oznaczmy M = [, g(x) dz. Dla kazdego p € [1, 00] istnieje stala C = C(p) taka,
ze dla wszystkich t > O

(6.8) lu(-,t) = MG(-, 1), < Ct=2VDZ2 g () .

Dowdd. Wystarczy obliczyé¢ norme LP(R™) wyrazenia (6.7) i oszacowaé nor-
me wystepujacego tam splotu. Zauwazmy, ze

IVG(-,t), = t—(n/2)(1—1/p)—1/2||vg( LD, = Ot~ (n/2)(1-1/p)=1/2
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i dlatego

H/Ol/n(VG)(' —y,t) - tyg(ty) dy dt

P

< VG 9l < Ot~ ORI zg(2))y. O

1

1
/ tyg(ty) dt
0

Uwaga. Bezposredni rachunek oparty na zamianie zmiennych prowadzi do
rownosci

1/p
600l = ([ 20V Par) = e ),

podczas gdy Twierdzenie 6.1 méwi, ze norma LP réznicy u(z,t) — MG(x,t) dazy
do zera szybciej — tak jak ¢t~ ("/2(1=1/P)=1/2 Oznacza to, ze dla t — oo rozwiaza-
nie u = u(x,t) zaczyna coraz bardziej przypominaé jadro Gaussa—Weierstrassa
G = G(x,t).

Uwaga. Jezeli g spelnia zalozenia Twierdzenia 6.1 oraz dodatkowo M =
Jgn 9(x) dz =0, to

HU('7t)||1 < ct2 -0 gdy t — oo.

Poréwnaj ten fakt z uwaga dotyczaca braku malenia normy L!(R™) sformuto-
wang na poczatku tego rozdziatu.

Uwaga. Wiemy juz, ze zazwyczaj ||u(-,t)||1 nie dazy do zera gdy ¢ — oo.
To samo mozemy wywnioskowaé¢ z Twierdzenia 6.1 o ile M # 0. Wynika to z
nieréwnosci

(-, )l = IMG(- )] < Jlul-,t) = MG(-, )]l < Ct/2,
Poniewaz [MG(-,t)[ly = [M[||G(-,t)|x = |M], wiec
lu(-,8)lly — [M]  gdy t — oc.

Uwaga. Twierdzenie 6.1 mozna uogélni¢ na dowolne warunki poczatkowe
g € LY(R"). Jezeli nie zatozymy, ze xg(z) € L*(R™), to otrzymamy stabsza
zbieznosé do zera normy LP

(6.9) AU u(- 1) = MG(-, 1), — 0 gdy t — oo

Aby to udowodnié, wystarczy aproksymowaé g € L'(R") funkcjami g,, € S(R")
tak, aby [, gn(2) dx = M oraz

lgn(-) =9( )l =0 1 Jlzgn(z) —zg(x)[L — 0,

gdy n — oo. Nastepnie nalezy zastosowaé nieréwnosé (5.8).
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Uwaga. Asymptotyczny wynik zawarty w (6.9) mozna zinterpretowaé jesz-
cze w inny sposob. Zdefiniujmy dla kazdego A > 0 przeskalowane rozwiazanie

ux(z,t) = A"u(Az, \%t).

Zastosujmy niezmienniczo$¢ jadra G(z,t) na to skalowanie

n AT —azl? 2
G)\(I',t) =A G(}\I, AQt) = W@ |Az]”/(4A71) = G(I’7t)

Dlatego ustalajac ¢ = to > 0 i robiac prosta zamiang zmiennych w catkach
definiujacych normy LP otrzymujemy

[ux(-,to) = MG(-,to)|l, = IN"G(X-, Nto) = N"MG(X-, Nto) |
= )‘n_”/p”u( ) )‘Qto) - MG( ) )‘2t0)||p
=t (AP0 |y (- ) — MG 1),

po podstawieniu A = \/t/tp. Poniewaz A — oo wtedy i tylko wtedy gdy ¢ — oo,
wiec wynik zawarty w (6.9) jest réwnowazny nastepujacemu faktowi

(6.10)  Vtg>0Vpe[l,00] wux(-,to) = MG(-,t9) w przestrzeni LP(R™)
gdy A — oo.
Uwaga. Wiecej informacji na temat asymptotycznych rozwinie¢ rozwigzan
réwnania ciepta mozna znalezé w pracy Duoandikoetxea i Zuazua [5].
7. Ré6wnanie Fokkera—Plancka

Aby uproscié¢ rachunki ograniczmy sie¢ w tym rozdziale do zagadnienia jed-
nowymiarowego mimo, ze wszystkie prezentowane wyniki sa prawdziwe w R".
Niech u = u(z,t) bedzie rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego dla jedno-
wymiarowego rownania ciepta
(7.1) Up = Uze, T ER, £>0,
(7.2) u(z, 0) = up(x).
Definiujemy nowa funkcje
(7.3) v(x,t) = etu(zet, 2(e* —1)).
Twierdzenie 7.1. Jezeli u = u(x,t) jest rozwigzaniem zagadnienia (7.1)—

(7.2), to funkcja v =v(x,t) dana wzorem (7.3) jest rozwigzaniem zagadnienia

(74) UVt = VUgg + (.TJ’U)w,
(7.5) v(x,0) = vo(z) = up(x).

Dowdd. Bezposredni rachunek. (I
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Réwnanie vy = vz, + (zv), jest najprostszym przykladem réwnania typu
Fokkera—Plancka, ktére wykorzystywane jest m.in. w teorii réwnan stochastycz-
nych. Celem kolejnych wykladéw bedzie zbadanie zachowania sie jego rozwigzan,
gdy t — oco. Zacznijmy od najprostszych uwag.

e Zagadnienie (7.4)—(7.5) ma dokladnie jedno rozwiazanie w przestrzeni
X = C([0,00), L}Y(R)). Mozemy otrzymaé v stosujac transformate Fo-
uriera lub tez skorzysta¢ z uwagi, ze v otrzymuje sie przeskalowujac
rozwiazania rownania ciepta.

o Warunek vg(z) > 0 implikuje v(x,t) > 0 dla wszystkich x € R i ¢>0.
Mozna to udowodni¢ ,metoda obcinania” Stampacchii lub znowu sto-
sujemy odpowiedni wynik dla réwnanie ciepta.

e Dla wszystkich ¢ > 0 zachodzi réwnosé

/Rv(x,t) dm:/]Rvo(m)dx.

Tak byto dla réwnania ciepta. Mozemy tez otrzymac te réwnosé bezpo-
$rednio z réwnania (7.4) catkujac je wzgledem x

4 / v(x,t)de = / ve(x,t) de = /(UI + 2v), dr = (v, + 20) |52, =0,
dt Jr R R

przy zatozeniu, ze lim|g|— o0 (Vo (7, t) + zv(2, 1)) = 0.
e Bedziemy zakladaé, ze

/ v(z,t)de =1 dla kazdego t > 0.
R
Jezeli tak nie jest, wystarczy podzieli¢ réwnanie (7.4) przez
M = / vo(z) dx.
R
Uwaga. W rozdziale tym bedziemy zawsze zaktadaé, ze
vo € LY(R), wo >0, /Rvo(m) der =1,
co na podstawie powyzszych uwag natychmiast implikuje
o(-,8) € LXR), v(@,t) >0, /Rv(x,t) e =1

dla kazdego t > 0. Zalozenie to jest zgodne z probabilistyczna interpretacja

réownania, gdyz w tym przypadku, dla kazdego ustalonego t > 0, funkcja v =
v(zx,t) jest gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa pewnej zmiennej losowej.
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7.1. Rozwigzania stacjonarne. Szukamy rozwigzan zagadnienia (7.4)—
(7.5) niezaleznych od t. Takie rozwiazania nazywamy rozwigzaniami stacjonar-
nyms lub stanami stacjonarnymi. W tym przypadku v; = 0 i réwnanie redukuje
sie do réwnania rézniczkowego zwyczajnego

(vg + 2v), = 0.

Po jednokrotnym przecatkowaniu otrzymujemy v, +zv = C, gdzie C' jest dowolna
stalg catkowania. Jeszcze raz calkujemy réwnowazne z nim réwnanie (ve® /2), =
0612/2, co daje

v(z) = v(0)67x2/2 + 06712/2/ e* /2 ds.
0

Poniewaz wymagamy aby v € L'(R), wiec C = 0. Dodatkowo, chcemy aby
Jpv(x)de =1, wiec

1= /Rv(:c) dx = v(0) /R e 24y = V270(0).

Ostatecznie otrzymujemy dokladnie jeden stan stacjonarny

(7.6) Voo (@) = \/%e—zzﬂ

spelniajacy warunek fR Voo dx = 1.

Twierdzenie 7.2. Niech v = v(z,t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia (7.4)—
(7.5) z warunkiem poczatkowym vy spelniajgcym fR Voo () dz = 1. Dla kazdego
p € [l,09]

(7.7) lv(-,t) = voollp = 0 gdy t — oco.
Dowdd. Przypomnijmy, ze v = v(x,t) powstalo z rozwiazania réwnania cie-
pla u = u(x,t) zgodnie ze wzorem
v(x,t) = etu(ze’, 2(e* —1)).

W dalszej czedci dowodu zaktadaé bedziemy, ze 1 < p < co. Dowdd dla p = oo
wymaga oczywistych modyfikacji.

Powyzszy zwiazek pomiedzy v i u oraz prosta zamiana zmiennych prowadza
do réwnosci:

]. 2 2t
u(y, 2(e* — 1)) — e v /(2
(9,2 RN

P 1/p
dx) .
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Podstawiamy teraz w powyzszym wyrazeniu s = 2(e?’ —1). Wtedy e = s/2+1
oraz ¢! = \/s/2 + 1. Zauwazmy, ze w tych nowych zmiennych

1 _y2/(262t) _ 1 ( —y2 )
e = exp
et/2m V27(s/2+1) 2(s/2+1)
=Gy, (s/2+1)/2) = G(y,s/4+1/2),
gdzie, przypomnijmy, jadro Gaussa—Weierstrassa ma posta¢
G(y,t) = (4mt)~/2ev"/(4D)
Wykazalismy wiec, ze
(7.8)  lo(-,t) = voollp = (5/2+ 1)MDEVPju( - 5) = G(-,5/4+ 1/2) |-

Przypomnijmy podstawowy wynik dotyczacy rozwiazan réwnania ciepla (zob.
(6.9))
s (- s) = G(-,s)ll, = 0 gdy s — oo.
poniewaz teraz M = [ u(y,s)dy = [pv(z,t)de =1.
Oczywiscie t — oo wtedy i tylko wtedy, gdy s — oo. Aby zakonczyé dowdd
opierajac sie na réwnosci (7.8), nalezy jeszcze wykazaé, ze

5(1/2)(1—1/17)”(;( ,8/441/2) —G(-,s)|l[, = 0 gdy s — .

Wynika to réwniez z postaci asymptotyki rozwigzan réwnania ciepla (6.9), po-
niewaz w(y, s) = G(y, s/4 + 1/2) jest rozwiazaniem zagadnienia

ws = wyy, w(y,0) =Gy, 1/2)
oraz [, w(y,s)dy = 1. O

Istotnym mankamentem powyzszego rozumowania jest to, ze oparliémy sie
na zwiazku rozwiazan zagadnienia (7.4)—(7.5) z rozwiazaniami réwnania ciepla.
Udowodnione tezy sa prawdziwe w znacznie ogdlniejszym przypadku, jednak
dowody wymagaja wielu zaawansowanych narzedzi matematycznych.

8. Metoda entropijna

Chcialbym przedstawié¢ najnowsze metody badania asymptotyki rozwigzan
réwnan typu Fokkera—Plancka na przykladzie réwnania (7.4). Opieram sie tutaj
na nastepujacych pracach:

e G. Toscaniego [13], gdzie bada sie asymptotyke rozwiazan réwnania cie-
pta uy = Au i wprowadza sie tzw. metode kinetyczng czasami zwana tez
metodq entropijng.

e A. Arnolda et al. [1], gdzie uogdlnia sie pomysty Toscaniego na przypa-
dek réwnania v, =V - (D(z)Vuv + vV A(z)).

e J. A. Carrillo i G. Toscaniego [3], gdzie bada sie asymptotyke nielinio-
wego réwnania v; = V - (Vo™ 4 zv) stosujac metody kinetyczne.
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8.1. Relatywna entropia. Zacznijmy od podstawowych definicji.

Definicja 8.1. Méwimy, ze funkcja v € C([0,00)) N C*((0,00)) generuje
relatywna entropie, jezeli spelnia zalozenia
(a) ¥(1) = 0;
(b) " > 0 oraz " £ 0 na (0, c0);
(C) (¢///)2 < w//wiv/z

Definicja 8.2. Dla dowolnych f,g € L*R), f > 0, g > 0, takich, ze
Jg f(x)dx = [, g(x)dz = 1 definiujemy relatywna entropie f wzgledem g wzo-

rem @)
flz
St =30 = [ o( Lot as
Y w \g(@)
Uwaga. Dowolna funkcja 1 generujaca entropie jest wypukla, dlatego sto-
sujac nier6wno$¢ Jensena, mozna wykazaé, ze X(f,g) > 0. Dowodzi sie tego w
nastepujacy sposéb

0= (1) = w( / fdx) - w( [ £ 0@) dw) e | w(ﬁg)g(w) dz.

Uwaga. Jezeli funkcja 1 generuje relatywna entropie, to tez generuje ja
funkcja 1(s) = v¥(s) — 9’(1)(s — 1). Dodatkowo, dla dowolnych f,g € L*(R),
takich, ze [ f = [ g =1, zachodzi réwnos¢

2500 = [o( L ) ae - v [ (L-1)gar =010

=0
Dlatego zawsze mozemy zakladaé, ze ¢'(1) = 0.
Podamy teraz najwazniejsze przykltady funkcji generujacych entropie. Naj-
bardziej znane to (entropia fizyczna)
P(s) =slogs oraz (s)=slogs—s+1.
7 powyzszej uwagi wynika, ze obie funkcje generuja te sama relatywna entropie.
Przyklad ten uogélnia sie nastepujaco

Y1(s) = a(s + ) log <i++f) —a(s—1) dla dowolnych « >0, 3> 0.

Dla 1 < p < 2 mamy
Yp(s) = a[(s+B)P — (1+8)P —p(1+ B3P~ (s—1)] dla dowolnych o > 0, 8> 0,

a w szczegblnosci ¢,(s) = s — 1 — p(s — 1). Dla p = 2 funkcja generujaca
relatywna entropie jest

Ya(s) = a(s —1)* dla dowolnego a > 0.
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Podstawowe twierdzenie méwi, ze kazda relatywna entropia rozwigzania wzgle-
dem rozwiazania stacjonarnego maleje w czasie.

Twierdzenie 8.3. Niech v = v(x,t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia (7.4)
~(7.5) z warunkiem poczqtkowym vy spelniajacym vy € L*(R), vo >0, [vodx = 1.
Przypomnijmy, ze vo, o0znacza rozwigzanie stacjonarne dane wzorem Vo (x) =
(2m) =2 exp(—22/2). Dla dowolnej funkeji 1 generujgcej entropie mamy

d
<0
dtzw( ( ) Uoo) 0
Dowdd. Zauwazmy, ze
v
vy = (Vg + V), = <voo <%>w>z
Wykorzystamy ten wzér obliczajac pochodng wzgledem t:
d d v(t) v(t)
N R e R UL
v
fr (G 0=2), ).
R Voo

[ ) e
R Voo Voo x

poniewaz 9" > 0. O

Udowodniliémy wiec, ze funkcja X(t) = Xy (v(t), vo) maleje gdy ¢ rosnie.
Poniewaz ¥ > 0, wiec istnieje granica lim; o, 3(t) = ¢, > 0. Celem kolejnego
twierdzenia jest pokazanie, ze c, = 0.

Twierdzenie 8.4. Przy zaloZeniach Twierdzenia 8.3

lim 2(t) = 0.
t—o0

Dowéd. Aby maksymalnie uprosci¢ dowdd bedziemy zakladaé, ze voeC2°(R).
Mozna rozwazaé mniej regularne warunki poczatkowe, jednak w tym przypadku
rozumowanie jest duzo bardziej skomplikowane.

Wiemy juZ ze limy_, oo v(x,t) = veo(x) dla prawie wszystkich 2 € R. Do
calki [¢(v(t)/voo ) Voo dz chcemy zastosowé Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej. To zakoficzy dowdd poniewaz 1) (vo /V00) = (1) = 0.

Zauwazmy, ze v € L*(R). Wystarczy udowodnié, ze 1 (v(w,t)/veo(x)) jest
jednostajnie ograniczone wzgledem x i t. W tym celu wybieramy A > 0 tak duze,
aby

0 < vo(z) < Aveo(x) dla wszystkich z € R.
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Jest to mozliwe, poniewaz vg jest ciagla i ma nosnik zwarty. Z zasady maksimum
dla réwnania (7.4) wynika, ze

0 <wv(z,t) < Aveo(z) dla wszystkich z € R, t > 0,

bo Avs jest rozwiazaniem réwnania (7.4) dla kazdego A € R. Stad mamy
|v(z,t) /v (x)] < A, a zatem

o(HD) < sup o) < .

Voo () 0<s<A

co konczy dowdd. O

W dalszej czesci naszych rozwazan kluczows role odgrywa nieréwnosé¢ Csi-
szara—Kullbacka

(8.1) [0(t) = Vol < (v(t); vo0),

1
VEVEY
gdzie K jest pewna dodatnia stala. Dowdd nieréwnosci (8.1) podamy w Dodatku,
zamieszczonym na koncu tych wykladéw. Teraz tylko podkreslimy, ze nieréwnosé
(8.1) to nic innego jak rozwiniecie Taylora drugiego rzedu nieréwnosci Jensena.

Zauwazmy, ze stosujac Twierdzenie 8.4 do nieréwnosci (8.1) otrzymamy, ze
v(t) — Voo W LY(R) gdy t — oo. To jednak juz wiemy na podstawie Twier-
dzenia 7.2. Naszym kolejnym celem bedzie udowodnienie, ze zbieznos¢ ta jest
wykladnicza.

Twierdzenie 8.5. Niech v(t), vo i voo bedq takie jak w Twierdzeniu 8.3.
Oznaczmy

- [ () o (e

Wtedy
5:2) Glo) < =210,

Dowdd. Poniewaz —I(t) > 0, wiec wystarczy udowodnié, ze (d/dt)I(t) >
—2I(t). WprowadZmy nowa funkcje

ktora spelia réwno$é v; = (Vo K )z. Obliczamy pochodna

d B d {v(t)
al(t)— - — Rw ()K%mdm

Voo

dt
= /w”/<v(t))(va)xK2dﬁv—Q/w”(l)(t)>KtKvoodx:A+B.
R Voo R

oo
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Skladnik A calkujemy przez cze$ci. Poniewaz rozwiazanie v(z,t) szybko dazy
do 0, gdy || — oo, wiec mozemy zakladaé, ze wyrazy brzegowe dla © = oo i
T = —o0 sg rowne zeru. Stad

_ v @ 4 " @ 2
A—/]Ri/) <Uoo)K vooder/Rw (Uoo>2KxK Voo dT.

Aby zajaé si¢ sktadnikiem B, przeksztalcimy najpierw wyrazenie K;Kvyo.
Zauwazmy, Ze 7z jawnego WZoru na Ve, wynika réwno$é (vee)s = —Tvs. Wiemy
tez, ze v = (Voo K ). Dlatego mamy

) () - (52),
=(—2K+K;)g=—K—aK, + K;q.

Stad wynika, ze
1
KiKvogo = —K*s0 — 000 Ky K + Koo Koo = i(voo(KQ)m)m — K05 — (K3)? V0.

Przecatkujmy jeszcze przez czesci catke

9 /R w’(i}(”);[voo(f(?)x}xdx

:/wl”<v(t))K(K2)w’Uoodx:/w/l/(w>2KzK2voo dl‘.
R Voo R Voo

Teraz mozemy juz zapisa¢ skladnik B w nowej postaci

B= —2/1/1”<v(t)>KtKvoodm
R

Voo

= /¢”’(”(“>2KxK2voc dx
R Voo
+24¢”(1;$>K2vm dx+24w"<1;8)(Kx)2vm da.

Uporzadkujemy teraz powyzsze réwnosci w nastepujacy sposob

d

—I(t)=A+B
7 (t) +

- /R {W“(”w)w +¢”’(f}(t))4KIK2 +2w”(”(t))(m)?] Voo da

Voo o0 Voo

+2/R¢/'<7;(’5))K%00 dz.

Drugi skladnik po prawej stronie to oczywiscie —21(t). Pierwszy skladnik
jest nieujemny, poniewaz vy, > 0 oraz wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest
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réwne Tr(X - Y) ($lad iloczynu macierzy), gdzie
" Y K 2 K2K
X = w/// ¢ ) Y = ( 2;8) 4 “.
20 i K’K, K

Macierz X jest dodatnio okreslona poniewaz 21" > 0 i det X = 219" —
4(yp")?2 > 0 z zalozen o funkcji 9. Latwo sprawdza si¢ dodatnia okreslonosé
macierzy Y. To implikuje Tr(X - Y) > 0.

Zatem (d/dt)I(t) > —2I(t), a poniewaz —I(t) > 0, wiec natychmiast otrzy-
mujemy nier6wnosé (8.2). O

Whniosek 8.6. Przy zalozeniach Twierdzenie 8.5, zachodzi nieréwnosé
[1(t)] < |1(0)]e™*".
Dowdd. Nier6wno$é (8.2) zapisana w postaci
© i)+ 201(0)] < 0
dt h

mnozymy przez e otrzymujac

d o
S <0

i calkujemy po przedziale [0, t]. |

Wyktadnicze malenie relatywnej entropii natychmiast wynika z Twierdze-
nia 8.5. Jest to najwazniejszy wynik w tym rozdziale i sformutujemy go ponizej
jako wniosek.

Whniosek 8.7. Przy zalozeniach Twierdzenia 8.5

Yy (v(t), v00) < o (vg, Voo )e 2.
Dowéd. Przypomnijmy, ze pokazaliSmy juz (zob. Twierdzenie 8.3 oraz nie-
réwnosé (8.2)), ze
d d

(8.3) ZEO=10) i —I(t)> ~2I(1)

oraz lim;_, I(t) = lim;_. X(t) = 0. Catkujemy [ ... ds nieréwnosé

d d

—_— > —_—)__ ,
Z1() > —225(1)

bedaca wnioskiem z (8.3) 1 otrzymujemy —I(¢t) > 2%(t). Stosujac znéw réwnosé
z (8.3) dostajemy

%Z(t) < —25(t),

ktorej scalkowanie (tak jak w dowodzie Wniosku 8.6) kohczy dowdd. |
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Uwaga. Nier6éwnos$¢ Csiszara—Kullbacka (8.1) implikuje natychmiast wy-
ktadnicza zbieznosé rozwiazan do rozwiazan stacjonarnych

1
Uoo”l < \/?

W ten sposéb cel tej czesci wykladu zostal osiagniety.

3 (vo, voo)e_t

[o(t) =

9. Wypukte nier6wnosci typu Sobolewa

Okazuje sie, ze dowodzac wykladniczego malenia relatywnej entropii, otrzy-
maliSmy catg klase nieréwnosci zwanych wypuklymi nieréwnosciami typu Sobo-
lewa. Przypomnijmy najpierw, ze klasyczna nieré6wnosé Sobolewa méwi, ze dla
dowolnej funkcji u € L2/ ("=2)(R™) takiej, ze Vu € L?(R") zachodzi nieréwnosé

[ell2n)(n-2) < Al V]2,

gdzie n > 3 i stala A zalezy tylko od n. Podobnego typu jest nieréwnosé
Poincaré’go dla ograniczonych obszaréw 0 C R™. Méwi ona, ze istnieje stala
K = K () taka, ze dla kazdej funkcji v € C°(Q)

[vllz2(0) < K[Vvllr2(e).-
Przy okazji naszych rozwazan udowodniliSmy cala klase podobnych nieréwnosci.

Twierdzenie 9.1. Niech v bedzie funkcjg generujgcq relatywng entropie.
Oznaczmy

z):/lz\/st.

Przypomnijmy, e voo () = (27) /2 exp(—2?/2). Dla kazdej funkcji vy € L*(R),
vg = 0, takiej, Ze fR vo(z) de = 1 zachodzi nierdwnosé

o 1 0 Vo 2
(9.1) /Rw<voo>voo dz < 5/}1@ ((%Ep (%)) Voo dT.

Dowdd. Jest to nasza nieréwno$é —I(t) > 2%(t) uzyta w dowodzie Wnio-
sku 8.7 i wyliczona w punkcie ¢t = 0. Aby to zobaczy¢ nalezy tylko przeksztalci¢
—I(t) w nastepujacy sposéb:

- () o

- [ (D) (E2) o () (22) e
- [(B(32)) (R (32)) re

O
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Podstawiajac w nieréwnosci (9.1) u = vp/vs otrzymujemy tzw. wypukia
nieréwnosé typu Sobolewa

/Rw(u)voo dz < %/}R(F(u)x)%o@ da

prawdziwa dla dowolnej funkcji u € L*(R), u > 0 spelniajacej

/uvoodz:/voodle.

Podstawiamy teraz u = w/( [ wus dz), aby otrzymacé inna wersje tej nieréw-

nosci
w 1 w 2
/Rw(fwvoodx>v du 2/1&( w(fwvood:r>z) Voo d

dla kazdej funkcji w € LY (R, voo () dz), w > 0.
Jeszcze jedno podstawienie w = f2 daje nieréwnoéé

f2>v .
02 [ (wh“wm wd

f? > 2
< <2 T ood
/ HfIILz (Voo da) (Ilflliz@m dz) ol el

dla kazdej funkcji f € L?(R, vs d).
Rozwazmy teraz pewna szczegdlna funkcje ¢ generujaca relatywna entropie.
Dla ¢¥(s) = slogs — s + 1, mamy ¥ (s) = 1/s. Wtedy

F(s)/ls\}gdz%/g?.

Wéwezas nier6wnosé (9.2) przybiera postaé

2] 0 dz < 2 )20 dez.
/f‘%<wu%@)” r<2 [ (i ds

Jest to szczegdlny przypadek logarytmicznej nieréwnosci Sobolewa udowodnione;j
przez L. Grossa (Amer. J. Math. 97 (1975), 1061-1083).

Dla kwadratowych funkcji 1(s) = (s—1)? otrzymujemy nieréwnosé Becknera
(Proc. Amer. Math. Soc. 105, 397-400)

2
1
/v%oodm— (/vvoodx) < —/ |U1|2'U<x>dx
R R 2 Jr

dla kazdej funkeji v € L} (R, vo d).
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10. Dodatek: Nier6wno$é Csiszara—Kullbacka

W rozdziale tym udowodnimy nieréwnos¢ Csiszara—Kullbacka, ktéra sformu-
lujemy tutaj w nieco ogdlniejszej postaci niz (8.1).
Twierdzenie 10.1. Zalozimy, Ze
e ) C R" jest otwarty,
e ) € C*((0,00)) jest niewjemna i wypukia na [0,00) oraz ¢(1) = 0,
o 1 jest nieujemnqg miarg na €,
o f i g sq nieujemnymi i p—mierzalnymi funkcjami na €,
o M= fQ f(x)dli = ng($> dp.

Wowczas istnieje stata K > 0 taka, Ze

K
(10.1) téw(£>mw2{Mﬂf—m@uawy

Dowdd. Ustalmy zbiér w C Q i calkowalng funkcje £ = k(z) > 0 na w.
Z nieréwnoéci Cauchy’ego—Schwarza wynika

s | i ([ 1525 ) (o)

czyli
f — gl (S, IS — gldp)?
10.2 dp > == .
(102) R s
Dla ulatwienia, mozemy zalozy¢, ze f > 01 g > 0. Niech
P f

czyli = =1+4h.
9

Rozwijamy funkcje 1¥(s) ze wzoru Taylora wok6! punktu s = 1. Pamietajac, ze
¥(1) = 0 otrzymujemy

o(L) = vt m = v+ gura+omme,

gdzie 0 = 6(x) € (0,1). Zauwazmy jeszcze, ze

[ @hgdn =) [ I=2gau—vaor - o

Q

Tak wiec, stosujac powyzsze rozwiniecie Taylora, otrzymamy tozsamosé

f " 2
L gdu = 1+ 0mh2gd
me<g) 1 LL¢( + 0h)hg dp,

i teraz powinniSmy oszacowaé prawg strone.
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Wykorzystujac nieréwnos$é (10.2) otrzymujemy najpierw

2
Y"(1+60h)h2gdu = w/’(1+9h)udu
f<g f<g g
— g2 f—gldu)?
> Ky udu>K1(ff<g| ) 1,
r<g 9 Jr<g9dn
gdzie K = minge(o,1) V" (s).
Podobnie otrzymujemy drugie oszacowanie
" 2 _ " ‘f - g|2
" (1 +60h)h*gdu = P"(14+6h)(1 4+ h)—F——du
I>g f>g f
— g2 f—gldu)?
> K, udu>Kz(ff>g| ) 1,
f>g f ff>g f dlj’
gdzie K2 = 11111196(071)7 h>0 w//(l + Gh)(l + h)
Laczac obydwa oszacowania otrzymujemy nieréwnosé (10.1). O

(1]

2]
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1. Wstep
Wyktady te poswiecone sa réwnaniu Poissona
(1.1) —Au = f.
Przypomnijmy, ze symbolem Awu oznaczamy laplasjan funkcji u,
Au =div(gradu) = V - Vu.
W kartezjanskim ukladzie wspoéirzednych

=1

i=1
Funkcja niewiadoma u jest okre$lona na otwartym podzbiorze @ C R™ u: Q) — R,
a f:Q — R jest zadana funkcja rzeczywista, badz tez funkcjg niewiadomej u, f =
f(u). W tym drugim przypadku, jesli f jest nieliniowa, méwimy o nieliniowym
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réwnaniu Poissona. Rozwazymy réwniez sytuacje, gdy prawa strona (1.1) zalezy
w sposéb nieliniowy i nielokalny od w.
Na w naktadamy warunki brzegowe typu Dirichleta

(1.2) uloo = ¢,

gdzie p: 9 — R jest zadana funkcja.

Zaktadamy, ze € jest obszarem ograniczonym a jego brzeg 09 jest klasy CF,
tzn. lokalnie jest wykresem funkcji klasy C*, k > 1.

Duza czesé wynikéw przedstawiona ponizej dla zagadnienia (1.1), (1.2) prze-
nosi sie bez trudu na przypadek, gdy zamiast laplasjanu rozpatrujemy operator

eliptyczny
"9 Ju
Lu=— szl oz (aij (ac)(%Z),
gdzie a;;(x) = aj;(z) € C1(Q) i doi i @ij ()€ > al¢]? dla pewnej stalej a > 0
i kazdego wektora ¢ € R”.

Zrédlem wiekszoéci interesujacych réwnan rézmiczkowych czastkowych sg
modele zjawisk fizycznych. Podamy przyklady kilku z nich oraz opiszemy ich
zwiazek z réwnaniem Poissona. Dalej wprowadzimy aparat matematyczny po-
trzebny do dowodu istnienia i jednoznacznosci jego stabych rozwigzan oraz ich re-
gularnoéci. Nastepnie zajmiemy si¢ istnieniem rozwiazan klasycznych. Na koniec
udowodnimy kilka faktéw dotyczacych problemu istnienia i nieistnienia rozwia-
zan nieliniowych (i nielokalnych) réwnan Poissona (réwnania typu Poissona—Bol-
tzmanna).

Wigkszosé przedstawionego materialu mozna znalezé w podrecznikach [5],
[6], [7] i klasycznej monografii [3]. Warto polecié¢, ostatnio przetlumaczony na
jezyk polski, podrecznik [2] oraz krétka (ale trudna) monografie [4], zawiera-
jaca réowniez wyniki z ostatnich lat. Zwiazki réwnania Poissona z modelami
zjawisk fizycznych i chemicznych opisane sa w starym i szeroko znanym pod-
reczniku Tichonowa i Samarskiego [10]. Nowoczedniejsze ujecie tych zagadnien
mozna znalez¢é w niedawno wydanym podreczniku autorstwa I. i L. Rubinsteinéw
[9]. Pozycja [1] to zbiér przykladéw, kontrprzykltadéw i zadan (czasami bardzo
trudnych).

Przypomnijmy podstawowe wzory, z ktérych pézniej bedziemy wielokrotnie
korzystac.

Zacznijmy od wzoru na catkowanie przez czesci. Jesli brzeg obszaru 9§ € C*,
funkcje u,v sa rézniczkowalne w €2 i przedluzaja sie¢ wraz z pochodnymi na
domkniecie Q, u,v € C1(Q), to
(1.3) / Uy, (x)v(x) do = / u(x)v(x)v;(x) dS, — / u(x)vg, (x) dz,

Q a0 Q

gdzie v(z) = (11(x),... ,vn(x)) jest wektorem normalnym zewnetrznym do OS2
w punkcie x.
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Zakladamy, ze Z)(x) = (Ai(x),...,A,(x)) jest polem wektorowym okre-
— — —
§lonym na  C R", 9Q € O, A;(x) € C(Q)NCHN) idivAa € LY(Q). Wtedy
zachodzi wzér Gaussa

(1.4) /Qdin(x)dx:/ A(z) - v(x)dS,.

00
Dlau € C?(Q)NCHQ), v e CLQ) i Au € L1(Q) z tozsamosci
vAu = div(vVu) — Vu - Vo

dostajemy

ou
1.5 /vAu: v——/Vu-VU.
( ) Q o Ov Q

Jedli u,v € C?(Q)NCYQ) i Au, Av € LY(Q), to z (1.5) mamy

(1.6) /Q(vAu — ulv) = /m (vgz - ug:j)

Ostatnie dwa wzory nazywamy wzorami Greena.

2. Interpretacje fizyczne réwnania Poissona

2.1. Réwnanie membrany. Prawie kazdy zabawial sie zanurzajac w roz-
tworze mydla petelke z drutu. Po jej wyciagnieciu rozpostarta jest na niej po-
wierzchnia (membrana), ktérej ksztalt zalezy od sposobu w jaki zostal drut po-
wyginany. Przedstawiamy ja wykresem funkcji u: Q C R? — R. Interesuje nas
rownanie, jakie spetnia u.

Skomplikujmy nieco nasze zadanie zakladajac, ze na membrane dziala sila
zewnetrzna o gestodci f réwnolegta do osi Ou, tzn. na element powierzchni rozpo-
starty nad malym zbiorem w C {2, zawierajacym punkt z, dziala sila ~ f(z)|w|
(lw| jest polem powierzchni w). Mozemy mysle¢, ze delikatnie dmuchamy na
membrane w kierunku prostopadlym do niej. Uwzgledniamy réwniez dzialanie
sity sprezystej proporcjonalnej do zmiany pola powierzchni membrany.

Zmieniajac ksztalt membrany opisanej funkcja w(z), do ksztaltu zadanego
funkcja W (z), sita f wykonuje prace

Af@WW@—w@»M,

a sity sprezyste prace

—Auﬁ+wwmw—ﬂ+wwmam

gdzie przez k > 0 oznaczylidmy wspolczynnik sprezystosci.
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Energia potencjalna U (W) membrany W przybiera wigc postaé

UW) =U(w) + /Q EG/1+ VW (2)]2 — 1+ |[Vw(x)?) dz
+ / F@)(W(2) — w(z)) da.

Jesli gradienty funkcji W i w sa male, to korzystajac ze wzoru Maclaurina dla
funkcji +/1 + , mozmy napisaé

o)~ U+ [ (SITWEPE - [Vul)) + F@07 @) - ule)) d

Opieramy sie teraz na zasadzie wariacyjnej, ktora mowi, ze ksztalt jaki przy-
biera membrana, jest zadany wykresem funkeji u, dla ktérej energia U(u) osiaga
ekstremum w klasie wszystkich funkcji rézniczkowalnych o zadanych wartosciach
na 01, tzn. spekniajacych (1.2).

Niech v bedzie funkcja rézniczkowalng na Q, réwna 0 na 9, v € C3(Q).
Zgodnie z naszym zalozeniem, U(t) = U(u + tv), t € R, osigga ekstremum dla
t = 0. Latwo obliczy¢, ze

U'0) = /(kVu -Vov — fv) = 0.
Q
WykazaliSmy w ten sposéb, ze u spelnia tozsamos$é catkowa
(2.1) / kVu-Vo= [ fv dawvecCiQ).
Q Q

Jedli zalozymy dodatkowo, ze u € C?(Q) N CL(Q) i Au € L1(Q), to korzystajac
ze wzoru (1.5) dostajemy

/k:Vu-sz—/k:vAu:/fv,
Q Q Q

/(kAu+f)v =0 dlaveCiQ).
Q

czyli

Stad otrzymujemy réwnanie Poissona na w.

Zagadnienie wyznaczenia ksztaltu membrany sprowadziliémy do znalezienia
rozwiazania réwnania (1.1) spelniajacego warunek brzegowy (1.2). Zauwazmy,
ze jedli zrezygnujemy z dwukrotnej rézniczkowalnosci u i ograniczymy sie do
u € C1(Q), to nasz problem polega na znalezieniu funkcji spetniajacej (2.1),
(1.2). Jak sie pézniej okaze, tak postawione zagadnienie jest z pewnych wzgledéw
o wiele wygodniejsze do badania i przy odpowiednich zalozeniach o regularnosci
f 109 jego rozwigzanie jest tez rozwigzaniem réwnania Poissona.
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2.2. Réwnanie wiazgce gesto$¢ ladunku elektrycznego z wytwo-
rzonym potencjalem elektrycznym. Jedli w poczatku uktadu wspoirzed-
nych umiescimy tadunek elektryczny ¢, to potencjal & wytworzony przez ten
tadunek, zgodnie z prawem Coulomba, bedzie réwny ®(x) = ®(|z|) = ¢/|z|.
Zauwazmy, ze dla kazdej funkcji v klasy C!, o nosniku zwartym, v € CL(R?),
spelniona jest réwnosé

(2.2) Vo - Vo = 4wqu(0).

R3
Istotnie, wykorzystujac wzor na catkowanie przez czeéci oraz fakt, ze poza po-
czatkiem ukladu wspolrzednych @ jest funkcjg harmoniczna, dostajemy

/ Vo .- Vo = lim / V& . Vv = lim %(U(O) +0(1)) = 4wqu(0).
R3 eV x| >e €20 Jjz|=¢ €

Zalézmy, ze w obszarze ) tadunki elektryczne roztozone sa w sposéb ciagly
z gestoscia p. Podzielmy 2 na male obszary €; i wybierzmy w kazdym z nich
dowolny punkt z;. Calkowity ladunek zawarty w €, fQ p(x) dx, zastepujemy
tadunkiem ¢; = p(x;)|Q;| skupionym w z;. Przypomnijmy, ze |€;| jest objeto-
$cig zbioru €;. Potencjal ® wytworzony przez tadunki ¢; jest suma potencjatéw
pochodzacych od poszczegdlnych tadunkéw, a wiec zachodzi dla niego réwnosé

(2.3) /RS Vo Vv = 47er(mi)|Qi|v(xi).

Jesli podziat © na zbiory €; jest coraz drobniejszy, to w granicy, gdy $rednice §2;
daza do 0, lewa strona (2.3) dazy do fR3 V& - Vo, gdzie ¢ jest potencjalem wy-
tworzonym przez rozktad tadunkéw z gestoscia p. Prawa strona zbiega natomiast
do 47 fR3 pv. W rezultacie dostajemy tozsamosé

V& .- Vo= 47r/ pv  speliona dla kazdej funkeji v € CL(R?).

R3 R3

Zakladajac dodatkowo, ze ® € C%(Q) N C1(Q), A® € L*(Q) mamy

/V(I>~Vv:— A<I>v:47r/ pu.
R3 R3 R3

Stad natychmiast otrzymujemy réwnanie
(2.4) —Ad = 47p.

W przypadku, gdy zamiast oddzialywan elektrycznych rozpatrujemy grawi-
tacyjne, rownanie wiazace gestosé rozktadu masy p z potencjatem grawitacyjnym
® przez niego wytworzonym ma postac

(2.5) AP = 4mp.
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2.3. Réwnanie opisujace rozklad temperatury. Zakladamy, ze w ob-
szarze ograniczonym ) C R® rozmieszczone sa zrédla ciepla z gestoécia p, tzn.
dlaw C Q, fw p jest iloscia ciepla produkowana w w w jednostce czasu. Na brzegu
Q) temperature zadajemy. Naszym celem jest wyprowadzenie réwnania wiazacego
rozklad temperatury T'(z) z gestoscia p.
Wykorzystamy nastepujace, dosy¢ jasne z fizycznego punktu widzenia, zalto-
zenia:
(Z1) Jesli na brzegu kuli Kr(xo) zadany jest rozklad temperatury T, a we-
wnatrz nie ma zrédel ciepta, to temperatura w punkcie zy réwna jest
éredniej temperaturze na sferze Sg(xo), T(7o) = (1/47R?) fSR(zo) T.

(Z2) Przeptyw ciepla przez powierzchnie S réwny jest & [¢(0T/dv) (prawo
Fouriera), gdzie k jest dodatnia stala.

Dalej, dla prostoty przyjmujemy, ze k, jak i wszystkie inne state fizyczne sa
réowne 1.

Definicja 2.1. Funkcja u, ciggla na otwartym podzbiorze 2 C R", ma wia-
snosc¢ Sredniej, jesli dla kazdej sfery Sg(x) C Q, $rednia warto$¢ u na tej sferze
rowna jest wartosci funkcji u w $rodku tej sfery,

)
- u = u(x)
Rn—la-n SR(I)

(przez o, oznaczyliSmy pole powierzchni sfery jednostkowej w R™).

Lemat 2.2 ([2]). Jesli u ma wlasno$é Sredniej, to funkcja w jest gladka
i harmoniczna.

Dowéd. Oznaczmy przez v(x) jadro wygladzajgce, tzn. nieujemna funkcje
klasy C*°(R™), radialnie symetryczna, o nosniku zawartym w kuli K7(0) C R,
speliajaca warunek fR" v = 1. Definiujemy 7. (z) = e~ "vy(ze~!). Wiadomo, ze
splot u z e, ue(x) := v xu(z) = fQ w(y)ve(z — y) dy jest funkcja gladka na R™
(zob. [2]). Zalézmy, ze x € Q oraz e < dist(z, 0). Latwe obliczenia prowadza
do nastepujacych réwnodci:

ue(w) = /Qu(y)%(y—w)dy=6‘” /y|<EU(x+y)v(y/s)dy
— /|y|<1u(x+sy)7(y) dyz/o e dr/51(0) w(z + erw)y(rw) dSy,
= )t dr u(z + erw) dSy,
G /w|_1 (o + erw)

= u(x)an/o ()"t dr = u(z).

W przedostatniej rownoéci wykorzystaliémy witasnosé éredniej funkceji u.
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Wykazalidmy, ze u(x) = u:(z) na Q¢ := {x € Q : dist(z,0Q) > £}, a wiec u
jest gltadka na €. Jej harmoniczno$¢ wynika z réwnosci

b 0
Au = Tﬂili/ u(x + rw) dS,, = Tt — opu(z)) =0,
/K o S ) (onu())

spelnionej na kazdej kuli K,.(z) zawartej w 2. |

Zakladamy, ze w punkcie T € ) znajduje si¢ zrédlo ciepta o wydajnosci g,
a na brzegu 0 temperatura jest zadana. Interesuje nas temperatura Tx(z) w
dowolnym punkcie x € ).

Zgodnie z zalozeniem (Z2) f\m—ﬂ:r 0Tx(x)/0v = —q. Mozemy tez zalozy¢,
ze w otoczeniu punktu T funkcja T% jest ,prawie” radialnie symetryczna, a wiec

aTi(l‘) o~ 2
_/|z o =q =~ —4rr Te(r).

Wynika stad, ze w rozwazanym otoczeniu, Tx(x) & q/4n|x — T|. Z zalozenia (Z1)
wnioskujemy, ze poza punktem T funkcja Tr(x) ma wlasnosé éredniej, a wiec jest
harmoniczna.

Rozumujac podobnie jak przy wyprowadzaniu réwnania wiazacego gestosc
tadunkow elektrycznych z potencjalem przez nia wytworzonym, dla kazdej funk-
cjii v € CH(Q) dostajemy

/QVTT(:v) - Vo = qu(T).
Stad, dla ciaglego rozktadu p zrédet ciepla,
/QVT((E) Vo = /va dla kazdej funkcji v € CL(Q).
Jesli T € C*(Q) N CHQ), AT € LY(Q), to oczywiscie z ostatniej tozsamosci
otrzymujemy réwnanie
(2.6) —AT = p.

Jedli na wstepie naszych rozwazan zalozymy dwukrotna rézniczkowalnoéé T,
to réwnanie (2.6) dostaniemy w prostszy spos6b. Wystarczy zauwazyé, ze dla
dowolnego w C € przeplyw ciepla przez dw réwny jest iloSci wytworzonego

fo=-]. a =L

stad wobec dowolnosci w wynika (2.6).
W przedstawionych modelach funkcja u opisujaca zjawisko fizyczne spelniala
tozsamosé catkowa

(2.7) /Vu Vo = /fv,

w nim ciepla, a wiec



74 T. NADZIEJA

a przy dodatkowym zalozeniu o regularnosci u, réwnanie
(2.8) —Au = f.

Udowodnienie istnienia funkcji w spelniajacej tozsamo$é (2.7) jest na ogdl
latwiejsze od wykazania istnienia rozwiazania réwnania (2.8). Przyczyna lezy
w tym, ze w pierwszym przypadku mozemy wybraé¢ wigksza przestrzen, w ktorej
szukamy rozwigzan.

Zagadnienie (1.1)—(1.2) bedziemy rozpatrywaé¢ na otwartym, ograniczonym
podzbiorze 2 C R™.

Definicja 2.3. Funkcje u € C°(Q)NC?(Q) nazywamy klasycznym rozwigza-
niem zagadnienia (1.1)—(1.2), jesli u spelnia réwnanie (1.1) i warunek brzegowy
(1.2).

Ponizszy przyktad wskazuje, ze (1.1)—(1.2) nie zawsze ma rozwiazanie kla-
syczne, nawet przy dosy¢ mocnych zatozeniach o f.

Przykad 2.4 ([4], [7]). Rozpatrujemy réwnanie Poissona w kole K = {z =
(z1,72) € R? : |z| < R < 1} postaci
2 .2

T — 5 4 1 — (21, 2
29 —Au=Trn <<—1n|a:|>1/2+<2<—1n|x>>3/2)'“ 1,72).

Przyjmujac 0 jako wartosé prawej strony w (0,0), f staje sie funkcja ciagla
na K. Latwo sprawdzié, ze h(z1,20) = (27 — 23)(—In|z|)"/? jest rozwigzaniem
(2.9) w K \ (0,0), pierwsze pochodne czastkowe h sa ograniczone w K oraz
hwlzl (xth) dazy do oo, gdy (xlva) - (070)

Udowodnimy, ze (2.9) nie ma rozwiazan klasycznych. Zalézmy, ze takie roz-
wiazanie u istnieje. Wtedy w = u — h jest funkcja harmoniczna w K \ (0,0)
i ograniczong. Definiujemy

p(x) = / —Wg, dT1 + Wy, dTa,
¥

gdzie v jest dowolna krzywa taczaca ustalony punkt ¢ z x. Zauwazmy, ze funkcja
p jest dobrze okreslona, tzn. p(x) nie zalezy od drogi calkowania. Istotnie, jesli
krzywe 71 179 tacza te same punkty i 1 Uy, ogranicza obszar 2y nie zawierajacy
we wnetrzu (0,0), to poniewaz w Q1 w jest harmoniczna, mamy

(2.10) / — Wy, dT + Wy, dxg = / — Wy, dT1 + Wy, dTa.
ga!

72
Jesli (0,0) € 4, to calka po krzywej zamknietej zlozonej z 1, 2, okregu S
o promieniu ¢ i $rodku (0, 0) zawartego w 21 oraz odcinka laczacego Se z 1 obie-
ganego dwa razy w przeciwnych kierunkach, jest rowna 0. Stad f%UW — Wy, dr1+
Wy, dTo = sz —Wg,dr1 + Wy, dro. Pierwsze pochodne czastkowe w sa ograni-
czone, a wiec prawa strona ostatniej rownosci dazy do 0, gdy € — 0. Pociaga to
réwnosé (2.10).
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Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy punkt (0,0) lezy na -, badz 7s.
Zauwazmy, ze dzieki ograniczono$ci pierwszych pochodnych czastkowych funkeji
w, mate zmiany krzywej v daja male zmiany caltki fv —Wg,dT1 + Wy, dxo. Jesli
réwnosé (2.10) spelniona jest dla wszystkich krzywych 1, 72 nie przechodzacych
przez (0,0), to zachodzi tez dla dowolnych krzywych. Latwo zauwazy¢, ze p jest
funkcja sprzezona do w, tzn. w + i p jest analityczna w K \ (0,0) i ograniczona.
Mozna wigc okredli¢ ja w (0,0), tak aby byla analityczna na calym K, a wiec w
bytaby harmoniczna w K. Przeczy to nieograniczonosci jej pochodnych wy, 4, .

Dalej wrocimy do problemu zalozen o funkcji f gwarantujacych istnienie
rozwiazan klasycznych.

3. Stabe pochodne i przestrzenie funkcyjne

Niech w:Q = R, a = (aq,... ,a,), ; € Ni|a| =aj + ...+ ap. Oznaczmy
D%y := 0% u/dz$ i D := D ... D% . Zakladamy, ze u € C* (), tzn. w Q
istnieja pochodne D%u, |a| < k i przedtuzaja sie do funkcji ciagtych na Q. C*(Q)
jest przestrzeniag Banacha z norma |ulor = 3, <k SUPzeq [Du(z)].

Jedliu € C1(Q) i v jest funkcja o nogniku zwartym zawartym w Q, v € C(9),
to z (1.3) dostajemy

(3.1) /uvw = —/ Ug, V.
Q Q

Réwnoéé (3.1) spelniona dla kazdej funkcji v € C}(Q) wyznacza jednoznacznie
Uy, . Fakt ten jest punktem wyjscia do definicji stabej pochodne;j.
Niech u € LIQOC(Q)7 tzn. u jest caltkowalna z kwadratem na kazdym zwartym

podzbiorze Q.

Definicja 3.1. Funkcje u® € L2 () nazywamy stabg pochodng rzedu o

loc

funkcji u, jesli dla kazdej funkcji v € C°()

(3.2) /QUD%:H)IQ\/QU%.

Stabe pochodne oznaczamy takim samym symbolem jak pochodne w kla-
sycznym sensie. Z kontekstu bedzie wynikaé jakie pochodne mamy na my$li.
Nietrudno wykazaé, ze staba pochodna D®u jest wyznaczona jednoznacznie, nie
zalezy od kolejnosci rézniczkowania, a dla funkcji rézniczkowalnych w klasycz-
nym sensie jest identyczna z klasyczna pochodna. Przypomnijmy tez, ze staba

pochodna, jako element LfOC(Q), jest okreslona prawie wszedzie.

Przyklad 3.2. Wykazemy, ze funkcja u(z) = |z| na (—1,1) ma staba po-
chodng v/(z) =1dlaz >0iu/'(z) = —-1dlaz <O0.
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Istotnie, dla dowolnej funkcji v € C°((—1,1))

1 0 1 1
/ uv’ = —/ v’ (2) dx—|—/ v’ (z) de = —/ u'v.
-1 -1 0 -1

Przyktad 3.3. Funkcja u(z) = z/|z| na (—1,1) nie ma stabej pochod-
nej. Zalézmy, ze taka pochodna v’ istnieje. Wtedy dla dowolnej funkcji v €
C((—1,1)), f_ll W = —f_lluv’ = ffl v — fol v' = 2v(0). Wynika stad, ze dla
v e C((0,1)), fol w'v =0, a wige v/(z) = 0 dla > 0. Podobnie uzasadniamy,
ze u'(z) = 0 dla z < 0. W rezultacie dostajemy, ze v’ = 0. Przeczy to réwnosci
I, w'v = 20(0), jesli tylko v(0) # 0.

Nastepny przyklad pokazuje, ze istnieja funkcje majace stabe pochodne dru-
giego rzedu, a nie posiadajace stabych pierwszych pochodnych. Oczywiscie tak
nie moze sie zdarzy¢, jesli pochodne rozumiemy w klasycznym sensie.

Przyktad 3.4. Rozpatrzmy w kole jednostkowym K;(0) = Q C R? funkcje
u(x1,xe) = x1/|x1| + T2 /|T2|. Z poprzedniego przykladu wynika, ze nie istnieja
pochodne u,,. Zauwazmy jednak, ze istnieje pochodna g, ,,. Jedli bowiem v €

(), o0
Xr1 xro
va1x2u: valx2m+ valiﬂfz@

_/ ’0331332 +/ v£1£2
Qﬁ{zl<0} Qﬂ{x1>0}

—/ Vgqzo +/ Vg = 0.
QN{z2<0} QN{z>>0}

Wynika stad, ze uy,, = 0.

Niech v bedzie jadrem wygtadzajacym. W dalszej czesci bedziemy wykorzy-
stywaé nastepujace fakty [2], [7]:

(P1) Jesli u € C*¥(Q), to uc(z) == [,u(y)re(z — y)dy jest klasy C>(R™)
oraz dla kazdego podzbioru zwartego ) CC €, |u. — ulcry — 0, gdy
e — 0.

(P2) Jesli u € L*(Q2), to u. € C°(R™) i |ue — ulr2(q) — 0, gdy € — 0.

(P3) Jesli u ma zwarty nosnik, to réwniez u. ma nosnik zwarty.

(P4) Operacja brania splotu z jadrem wygladzajacym jest przemienna z réz-
niczkowaniem

(3.3) D%u. = (D%u).
oraz

(3.4) |D%ue — D%ulpz2(0ry — 0,
gdy e - 01Q cc Q.
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Uwaga 3.5. Jesli pierwsze pochodne czastkowe sa réwne 0, u,, = 0, to u

jest funkcja stala. Istotnie, na mocy (3.3) (ue)y, = (ug,)e = 0; wynika stad, ze
ue jest funkcja stala, u.(x) = c(e). Korzystajac z (3.4) dostajemy

le(e1) — e(e2)| L2 () = le(e1) — cle2) VY] — 0,
gdy e1,e2 — 0. Oznacza to, ze u. dazy do stalej, a wiec u = const.
Pochodne w sensie klasycznym definiujemy za pomocs ilorazéw réznicowych.

Ponizej wykazemy, ze w podobny sposéb mozna zdefiniowaé stabe pochodne, jesli
granice ilorazéw réznicowych rozumiemy w sensie zbieznoéci w L2. Oznaczmy

1
Dfu = E(u(xl,... T+ hy o xn) —ul(x, . 2)).

Prosty rachunek pokazuje, ze jedli u € L?(f2) jest funkcja o nogniku zwartym,
u € L3(Q), v € L*(Q) i h jest dostatecznie male, to dla ilorazéw réznicowych
prawdziwy jest odpowiednik wzoru na catkowanie przez czesci

(35) (D}’iuv U)LQ(Q) - 7(“3 Dlihv)LQ(Q)v

gdzie (-, -)p2(q) oznacza iloczyn skalarny w L2

Twierdzenie 3.6. Zakladamy, Ze u € L%().

(a) Jedli istnieje staba pochodna u,, , to dla dostatecznie malych h

(3.7) |Dyulr2) < |Ue, | L20),
|DEu — Uz, |L2() — 0, gdy h — 0.

(b) Jesli istnieje taka stala C > 0, Ze |Dful2) < C dla dostatecznie
matych h, to istnieje staba pochodna s, i |uz, |r2@) < C.

Dowdd. Zatézmy, ze u € CH(Q) i k = n. Wtedy

N 1 Tp+h 8u($/,§n)
Dhu - E /xn agn dgnv

gdzie ' = (x1,... ,2p—1). Stad

T A e N B B L TN S A
D ‘h?(/ 06, dg") <if ( o6, )dg"'

n n
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Catkujac te nieréwnoéé¢ wzgledem zx,,, mamy

[ iopaa, < [ e [ (%gy)%gﬂ

e ()

3], [ (M)
() e

Calkujac teraz wzgledem z' € R"~! otrzymujemy (3.7) dla u € C1(Q).
Jedli funkcja u € L2(Q), to wygtadzamy ja, splatajac z jadrem wygladzaja-
cym. Otrzymujemy funkcje ue. € C1(Q), dla ktérej zachodzi nieréwnosé
|DZUE|L2(Q) < |(Us)xn|L2(Q) = |(u:cn)€‘L2(Q)-
Przechodzac z € — 0 i korzystajac z (3.4) dostajemy (3.7) dla u € L%(9).
Aby wykazaé (3.8), rozumujac jak w dowodzie (3.7), mozemy ograniczy¢ sie
do u € CH(Q). Zauwazmy, ze

1 Tnth B / " 0 /7 "
D) — s, = [ [ (2 - 2 ) g |

Stad

/ " (Dpu(e) — g, (2))* do,
1 > o th 8U(z/a§n) au(x/,l‘n) ?
7/ dl‘n/ ( aé.n - axn ) d§7z

- ula',wn +€) _ dula' zn)\?
_7/ dﬁ/ ( oz, Oz, ) dzn.

Calkujac te nieréwnoéé wzgledem 2’ € R"~!, dostajemy

, 2
|Du — g, |32 < */ df/ (6u xaa:n &) _dule ,xn)> dx.

T o,

Catka

/ Ouia,en +8) _ dulwn)\*
O 3xn axn

dazy do 0, gdy h — 0, a wiec Dju — u,, W L?. Wykorzystaliémy nastepujacy
fakt.JeshwELE( ), to [ (w(z +h) —w(x))* — 0, gdy h — 0.

Przejdzmy do dowodu punktu (b). Z zalozet wynika, ze rodzina funkcji Dfu
jest stabo zwarta w L2. Mozna wiec wybraé z niej podciagg stabo zbiezny Dhmu —
wi |w|z2 < C. Korzystajac z (3.6) mamy (Df u,v)r2(q) = —(u, D%, v)r2(q)
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dla kazdej funkcji v € C§°(Q2). Przechodzac z m do nieskonczonosci dostajemy
(w,v)r2(0) = — (U, Vg, ) 12(0), CO OZNACZA, Z€ Uy, = W. O

F .(Q) podzbiér LE () zlo-
zony z funkcji majacych stabe pochodne do rzedu k wiacznie. Zbiér H*(Q) C
HE _(Q) sktada sig z funkcji, ktérych stabe pochodne do rzedu k whacznie naleza

do L?(Q). H*(Q) jest przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

(u, V) gr) = / D*uD%v.
la|<k

3.1. Przestrzenie H*(Q). Oznaczmy przez H}"

Wymienmy kilka podstawowych wlasnosci przestrzeni H*(£2):

(H1) Jedli u € HE(Q) i v € CF(Q), to vu € HF(Q).

(H2) Dla kazdego ' CC Q, ue — u w H*¥(Q'), gdy ¢ — 0.

(H3) Jedli Q cC Q/, 09 € CF, k > 1, to dla kazdej funkcji u € H*(Q)(C*(Q))
istnieje taka funkcja U € H*(Y'), (U € C*(Q')) o noéniku zwartym, ze
Ug=ui |U|Hk(Ql) < C|U|Hk(ﬂ), (|U‘Ck(ﬂ/) < C|U|Ck(g)), gdzie stala
C zalezy tylko od Qi €.

(H4) Jesli 092 € C*, to zbiér C>(Q) jest gesty w H*(Q).

Dalej korzystaé¢ bedziemy z wlasnoéci przedtuzania funkcji ¢ € C*(99) do

funkcji okreslonej na Q.

(H5) Przy zatozeniach 9Q € C*, k , o € CF(09), istnieje taka funkcja
u € C*(Q), ze ulpg = ¢ i \u|ck < Clelcr(an)- Stata C zalezy tylko
od Q.

3.2. Slad funkcji. Zalézmy, ze u € C1(Q), 9Q € C' i S jest kawalkiem
brzegu 092 bedacym wykresem funkcji x,, = ®(x1,... ,2,-1). Z wlasnosci (H3)
wynika, ze mozna przedtuzyé u na pewien prostopadiodcian Q' = {z : 0 < a; <
a},  cC i przedluzenie to, oznaczamy je przez u, ma no$nik zwarty w Q.
Dla x € S mamy

®(z) e
u(r) = u(z', ®(z')) = / ’ ( 28n) d&y,.

0 6571
Stad

@) Gu(a! n 2 @ fou(r, &, 2
(u@)ls)? < 2] [ (295“) dgn<a | (%“) dé,.

Mnozac te nieréwnosé przez \/1 +®2 +...+®2  icalkujac po dziedzinie D

funkcji ®, dostajemy
ulF2(s) < C?lultp g,

a wiec dla dowolnej funkeji u € C1(€2)

(3.9) [u[z2(a0) < Clulm()-
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Zatézmy, ze u € H'(Q). Z wlasnosci (H4) wynika istnienie takiego ciagu u, €
C>(Q), 7e u, — uw HY(Q). Z (3.9) otrzymujemy nieréwnosé

[Un, — Um|r2(00) < Cltn — Um|H1(0)-

Ciag u, na 99 jest wiec fundamentalny w L?(0f2), a tym samym zbiezny w tej
przestrzeni, u,, — . Funkcje u € L?(09Q) nazywamy sladem funkcji una 9. Nie-
trudno wykazaé, ze u jest dobrze okreslona, tzn. nie zalezy od wyboru ciggu u,,.
Dla funkcji u € C*(Q) élad funkcji jest jej obcieciem do 952.

Oznaczmy przez H}(Q) funkcje z H'(Q) o §ladzie réwnym 0. Dalej wykorzy-
stamy fakt, ze H}(€2) jest domknigciem zbioru C'°(2) w topologii H®.

Zgodnie z definicja, iloczyn skalarny w HJ (Q2) zadany jest wzorem

(u,v) 1) = / uv + [ Vu-Vo.
Q Q

Z nieréwnosci Poincarégo ([2], [3]) \u|2L2(Q) < C [, |Vul?, prawdziwej dla dowol-
nej funkeji u € H}(Q), wynika, ze jest on réwnowazny z iloczynem

(u,v) 1) = / Vu- Vo,
Q

ktory bywa wygodniejszy w uzyciu.
Wykazemy, ze wzor na catkowanie przez czesci,

(3.10) /umiv:/ uvyif/uvxi,
Q 90 Q

prawdziwy dla funkeji u,v € C1(2), przenosi sie na funkcje z H' (), jesli war-
tosci u 1 v na Of) rozumiemy w sensie ich §ladu.

W tym celu funkcje v, v aproksymujemy, w sensie H', funkcjami w,,v, €
C*(Q). Z definicji éladu wynika, ze obciecia u,, i v, do 92 sa zbiezne w L?(9Q)
do dladéw funkcji w i v. Wystarczy teraz podstawié we wzorze (3.10) u = uy,,
v = vy 1 przejéé¢ z n do oco.

Podobnie argumentujac mozna wykazaé, ze jesli v € HY(Q), u; € H(),
U= (U, ... ,uy), to

(3.11) / vdiva = / (W - v) — / - Vo.
Q o0 Q

3.3. Regularno$é funkcji z H*(Q). Uzasadnimy, ze funkcje z HE (),
jesli tylko k jest dostatecznie duze, sa funkcjami rézniczkowalnymi w klasycznym
sensie. Dokladniej, prawdziwe jest nastepujace zawieranie

Twierdzenie 3.7.

(3.12) qIHE Q) ¢ cla).

loc

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy dla n = 2. W wyzszym wymiarze jego idea
jest taka sama, ale rachunki bardziej skomplikowane.
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Zacznijmy od przypomnienia definicji rozwigzania fundamentalnego E,(x)
operatora Laplace’a. Dla n > 2,

1 1 1
E.(x)=—F——"7F+—— Es(z) = —log —.
’”«( ) (n _ 2)0n|$|n_2’ 2( ) ot g |l’|
Ponizszy wzor [5], [7], [9], ktérego dowdd pomijamy, pozwala wyrazié wartosé
funkcji v € C?(Q) w dowolnym punkcie x € © za pomoca laplasjanu tej funkcji
oraz jej wartosci i pochodnych na brzegu,

(3.13)
u(z) = / E(z — y)Au(y) dy
8En(x_y) 6U
o[ T, [ sy ds,

Pierwsza calke brzegowa w (3.13) nazywamy potencjafem warstwy podwdjne;,
a druga potencjalem warstwy pojedynczej. Dalej korzystaé bedziemy z tego, ze
potencjaly te jako funkcje zmiennej x sg funkcjami harmonicznymi na R™ \ 9.
W szczegdlnodci z (3.13) wynika, ze dla w € C2(Q) in =2

(3.14) u(z) = % /Q log |z — y|Au(y) dy.
Stad
1/2 1/2
o) < 5 [ @utwyar) ([ togle sl dn) " < Clulieca,

gdzie C = sup,co{(1/2m)(f,(log|z — y[)* dy)'/?}.
Wykazalismy, ze
(3.15) ulco) < Clulmz(a),

a stala C zalezy tylko od obszaru Q.
Jegli u € CHH2(Q), 1 > 0, to z (3.15) wynika, ze dla kazdego «, |a| < I,
zachodza nieréwnosci |Du|coq) < C|D%u|g2(q) < Clul| g2 (q), a wige

(3.16) lulci() < Clulpive().-

Dla u € H*%(Q), na mocy wlasnosci (H4) i (P3), istnieje ciag u,, € C:2(Q)
zbiezny do u w H'*2 i ponadto z (3.16) dostajemy

|, — uk|cl(9) < Clum — uk|Hl+2(Q)~

Prawa strona powyzszej nieréwnoéci zbiega do 0, gdy m,k — oo, a wiec u,,
jest ciagiem fundamentalnym w C'(Q). Stad u,, jest zbiezny w C'(Q) do pew-
nej funkcji u. Wykazalismy w ten sposéb, ze jesli u € HF2(Q), to u € CHQ)
i |U|Cl(§) < C|U|Hl+2(Q).
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Zaléimy, ze u € HL2(Q) 1 Q cC Q. Jesli € € C2(Q), £lg = 1, to u €
HIF2(Q) i éu = u na Q, a wigc éu € CHQ). Tym samym u € CY(Q). O

Przy odpowiednich zatozeniach o regularnosci 992 mozemy Twierdzenie 3.7
wzmocnié.

Twierdzenie 3.8. Jesli 9Q € CHHHI/2 1o HIH1H/2(Q) ¢ CY(Q).
Dowdd. 7 (H3) wynika, ze funkcje u € H''H/21(Q) mozna przedtuzyé
do funkcji U € Hé+1+[n/2](ﬂ), Qcc i |U|Hz+1+[%l(§) < Clulgrarmrzg)-

Stad i z Twierdzenia 3.7 mamy U € C(), a wiec u € CHQ) i [ulerm) <
C|U|H1+1+[n/2](9). O

4. Istnienie, jednoznaczno$é¢ i regularnosé stabych rozwigzan

Rozpatrujemy zagadnienie brzegowe
(4.1) —Au = f,
(4.2) ulgg = p.
Zakladamy, ze f € L%(Q) i ¢ € L?(09).

Funkcje u € H' () nazywamy stabym rozwigzaniem réwnania (4.1), gdy dla
kazdej funkcji v € Hi(Q) spetniona jest tozsamosé:

(4.3) /QVU-VU = /va.

Jesli dodatkowo u = ¢ na 992 (w sensie $ladu), to u nazywamy stabym rozwig-
zaniem (4.1)—(4.2).

Przypomnijmy, ze u € C?(2) N C°(Q) nazywamy rozwiazaniem klasycznym
zagadnienia (4.1)—(4.2), jesli u spelnia réwnanie (4.1) i warunek brzegowy (4.2).
Nie wymagamy aby Vu € L?(2), a wiec rozwiazanie klasyczne nie musi by¢
rozwigzaniem stabym. Oczywiscie jest nim, jesli dodatkowo u € C*().

Twierdzenie 4.1. Jesli f € L*(Q) i ¢ = 0, to zagadnienie (4.1)—(4.2) ma
dokladnie jedno stabe rozwigzanie.
Dowdd. Funkcja f zadaje na Hg(€2) funkcjonal liniowy v — (f,v)12(q). Jego
ciaglos¢ wynika z oszacowan:
[(fsv) 2@l < [flez@lvlzz) < Clflzz@) vl ag -

Na mocy Twierdzenia Riesza istnieje dokladnie jeden element u € H}(Q) spel-
niajacy warunek (u,v)qi() = JoVu-Vu = (f,v)12q), a tym samym u jest
jedynym rozwiazaniem (4.1) z zerowym warunkiem na brzegu. ]

Rozpatrzmy przypadek, gdy ¢ jest dowolnym elementem L?(992). Z definicji
stabego rozwiazania u wynika, ze ¢ = u na 90 w sensie sladu, a wiec warunek
brzegowy ¢ winien by¢ §ladem pewnej funkcji. Jesli ¢ € C'*(92), to na mocy (H5)
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¢ jest éladem funkcji @ € C1(Q). Podkreslmy, ze cigglosé ¢ nie jest warunkiem
wystarczajacym, aby byta ona $ladem pewnej funkeji z H*(£2). Istnieje przyklad
funkcji cigglej na okregu, ktéra nie jest $ladem zadnej funkcji z H* (K (0,1)) ([3]).

Zalézmy, ze istnieje ® € H (), ktérej Sladem jest . Wprowadzmy funkcje
niewiadomag u = u — ®.

Jesli 902 € C?, ¢ € C?(99), to ® € C%(Q) i u spetnia
(4.4) —Au = f+ A ulyq = 0.

Z poprzednich rozwazan wnioskujemy istnienie jedynego rozwigzania u zagad-
nienia (4.4).

Przejdzmy do przypadku ogdlnego: zakladamy, ze ® € H'(Q) i szukamy
funkcji u € Hi(Q) spelniajacej tozsamosé

(4.5) /Vﬂ~VU=/fv— Vo - Vo
Q Q Q

dla kazdego v € H}(Q). Wykazemy, ze prawa strona (4.5) definiuje funkcjonat
liniowy ciagly na Hj (), k(v) := [, fv — [, V® - Vu. Zauwazmy bowiem, ze

k()| < |flrz@)lvlcz) + IV@lL20) Vol < C(fl2@) + [@lar @) v m o)

Na mocy Twierdzenia Riesza istnieje dokladnie jeden element u € HZ}(€2)
taki, ze (U,v)piq) = k() 1 [ulgro) < C(flr2@) + [®u1(q)) Zakladajac, ze
0 € O, ostatnig nieréwnos$é mozna zapisaé¢ w postaci

(4.6) [ul i) < C|flzz@) + l@lor o),

a ogdlnie

(4.7) [ulgi) < C(flrz) + inf  [®[H1(q)).
Dloa=¢

Jednoznacznosé stabych rozwiazan zagadnienia (4.1)—(4.2) jest natychmiasto-
wa konsekwencja jednoznacznosci rozwigzan zagadnienia z jednorodnym warun-
kiem brzegowym. Gdyby bowiem istnialy dwa rozwiazania wuy, us, to ich réznica
u = u1 — ug spelialaby Au = 0, ulgpg = 0, a wigc u = 0. WykazaliSmy w ten
spos6b

Twierdzenie 4.2. Jesli f € L?(Q) i ¢ jest sladem pewnej funkcji ® €
HY(Q), to istnieje dokladnie jedno rozwigzanie u zagadnienia (4.1)—(4.2).

4.1. Regularno$é¢ stabych rozwigzan. 7 definicji, stabe rozwiazanie u
nalezy do przestrzeni H!(Q). Wykazemy, ze odpowiednie zalozenia o regularnosci
f gwarantuja wyzsza regularnosé u.

Zacznijmy od przypadku jednowymiarowego

(4.8) —u" = f, uw0)=0, u(l)=0.
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Kladac w Twierdzeniu 3.8 n = 1, [ = 0 dostajemy zawieranie H'((0,1)) C
C([0,1]), czyli stabe rozwiazanie u zagadnienia (4.8) jest ciagle. Z definicji spet-
nia tez tozsamo$é

1 1
(4.9) /Ou'v':/() fv dlawve Hy((0,1)).

Twierdzenie 4.3. Jesli f € C°([0,1]) i u jest stabym rozwigzaniem (4.8),
to u € C?([0,1]) i spetnia (4.8) w klasycznym sensie.

Dowdd. Funkcja @ := — [ [/ f(£) d€dy jest Klasy C*([0,1]) i —0" = [, a
wiec spelnia tozsamos$é (4.9). Oczywiscie jesli uy = u — @, to fol ujv’ = 0 dla
v € HE((0,1)). Wynika stad, ze (u})'=0 (' rozumiemy tutaj w sensie stabej
pochodnej), a wigc 1} jest stata (Uwaga 3.5) i tym samym u € C2([0,1]). Z toz-
samosci fol W' = — fol u'v = fol fv wynika, ze —u’" = f, tzn. slabe rozwigzanie
u spelnia rownanie w klasycznym sensie. O

Przejdzmy do badania regularnosci stabych rozwigzan w wyzszych wymia-
rach.

Twierdzenie 4.4. Zakladamy, ze f € L*(Q) N HE (), k = 0,1,... i u
jest stabym rozwigzaniem (4.1). Wtedy v € HFT2(Q) i dla kazdej pary obszaréw

loc

Ol cc Q2 cc Q istnieje taka stata C = C(QY,0?), Ze
(4.10) [ulgrsz@ry < C(|flar(02) + [ulm(02)-

Dowéd. Dowdd przebiega indukeyjnie. Zalézmy, ze k = 0, tzn. f € L*(Q).
Oznaczmy ¢ = dist(9Q,002) i Q. = {x € Q : dist(z, Q) > €}. Niech ¢ bedzie
taka funkcja klasy C°(R"), ze {(z) = 1 na Q2 i &(z) =0dlax ¢ 935/3' Jedli
vo € HY(9?), to vy = v € H}(Q). Rozumiemy tutaj, ze vo(z) = 0 dla z ¢ Q2.

W tozsamosci (4.3) kladziemy v = vg. Korzystajac z réwnosci
Vu - Vo= (Vu-VEu + V(€u) - Vg — uVE - Vg,

tosamo (4.3) mozna zapisa¢ w postaci

(4.11) VU - Vg :/

Fuyg +/ uV¢ - Vo,
Q2 Q2 Q2

gdzie F = f¢€ —Vu-VE € L2(0?) i U = ¢u € HY(Q?). Poniewaz £ zeruje sie
poza Q3_;, to catkowanie w (4.11) przebiega po Q3 ;..

Niech v1 bedzie funkcja z H'(Q?) przedtuzona zerem poza Q2. Dla |h| < £/2,
D', v € Hl(Q§/2) N L*(£. 7). Podstawiajac w (4.11) vg = D’ vy i wykorzy-
stujac wzor (3.6) dostaniemy

(4.12) VDLU -V, = —/ FD" v —l—/ D (uV€) - V.
02 02 Q2
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Stad iz (3.7)

VD;IU . V’Ul < (|F|L2(QZ) + C|U‘H1(Qz))|vv1‘Lz(Qz).

/.
7 oszacowania
‘F‘LQ(Q2) < C(|f‘L2(Qz) + ‘U|H1(Q2))7

otrzymujemy

(413) ‘ / VD;LU - V| < C(|f|L2(Q2) + |U|H1(Q2))|VU1|L2(QQ)-
QQ

Podstawiajac w (4.13) v; = D} U mamy

/2 ‘V’Ul‘Q < C(|f|L2(Qz) =+ |U‘H1(522))|VU1‘L2(92).
Q

Stad

Vi |pe a2y < C(|flz202) + |ulm(a2))-
7 powyzszej nierownosci wynika, ze rodzina VDZU jest jednostajnie ograniczona
w L2(9?), a wiec na mocy Twierdzenia 3.6, U € H?(Q?) oraz

(414) |VU|L2(Q2) < C(‘f|L2(Q2) + |u|H1(Q2)).

Przypomnijmy, ze U = u na Q', stad v € H*(Q!), a tym samym u € HZ ().
Korzystajac z nieréwnosci Poincarégo i (4.14) dostajemy oszacowanie

[ul 201y < C(|flr202) + [ulg(Q2))-
W ten sposéb zakonczylismy dowdd pierwszego kroku indukcji.

Zatézmy teraz, ze jesli f € L2(Q) N HE (Q), to u € H2(Q),

loc
|ul grreory < Ok, O Q) (| flare2) + lular @2)
oraz zachodzi tozsamo$é
(4.15) VD (DU)-Vugy1 = — | DFD" ,vp4q
02 Q2

+ Dj (D*(uV¢€)) - Vg 11
Q
dla kazdej funkcji vg41 € HY(Q?) i |a| < k
Jedli teraz f € L2(Q) N H*Y(Q) i || < k, to DU € H?*(Q?) i D°F €
H'(9?). Przechodzac w (4.15) z h — 0, dostajemy

/ VDU, - Vugyr = / DYF(vg41)a,; + DY(uVE)y, - VUky1.
02 02
Niech vg12 € H'(Q?). Kladac vgy1 = D’ ,vg42 otrzymamy

o VDZ(Dani)'V’U]C+2 = — /QZ DaFwiDi,h'Uk+2+/92 DZ(DQ(UVE)L)VU;HQ
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7 zatozenia indukcyjnego

|Fl 12y < C(f| w12y + |ulgrizzy) < C(flari 2y + [ulmiez2))-

Podstawiajac vgo = D (D*U,,), rozumujac jak w kroku pierwszym, wniosku-
jemy, ze u € HF3(Q). a

loc

Uwaga 4.5. Jedli f € L?(Q) i u € H'(Q) jest rozwigzaniem (4.1), to u
spelnia réwnanie Poissona prawie wszedzie.

Dowdd. 7 Twierdzenia 4.4 wynika, ze u € H?

loc

QO cc Qive HHQY). Z (4.3) dostaniemy tozsamodé

(Q), ezyli Au € L2 (). Niech

loc

— | Auv= [ fv dlave H} Q).
Q1 ok

Stad [ (Au+ f)v =0, co pociaga —Au = f prawie wszedzie w Q. O

Stosujac podobne idee jak w dowodzie Twierdzenia 4.4, mozna wykazaé ([2],
[3], [7]) regularnosé rozwiazan az do brzegu.

Twierdzenie 4.6. Jedli f € H*(Q2), 0Q € C**+2, k > 0, to stabe rozwigzanie
u zagadnienia Au = f, u|pg = 0 jest w H*T2(Q), [u| v ) < C|f[arq) i stala
C nie zalezy od f.

Zauwazmy, ze z Twierdzen 4.4 1 3.8 wynika

Twierdzenie 4.7. Jesli f € H"/2(Q) i 90 € 312 to stabe rozwig-
zanie réwnania (4.1) z jednorodnym warunkiem brzegowym jest rozwigzaniem
klasycznym.

Rozpatrzmy teraz zagadnienie (4.1)—(4.2) w calej ogdlnosci, tzn. zakladamy,
ze o jest $ladem pewnej funkcji ® € H**2 (aby to zagwarantowaé, w my$l (H5)
wystarczy, ze p € C*2(0Q)) i f € H*(Q).

Wprowadzmy funkcje pomocnicza w = u — ®. Oczywiscie dla v € HE(Q)
Jo Vw -V = [, Fiv, gdzie F| = f+A®. Funkcja w spelnia jednorodny warunek
brzegowy i Fy € H*(Q), a wiec z Twierdzenia 4.6 w € H*+2(Q). Wykazaliémy
w ten sposdb

Twierdzenie 4.8. Jesli f € H¥(Q) i ¢ jest sladem funkcji = H*+2(Q), to
rozwigzanie u zagadnienia (4.1)—(4.2) nalezy do H*+2((2).

5. Klasyczne rozwigzania réwnania Poissona

Bedziemy rozpatrywaé klasyczne rozwiazania zagadnienia (4.1)—(4.2). Wa-
runki na f i 92 gwarantujace istnienie klasycznych rozwiazan podane sa w T'wier-
dzeniu 4.7. Udowodnimy, ze istnieja rozwiazania klasyczne przy znacznie stab-
szych zatozeniach o 09, f i . Zaczniemy od tzw. zasad maksimum, ktére sa
podstawowym narzedziem analizy rozwiazan réwnan eliptycznych.
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5.1. Zasady maksimum. Udowodnimy prosty pomocniczy

Lemat 5.1. Jesliu € C%(Q)NC%(Q) i Au > 0, to maksimum funkcji u nie
moze byc osiggniete w ).

Dowdéd. Zatézmy, ze maksimum funkcji u przyjete jest w punkcie xg € Q.
Wtedy Au(zo) < 0, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem. O

Ponizszy lemat nosi nazwe stabej zasady maksimum.

Lemat 5.2. Jesli u € C*(Q) N C%(Q) i Au > 0, to u osigga maksimum na
o

Dowdd. Wprowadzamy funkcje pomocniczag w(x) = u + €€, xy oznacza
pierwszg wspOlrzedng punktu z i € > 0. Oczywiscie Aw = Au + ee* > 0.
Funkcja w osiagga maksimum na 952 i na mocy poprzedniego lematu

sup u(z) < supw(x) < sup w(x) < sup u(zr) + ¢ sup ™.
€N €N €00 €N €N

Przechodzac z € — 0 dostajemy sup,cq u(z) < sup,egn u(z). O
Ze stabej zasady maksimum wynikaja natychmiast dwa wnioski.
Whiosek 5.3. Funkcja harmoniczna i ciggla w Q osigga swoje kresy na 0.

Whiosek 5.4. Zagadnienie (4.1)—(4.2) ma co najwyzej jedno klasyczne roz-
wigzanie.

Ponizszy lemat odgrywa tutaj pomocnicza role przy dowodzie mocnej zasady
maksimum, ale poza tym znajduje wiele zastosowan.

Lemat 5.5 (E. Hopf). Zaktadamy, e K = Kr(0) C R", 2° € 0K,
u € CHK)NC(K U {2°}), Au > 0 oraz u(z) < u(z’) dla v € K. Wtedy
dla takiego wektora n, Ze n - v(z°) > 0 (v(z°) wektor normalny zewnetrzny do
9Q w punkcie 2°) zachodzi nieréwnosé

e Lo g 0
111111‘11_1)10%r ;[u(z ) —u(z” —tn)] > 0.

W szczegdlnosci, jesli u € CH(K U {x°}), to Ou/On > 0.

Dowdd. Bez zmniejszania ogdlnosci, mozemy zalozy¢, biorac ewentualnie ku-
1 o mniejszym promieniu, ze K = Kg(0), u(z) < u(z’) dla z € K — {2°}
i ue CYK). Wprowadzamy funkcje pomocnicza w(z) = u(x) + eh(z), gdzie
h(z) = e~l#1” — =R > 0. Oznaczmy ¥ = KN Kpg/o(2°) i zauwazmy, ze Aw >0
na . Wynika stad, ze w nie moze osiaga¢ maksimum na ¥. Dowodzimy, ze dla
dostatecznie matych e, w osiaga maksimum w 2°. Na ¥ N 9K h(z) = 0, a wiec
w(z) < w(z®) idlaz e dSnNK u(zr) < u(z?). Jedli dobierzemy e dostatecznie
male, to taka sama nieréwnosé¢ bedzie zachodzi¢ dla funkcji w.
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W rezultacie
w(x®) — w(x® — tn)
4
dla dostatecznie matych dodatnich ¢. Przechodzac z ¢ — 0 dostajemy

0V _ (0 _
lim inf u(@’) —u(@” — tn) > —5%
t—0 t on

bo Oh/dn < 0. O

>0,

(%) >0,

Jak wspomnieliSmy, wnioskiem z Lematu Hopfa jest

Twierdzenie 5.6 (mocna zasada maksimum). Jesli u € C%(Q) N C°(Q),
Au > 0 i u przyjmuje maksimum w 2, to u jest funkcjg stalq.

Dowéd. Potézmy Q = {x € Q : u(z) = sup,cqu(y)}. Q jest zbiorem do-
mknigtym w Q. Mamy wykazaé, ze jest pusty lub pokrywa si¢ z Q. Zaldézmy,
ze jest wlasciwym podzbiorem . Istnieje wtedy taka kula K, ze K C 2\ Q
10K NQ # 0. Jedli zp € 0K NQ, to u(xg) > u(z) dla z € K. Stad, na mocy
Lematu Hopfa pochodna w kierunku wektora v normalnego do K w punkcie
xo jest dodatnia, (Ou/dv)(xg) = Vu(xg) - v > 0, co przeczy temu, ze g € Q, a
wiec Vu(zg) = 0. O

Mocna zasada maksimum pozwala oszacowaé rozwiazanie przez jego wartosci
na brzegu oraz prawg strone rownania.

Whiosek 5.7. Jesli f € C°(Q), ¢ € C°(00Q) i u jest klasycznym rozwigza-
niem (4.1)—(4.2), to

(5.1) |u(z)| < max || + C max|f].

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze Q C {z : 0 < z1 < d}. Kladziemy w(x) =
M + (eP?—eP1)F | gdzie M = max |p|, F = max |f|. Dla dostatecznie duzych 3,
A(w+u) = Aw +Au = —3?e"F— f < 0,ana 0Q, w+u = w+¢ > 0. Z zasady
maksimum —w < u. Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla funkcji w — wu,
dostajemy u < w. W rezultacie —w < u < w, a wiec spelniona jest nieréwnos¢
(5.1). O

5.2. Istnienie rozwigzan klasycznych. Zaczniemy od twierdzenia, ktére
moéwi, ze dla dostateczne regularnych warunkéw brzegowych istnieja funkcje har-
moniczne spelniajace te warunki. W dowodzie wykorzystamy

Lemat 5.8. Jesli f € CY(Q) i U jest potencjatem objetosciowym zwigzanym
zf, toU € C?*(Q)NCYQ) i U spetnia réwnanie AU = f.

Dowdd. Przypomnijmy, ze potencjalem objeto$ciowym funkcji f nazywamy
funkcje U zadang wzorem

U(z) = / E(x — ) f(y) dy.
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Korzystajac z mierzalnosci i ograniczonosci f tatwo wykazaé, ze U € C1(Q) oraz

ou OE, (x —y)
(5.2) o = /Q B fy) dy.
Jedli f € C! (ﬁ) to ze wzoru (1.3) dostajemy
63 5= [ Be-nga- [ Ba-pionmas,
Li aQ

Pierwsza calka w (5.3) jest potencjatem objetosciowym funkcji df /0y € C°(Q), a
wiec, jako funkcja x, nalezy do C'1(£2). Druga jako potencjal warstwy pojedynczej
jest gladka. Wynika stad, ze U € C1(Q)NC?(Q2). Niech v bedzie dowolng funkcja
z C%(Q). Wykorzystujac (3.13) dostajemy

(5-4) v(z) = 5 En(z —y)Av(y) dy.

Stosujac teraz wzory Greena i twierdzenie Fubiniego oraz (5.4) otrzymujemy

(5.5) /Q (2)AU () dz —/Av VU () da

/Av (/Ea:— )dy)d
= [ owrtdy

W ten sposéb wykazalidmy, ze
/ v(x)(AU(z) — f(x))dr =0 dla kazdej v € C2(Q).
Q

Stad natychmiast wynika, ze AU = f. a

Twierdzenie 5.9. Jesli 9Q € C?, to istnieje funkcja u harmoniczna na Q
i ciggla na Q przyjmugeca zadane wartosci ¢ € C°(0Q) na O.

Dowdd. Zalozmy, ze 9 € C. Istnieje wtedy ciag ¢, € C®(9Q) zbiezny
w C° do ¢. Dla takich ¢,, na mocy Twierdze 4.7 i 4.8, istnieja funkcje har-
moniczne u,, € C°(Q) speliajace warunek brzegowy u,|on = @n. Z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych |u,, — ty,| < |on — ©m|, & wiec u, zbiega
jednostajnie na Q do pewnej funkcji u, ktora jako granica jednostajnie zbieznego
ciagu funkcji harmonicznych jest tez harmoniczna.

Oznaczmy przez ® ciagle rozszerzenie ¢ na (), a przez M = max, g |®(z)|.
Niech ; C Q bedzie wstepujacym ciagiem zbioréw otwartych, o brzegach klasy
C, wypelniajacych w sumie Q, |JQ; = Q. Jak wykazaliSmy wyzej, dla kazdego
€ istnieje ciag funkcji harmonicznych w; ,, zbiezny na Q; do funkcji harmo-
nicznej u; speliajacej warunek brzegowy u;loq, = ®. Z ciagu wu; 2 wybieramy
podciag zbiezny w;, o na Qi, dalej z u;, 3 wybieramy podciag zbiezny na Qo,
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i.t.d. Ciag u;, ;, jak wynika z jego konstrukeji, jest zbiezny na {2 do pewnej funk-
cji harmonicznej u. Pozostaje wykazaé, ze u € C(Q) i u|pq = ¢. Dopiero teraz
wykorzystamy zatozenie 90 € C2. Dowéd dla wygody zapisu przeprowadzimy
dla n > 2, na przypadek n = 2 przenosi sie on w naturalny sposéb. Wybieramy
dowolny punkt g € 9Q i chcemy wykazaé, ze lim, ., u(z) = ®(zg). P jest
funkcja ciagla, a wiec dla zadanego e istnieje takie §, ze |P(x) — ®(xp)| < € dla
| — 2| < §. Niech K,(x1) bedzie kula styczna zewnetrznie do 9 w punkcie zy.
Funkcja w(x) = r?=" — |z — 21|~ jest harmoniczna dla z # z; i w(z) > 0 dla
x € Q. Dobieramy stala C tak aby,

O(zg) —e — Cw(x) <P < P(zg) + ¢+ Cw(x)
dla = € Q. Funkcje u;, ;(z) + Cw(x) i w;, i(x) — Cw(z) sa harmoniczne w Q;,
ciagte na Q; oraz

(uizi + Cw)laa = (® + Cw)laq > (x0) — ¢,

(us; i — Cw)|aa = (P — Cw)|aa < P(xo) +e.

Stad na mocy zasady maksimum u;, ;(z)+Cw(z) > ®(x¢)—¢e iw;, ;(z)—Cw(x) >
O (xzg) + . W rezultacie dostajemy oszacowanie

P(z0) — e — Cw(z) < ulz) < (o) + &+ Cw(x)
dla x € Q;. Przechodzac teraz z i — 00, a nastepnie z x — g, otrzymujemy

D(xp) —e < lim inf wu(z) <lim sup u(x) < P(xp) + ¢,

T—xo T—x0
a stad limg,_,,, u(z) = ®(z0). O

Przejdzmy do problemu istnienia rozwiazania réwnania Poissona (4.1) z nie-
jednorodnym warunkiem brzegowym (4.2).

Twierdzenie 5.10. Jesli 0 € C%, f € C1(Q) ip € C°(09), to zagadnienie
(4.1)—(4.2) ma klasyczne rozwigzanie.

Dowdd. Na mocy Lematu 5.8 U(z) = — [, En(z —y)f(y) dy jest klasycznym
rozwiazaniem (4.1) i U € C%(Q) N C°(Q). Z poprzedniego twierdzenia wynika
istnienie funkcji harmonicznej v € C°(Q) spelniajacej warunek brzegowy v|sn =
@ —U. Oczywiscie u = U + v jest klasycznym rozwiazaniem naszego problemu.[]

5.3. Funkcja Greena. Oznaczmy przez v(x,y) funkcje dwéch zmiennych
spelniajaca nastepujace warunki:
i V(xa ) € 02(9) N Cl(ﬁ)a
o Ayy(z,y) =0dlay e Q,
o y(z,y) = E,(xz—y) dlay € 9.
Istnienie funkcji v jest gwarantowane Twierdzeniem 4.8 i odpowiednimi za-
lozeniami o regularnosci 0€2.
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Definition 5.11. Funkcje G(z,y) = —E,(z—y)+~(z,y) nazywamy funkcja
Greena dla operatora Laplace’a

W interpretacji fizycznej G(x,y) jest potencjalem elektrycznym w punkcie
y wytworzonym przez tadunek jednostkowy umieszczony w punkcie x. Warunek
trzeci w definicji oznacza, ze brzeg obszaru 2 zostal uziemiony.

Jesli u jest klasycznym rozwigzaniem zagadnienia (4.1)—(4.2) i f € C°(Q), to

(5.6) u(z) = /Q Gl dy+ [ o) 2% (2. y) ds,.

Ele) al/y

Odwrotnie, mozna tez wykazaé¢ [2], [3], ze jesli u dana jest wzorem (5.6) i f
spelnia warunek Hoéldera to u jest rozwiazaniem (4.1)—(4.2).

W dalszej cze$ci, w dowodach istnienia rozwiazan zagadnien nieliniowych
wykorzystywaé bedziemy oszacowania funkcji Greena.

Twierdzenie 5.12. Prawdziwe sqg nastepujgce oszacowania funkcji Greena
1 jej pochodnych:
(a) 0 < Ga(z,y) < —Ea(z —y) + (1/27) log diam 2,
(b) 0 < Gp(z,y) < —En(z—y) dlan > 2,
(c) |VG,| < C/lz —y|" 1, gdzie stala C zalezy tylko od obszaru .

Dowdd. Ograniczymy sie tylko do dowodu pierwszych dwoch nieréwnosci.
Dowéd oszacowan pochodnych jest znacznie trudniejszy ([8]).

Ustalmy x € Qi oznaczmy G(y) = G(z,y). Z definicji funkcji Greena wynika,
ze G(y) — oo, gdy y — x. Istnieje wiec takie r > 0, ze G(y) > 0 w K,.(z). G jest
harmoniczna w Q\ K.(z), Glaa = 01 G|sk, (z) > 0. Z zasady maksimum wynika,
ze G(y) > 0w Q\ K, (x), a tym samym G > 0 w Q. Z zasady maksimum wynika
tez, ze jesli n > 2, to y(z, - ) < 0 w . Dostaliémy tym samym oszacowanie (b).

Dla n = 2, Ey(z —y) < (1/27)logdiamQ dla y € 99, a wiec z zasady
maksimum v < (1/27) log diam 2. Skad natychmiast wynika (a). O

6. Nieliniowe réwnania Poissona
Zajmiemy sie zagadnieniem postaci
(6.1) —Au = f(u),
(6-2) u|aQ =0.

Ponizszy przyklad wskazuje, ze zalozenia regularnoéci funkcji f nie gwarantuja
istnienia rozwiazania problemu (6.1)—(6.2).

Przyktad 6.1. Rozpatrzmy zagadnienie
(6.3) —Au = X", N eRT,

u|g}Q =0.
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Niech u1, A1 beda odpowiednio pierwsza funkcja wlasng i pierwsza wartoscia
wlasna —A w obszarze 2. Wiadomo [2], ze u; > 0 na Qi Ay > 0. Mnozymy
réwnanie (6.3) przez u; i calkujemy po obszarze €. Dostajemy

—/Auulz/Vu~Vu1=—/uAulz)\l/uulz)\/e“u1>/\/uu1.
Q Q Q Q Q Q

Stad (A1 — A) fQ uuy; > 0, a wiec A < A;. Wykazaliémy w ten sposéb, ze dla
A > A1 nasze zagadnienie nie ma rozwigzan.

Z pomoca funkeji Greena zagadnienia rézniczkowe (6.1)—(6.2) mozemy spro-
wadzi¢ do réwnania catkowego

(6.5) u(z) = / Gz, y) f(uly)) dy.

Prawa strone (6.5) definiuje operator w — [, G(z,y) f(w(y)) dy dzialajacy na
pewnej przestrzeni funkcyjnej X . Istnienie rozwiazania (6.5) sprowadza si¢ w ten
sposéb do znalezienia punktu stalego tego operatora. Problem polega na odpo-
wiednim doborze przestrzeni X i zastosowaniu jednego z twierdzen o punkcie
stalym. Uzyteczna dla nas bedzie wersja Twierdzenia Leraya—Schaudera, znana
tez jako Twierdzenie Schaefera.

Twierdzenie 6.2. Zakliadamy, ze odwzorowanie T przestrzeni Banacha X
jest ciggle i zwarte oraz zbior

{u € X :u=AT(u) dla pewnego X € [0,1]}

jest ograniczony. Wtedy T ma punkt staly.

Zastosujmy ja do dowodu nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 6.3. Jesli f jest funkcjg nieujemng, ciggle i malejgcqg, to za-
gadnienie (6.1)—(6.2) ma dokladnie jedno klasyczne rozwigzanie.

Dowdd. Przestrzenia X, w ktorej bedziemy pracowac, jest przestrzen funkcji
ciagtych na Q, X = C%(Q). Z ciagloéci f wynika natychmiast ciggltoéé opera-
tora T(w)(x) = [, G(z,y)f(w(y))dy. Jego zwartos¢ jest konsekwencja Twier-
dzenia Arzeli-Ascoliego oraz oszacowan na pochodne funkcji Greena. Istotnie,
zauwazmy, ze jeSli A C X jest podzbiorem ograniczonym, to sup,,c4 |V7T (w)| <
Csup,cq [ |z —y[' " dy < C, a wiee obraz T(A) sklada si¢ z funkcji wspélnie
ograniczonych i jednakowo ciagtych.

Pozostaje do wykazania oszacowanie a priori rozwiazan réwnania u = AT (u).
Jesli uy = T(uy), to 0 < up(z) < A [ |G(z,y)|f(0)dy < C(Q,[), co daje
potrzebne oszacowanie na mozliwe rozwiazania.

Twierdzenie Schaefera nie gwarantuje jednoznacznosci rozwiazan. Zatézmy
wiec istnienie dwoch rozwiazan w i v. Ich réznica spelnia réwnanie —A(u —v) =
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flu) — f(v). Mnoiymy je obustronnie przez u — v i catkujemy po . Dostajemy
Jo IV(u—=0)? = [,(f f()(u—v) <0, awiecu—v=0. O

Bardzo ciekawym zagadnieniem jest podanie warunkéw na f lub obszar 2
gwarantujacych nieistnienie rozwiazan. Moze sie to udaé, jak w Przyktadzie 6.1,
gdzie prawa strona byla specjalnej postaci. Rozpatrzmy ogdlniejsze zagadnienie

(6.6) —Au = Af(u), wulag =0,

nazywane czasami nieliniowym zagadnieniem wlasnym. Wykazemy, podobnie jak
w Przykladzie 6.1, ze przy odpowiednich zalozeniach o f, dla dostatecznie duzych
A, (6.6) nie ma rozwiazan.

Zauwazmy, ze do powtorzenia przeprowadzonego wczesniej rozumowania isto-
tne jest tylko zalozenie lim,_, o f(s)/s = a > 0, z ktérego wynika istnienie takich
stalych a, b, ze f(u) > au+b. Mnozac teraz réwnanie (6.6) przez pierwsza funkcje
wlasna laplasjanu u 1 calkujac po Q dostajemy

/ul(—Au):)\l/ulu:)\ urf(u) = A [ wui(au+ D).
Q Q Q

Q

Wynika stad, ze (A\; — Aa) [, uu1 > 0, a wiec warunkiem koniecznym istnienia
rozwiazan jest A < \j/a.

Bardzo pomocnym narzedziem w dowodach twierdzen o nieistnieniu rozwia-
zan zagadnienia (6.1)—(6.2) jest tzw. tozsamos$¢é Pochozajewa.

Zacznijmy od tozsamosci:

()= L X ) - [ ()

prawdziwej dla funkeji u € C2(Q) N CY(Q), Au € LY(Q). Calkujac przez czesci
pierwszy skladnik powyzszej sumy dostajemy

/BQ<V -Vu)(x - Vu) — /Q |Vu|?,

1(/ :E~V\Vu|2—n/ |Vu|2>.
2\ Jon Q

W rezultacie dostajemy tzw. tozsamosé Rellicha

/QAu<2i:a:k§;;> :/GQ(%Vu)(x Vu) +

a drugi jest rowny

—f/ z-v|Vul:
o0
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Zaléimy, ze u € C?(Q) N CY(Q) jest rozwigzaniem (6.1)—(6.2) z f € CO(R).
Oznaczmy przez F' funkcje pierwotna f, F' = f. Calkujac przez czesci otrzymu-
jemy

n

fron(mg) == frw i my =~ [ rng;

k=1

jQE:xk&% ]QFOQAlAQy.mFm)

k=1

Punkt z € 09 traktowany jako wektor, przedstawiamy w postaci
z=(x-v)v+(x- 1),

gdzie t jest wektorem jednostkowym stycznym do 9 w punkcie x. Z przedsta-
wienia tego natychmiast dostajemy

ou ou
x-Vu:%:(x-y)a.
Stad
ou|? 5
(v-Vu)(z-Vu) = (x-v) = (x-v)|Vy|
Q a0 o aQ

bo Vu = du/dv na 9. Korzystajac teraz z tozsamosci Rellicha otrzymujemy
tozsamosé PochoZajewa

wj)léQ@éW(ZD2+FmXéJLx+n;21;VUZ—EAFW)ZO

Znajduje ona zastosowania w dowodach twierdzen o nieistnieniu rozwigzan pew-
nych klas réwnan w obszarach gwiazdzistych. Przypomnijmy, ze

Definicja 6.4. Obszar 2 nazywamy gwiaZdzistym wzgledem poczatku ukla-
du wspétrzednych, jesli dla kazdego = € 082, x - v > 0. Jak wczeéniej v oznacza
wektor zewnetrzny normalny do 02 w punkcie x.

Whiosek 6.5. Jesli d > (n+ 2)/(n — 2) i obszar Q0 jest gwiaZdzisty, to
zagadnienie —Au = u?, u|pq = 0 nie ma rozwigzan u € C*(Q) N CH(Q).

Dowéd. W naszym przypadku F(u) = (u?*1)/(d + 1) i (6.7) ma postaé

2 d+1
v-x [ O0u n—2 U
— | =) + Vuz—n/ =0.
/asz 2 (3’/) 2 sz' | od+2

7 zalozenia gwiazdzistosci 2 wynika, ze pierwszy skladnik powyzszej sumy jest

. / ud+1
N .
qd+2

nieujemny, a wiec

(6.8)
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Mnozac nasze rownanie przez u i calkujac po 2 dostajemy

(6.9) /Q\vuP:/QudH.

Z (6.8) i (6.9) wynika, ze

n—2 9 n 9
< 5 )
. /Q|W| d+1/Q|W|

awiecd < (n+2)/(n—2). O

7. Nielokalne zagadnienia eliptyczne

Zajmiemy sie problemem istnienia (nieistnienia) rozwiazan zagadnief postaci

YA A C) R T
(7.1) A Mfo(u), oo = 0.

Zagadnienia tego typu pojawiaja sie w teorii elektrolitéw, termistoréow oraz ewo-
lucji uktadéw czastek wzajemnie oddzialujacych.
Z pomoca funkeji Greena przeksztalcamy (7.1) do postaci calkowej

(7.2) u(x) = My / Gz, y)f(uly)) dy,

gdzie p = ( f(u))~t. Prawa strone (7.2) traktujemy jak przeksztalcenie prze-
strzeni C°(Q) w siebie. Z oszacowan funkcji Greena wynika, Ze jest ono ciagle
i zwarte, jesli tylko f jest funkcja ciagla. Jesli dodatkowo jest malejaca, dosta-
jemy oszacowanie na norme rozwigzania

luloo < MC(Q)F(0)(f(Jul)) ™"

Wynika z niego, ze jedli lim, . 2f(z) > MC(2), to dysponujemy oszacowaniem
a priori rozwiazan (7.1).
Przy zalozeniu, ze f jest funkcja rosnaca

|uloo < MC(Q) f(Juloo),
oszacowanie na rozwigzanie dostaniemy, jesli tylko

lim —— > MC(Q).

=00 f(2)

Aby uzyskaé¢ mocniejsze twierdzenia o istnieniu rozwigzan wykorzystamy
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Lemat 7.2. Jesli f,g:R — R sq funkcjami cigglymi, f > 0 i g jest niema-
lejgca, to dla kazdej funkcji ciqglej U

Jo f( ng
(7.3) fg > |Q|

Dowdd. Dowéd jest oczywisty, jesli tylko zauwazymy, ze (7.3) jest réwno-

wazne nierwnoci

/ / F(u())g(f(u())) da dy — / / Fu())g(f (ula)) dady > 0,
QJQ QJQ

ktéra moze byé przeksztalcona do postaci

1
2 /Q /Q(g(f(“(ﬂ?))) — g(f(w))(f(u(z)) — f(ul((y)))) dz dy > 0. O

Wykazemy
Twierdzenie 7.3. Jesli f jest funkcjq dodatniq, malejgcq i cigglq oraz
sup |f'/ f| < o0,
to problem (7.1) ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Dowdd. Z pomocy funkcji Greena sprowadzamy zagadnienie (7.1) do formy
catkowej

(7.4) u(w) = My /Q Gz, y)f(u(y)) dy,

gdzie pn = ([, f(u))~'. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.3 wykorzystamy
Twierdzenie Schaefera. Prawa strone (7.2) traktujemy jak przeksztalcenie prze-
strzeni C°(2). Nietrudno wykazaé, ze jest to przeksztalcenie ciagle i zwarte.
Wystarczy wiec tylko podaé oszacowania a priori na rozwiazania. Oczywiscie
jesli u jest dowolnym rozwigzaniem, to

0 <u(z) < Muf(0 sup/leyIdy c()p.

Ostatnia nier6wnos¢ jest konsekwencja Twierdzenia 5.12. Wystarczy teraz osza-
cowaé [, f(u) od dolu. Z nieréwnoéci Jensena

e (g [ o) < g [ 00

Problem sprowadziliSmy zatem do oszacowania od dotu fQ log f(w). Z nieréwno-
Sci Schwarza i zalozen o f dostajemy

(7.5) ( /Q logf(U))2 c / (log f(u / /£l

< sup|f'/] /Q IVl < © /Q IVl
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Mnozac réwnanie (7.1) przez log f(u) i catkujac po Q otrzymujemy

(7.6) 0>—f/"Aumgf@n:1/|VuFU7f)

—wm/f )log f(u m/bw

Ostatnia nieréwnos¢ jest konsekwencja Lematu 7.1 z funkcja g(x) = logz. Z (7.5)
i (7.6) wynika oszacowanie od dotu na [, log f(u), a tym samym otrzymujemy
oszacowanie aprioryczne na rozwigzania zagadnienia (7.1).

Przechodzimy do dowodu jednoznacznosci rozwiazan. Zatézmy, ze nasz pro-
blem ma dwa rozwiazania uq i usg, tzn.

(7.7) —Au; = Mp; f(u;), uilaq =0,

gdzie p; = (fo f(u;))~!. Rozréznimy dwa przypadki: py = po i p1 # po.
W pierwszym z nich jednoznaczno$¢ rozwiazan wynika z Twierdzenia 6.3. Za-
16zmy wiec, ze p1 > po. Wykazemy, ze wtedy uy > ug w Q. Przypusémy, ze tak
nie jest. Istnieje wtedy taki punkt xg € Q, ze

ul(l’o) < UQ(SC()) 1 — A(Ul — Ug)(dfg) < 0
Z drugiej strony
—A(ur — uz)(@o) = Mp f(ur(zo)) — Mpz f(uz(x0)) > 0,
a wiec otrzymujemy sprzecznosc.
Z nieréwnoéci u; > ug wynika, ze
8u1 8u2
v S v
Calkujac (7.7) po obszarze ) dostajemy

/Qﬂ,/éﬁ
a0 ov o0 ov ’

ou ou
(7.9) L ===

ov ov
Z nieréwnosci g1 > po wnioskujemy, ze A(u; — ug) < 0 w pewnym otoczeniu
brzegu 0f2, a wiec z lematu Hopfa 0(u1 — uz)/0v < 0 na 9%, co jest sprzeczne

z (7.9). O

(7.8)

Stad iz (7.8) wynika, ze

Jesli f(u) = e to rozwiazanie zagadnienia (7.1) opisuje potencjal elek-
tryczny gazu zlozonego z elektrycznie natadowanych czastek i pozostajacego
w termodynamicznej rownowadze. Z Twierdzenia 7.3 wynika, ze stan taki ist-
nieje i jest jednoznacznie wyznaczony. Wykazemy, ze je$li oddzialywania co-
ulombowskie zamienimy na grawitacyjne, co odpowiada podstawieniu w prawej
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stronie (7.1) funkcji f(u) = €*, to dla dostatecznie duzych M (masy catkowitej
gazu) w obszarze gwiazdzistym, zagadnienie (7.1) nie ma rozwiazan.

Twierdzenie 7.4. Jesli obszar 2 C R™ jest gwiaZdzisty, to dla dostatecznie

duzych M zagadnienie (7.1) z funkcjq f(u) = e* nie ma rozwigzan u € C%(Q) N
CH(Q).

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy dla n = 3. W naszym przypadku tozsamosé

Pochozajewa ma postaé

1 1 ou\
3M 1) = suM [ uet =2 e I
,u/Q(e ) 2! /QU@ 2/8996 V(a’/>

Rozwiazanie jest nieujemne, a wiec

1 ou\?
: > Y-1)> - vl = .
(7.10) 3M BM;L/Q(e 1) 5 /aQ:r V(ay>

Calkujac réwnanie i wykorzystujac nieréwno$é¢ Schwarza dostajemy

o (fa) == (L5) < Lt ()

Wykorzystujac (7.10) mamy

M? < MC(Q)

co daje warunek konieczny na M, M < C(Q). O
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Spis tresci

. Wprowadzenie.

Operatory liniowe domkniete.

Podstawowe wlasnosci Co-pélgrup i ich generatordw.
. Generatory grup operatoréw liniowych ciagtych.

. Pélgrupy analityczne.

Réwnania niejednorodne.

Zagadnienia semiliniowe.

N o wn e

1. Wprowadzenie.
Zwigzek pomiedzy operatorami domknietymi,
polgrupami i ré6wnaniami czgstkowymi
parabolicznymi i hiperbolicznymi

Celem kursu jest przedstawienie zarysu ogolnej teorii, w ramach ktorej mozna
badaé zagadnienia poczatkowe lub poczatkowo-brzegowe dla semiliniowych (pél-
liniowych) réwnan rézniczkowych (w skrécie r.r.cz.) typu parabolicznego lub hi-
perbolicznego. Podejécie to polega na zapisaniu danego ewolucyjnego rownania
rozniczkowego czastkowego jako rownania rézniczkowego w odpowiednio dobra-
nej przestrzeni Banacha. Oto przyklady ewolucyjnych réwnan rézniczkowych
czastkowych:

Przykltad 1.1. Polliniowe zagadnienie paraboliczne. Szukamy T > 0 oraz
funkeji u: Q x (0,T) — R speniajacej réwnanie

Ou=Au—+ f(t,u) wQx(0,7T),
2000 Mathematics Subject Classification. HTDO05, 35F10, 35F25, 35G25.

(©2003 Centrum Badan Nieliniowych im. J. Schaudera
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wraz z warunkiem poczatkowym
w(z,0) =up(x) dlaxzeQ

i brzegowym
u(z,t)=0 dlazed, t>0,

gdzie  jest obszarem w R? z gtadkim brzegiem a A to operator Laplace’a

d
9%u

i=1
Réwnania tego typu pojawiaja sie jako modele matematyczne proceséw dyfuzji
i oddzialywania np. czastek chemicznych, organizmoéw biologicznych czy przewo-
dzenia ciepta.

Przyktad 1.2. Zagadnienie Cauchy’ego (poczatkowe) dla p6tliniowego réw-
nania hiperbolicznego. Znalezé T > 0 i funkcje v: R? x (0,T) taka, ze

dyv = Av+ fv) wR % (0,T),
v(z,0) = vy (x) dla z € R?,
Opv(z,0) = va(x) dla z € R%.

gdzie vy i vy sa zadanymi funkcjami. Wprowadzajac nowa zmienna u = (v,u)”

mozemy powyzsze réwnanie rozniczkowe doprowadzi¢ do postaci, w ktére] wy-
stepuje tylko jedna pochodna po ¢, a mianowicie
oy = Lu+ f(u).
Wtedy
Lt = (u, Av)T oraz  f(@) = (0, f(v)).
Réwnania tego typu opisuja zjawiska falowe np. drgania membrany lub rozcho-
dzenie si¢ fal akustycznych.

Podstawowe pytania, ktére sie tu formutuje dotycza

e istnienia rozwigzan lokalnych w czasie w odpowiednich przestrzeniach
funkcyjnych,

jednoznacznosci rozwiazan,

regularnosci rozwiazan wzgledem czasu i przestrzeni,

mozliwosci przedtuzenia rozwiazania dla ¢ > 0 (ew. t € R),

wlasnosci jakoéciowych rozwiazan np. asymptotyki czasowej gdy t — oo
lub wybuchu pewnych norm rozwiazania gdy ¢t — tpax 1 tmax < 00.
Zostanie tu przedstawione podejscie oparte o teorie polgrup operatoréow li-
niowych. Jesli chodzi o kwestie istnienia rozwiazan, konkurencyjne wobec tego
jest podejscie oparte o tzw. metode Galerkina. Jest to metoda aproksymacyjna
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polegajaca na otrzymywaniu rozwigzan r.r.cz. jako granicy rozwiazan odpowied-
nich uktadéw skonczenie wielu r.r.z. w przestrzeni Banacha. Ta ostania metoda
stosuje sie do niemal wszystkich typdéw réwnan (takze nieliniowych), daje jednak
rozwigzania o niskiej regularnoéci a wiec niosace stosunkowo malto informacji.
Gléwng idee podejscia opartego o polgrupy mozna przedstawié na elemen-

tarnym przyktadzie. Rozwazmy r.r.z. liniowe niejednorodne, a € R,

u'(t) = au(t) + f(t), teER,

u(0) =ug €R

oraz rownanie jednorodne
V'(t) =av(t), tEeR,
v(0) = wo,

ktérego rozwigzanie dane jest wzorem

v(t) = Siug := uge™.

Mamy tu grupe przeksztalcen liniowych
StSS:St+5 dlat,SER, So = 1.

Rozwiazanie réwnania niejednorodnego przedstawia sie za pomoca formuly uz-
miennienia parametréw (wzér Duhamel’a)

u(t) = Spuo + /t Si—_sf(s)ds.
0

Jesli f = f(u), to rozwiazania poszukujemy jako punktu stalego odwzorowania:
@ — T'(u) okreslonego na pewnym zbiorze B, gdzie

T(@) = Syuo + /O Sy f(ii(s) ds.

Podejscie oparte o teorie polgrup polega wlasnie na przeniesieniu tych idei z przy-
padku réwnan rézniczkowych zwyczajnych na przypadek ogélnych ewolucyjnych
rownan rézniczkowych czastkowych. Wtedy oczywicie operatorowi mnozenia au
odpowiadaé powinien pewien operator eliptyczny np. operator Laplace’a

Au = Au

wraz z odpowiednim warunkiem brzegowym. Ten ostatni nie jest operatorem
liniowym ograniczonym w interesujacych nas przestrzeniach funkcyjnych np.
w przestrzeni LP(Q2) i to jest sytuacja typowa dla réwnan rézniczkowych czast-
kowych. Aby sie o tym przekonaé¢ rozwazmy réwnanie

Btu = 8zu,
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w przestrzeni L?(R) z niewiadoma funkcja u = u(x,t). Latwo sprawdzié, ze
operator B = 0,u z dziedzina D(B) = {v € L*(R) : 9,v € L*(R)}, w ktorej
przyjmujemy topologie indukowana z L?(R), nie jest ograniczonym operatorem
liniowym.

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem jednorodnego r.r.z. w przestrzeni Bana-
cha X

gdzie B € L(X). Wtedy

Sy =e'P = i tB)" w L(X).

n!

n=0
Bezposrednie szacowanie powyzszego szeregu pozwala udowodnié ponizsze fakty,
ktére pozostawiamy jako zadania dla Czytelnika.
Uwaga. Zamiast okreslenia operator liniowy ciggly bedziemy pisa¢ w skrocie
o.l.c. niezaleznie od odmiany deklinacyjnej i podobnie zamiast operator liniowy
domkniety napiszemy o.l.d.

Fakt 1. Dlat e R S; jest o.l.c.
Fakt 2. S; jest grupa ciagla w normie operatorowej dla t = 0 tzn.

1S = Il px) < t|BlexyePleco — 0 gdy t — 0.
Fakt 3.

- B

Sy —1
t

< |[Bllnxymaxseio qllSs — Il Lix)s
L(X)

a stad otrzymujemy

%St =B wL(X).
Powyzsza réwno$¢ ma kluczowe znaczenie w calej teorii, gdyz wiaze grupe ope-
ratorow w przestrzeni X z pewnym réwnaniem rézniczkowym. Zobaczymy, ze
w przypadku operatoréow liniowych nieograniczonych, a takie nas interesuja w
kontekscie réwnan rézniczkowych czastkowych, ten zwiazek réwniez zachodzi
przy dodatkowych zalozeniach.

2. Operatory liniowe domkniete

Definicja 2.1. Jednoparametrowg rodzine S;, ¢ > 0, o.l.c. nazywamy pdl-
grupq o.l.c. w przestrzeni Banacha X, jesli

SO = [a
St+s = StSS dla t78 > 0.
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Definicja 2.2. Operator liniowy A z dziedzina

S —
D(A) = {u € X : istnieje granica lim+ tut “ },
t—0

okreslony jako

Au = lim Seu —u dla v € D(A),

t—0t
nazywamy generatorem (infinitezymalnym) pélgrupy Sy o.l.c.

Oznaczenie. W celu oznaczenia, ze operator A generuje pétgupe S; zapi-
sujemy A = S;.
Definicja 2.3. Pélgrupe o.l.c. w X nazywamy mocno cigglg w 0 (ew. mocno

ciggla) (ozn. Co-p6lgrupa) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim Siu=u dlaue X.
t—0+

Przyktady i zadania.

Przyklad 2.4. Niech X = LP(R), p € [1,00). Okreslamy dla u € LP(R)
it>0 (t € R) poélgrupe (ew. grupe) translacji

Tyu(x) = u(z + t).

Zadanie 2.5. Wykazaé, ze T; jest Cy polgrupa wtedy i tylko wtedy gdy
funkcja z LP(R) jest LP-ciagla.

Zadanie 2.6. T; nie jest ciagla w 0 w normie operatorowej z przestrzeni
L(L*(R)).

Zadanie 2.7. T; jest Cp-polgrupa w przestrzeni funkcji ograniczonych jed-
nostajnie ciaglych BUC ale nie jest Cy polgrupa w przestrzeni funkcji ciaglych
ograniczonych BC.

Stwierdzenie 2.8. Generatorem pélgrupy translacji w przestrzeni L?(R)
jest operator
Bu = 0,u, D(B)= H'(R),
gdzie O, oznacza pochodng dystrybucyjng bedgcg elementem przestrzeni L?(R)
a HY(R) to przestrzer Sobolewa.

Dowéd. Do dziedziny generatora naleza te funkcje v € L2(R), dla ktérych
istnieje v € L%(R) takie, ze

L) — _
W 5

t +
=00 0.

L2(R)
Aby scharakteryzowaé v rozpatrzmy ciag

o {v(- +11//nn) —v}'
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Jest on w szczegdlnosci stabo zbiezny w L2(R) do v. Z drugiej strony dla dowolnej
funkcji ¢ € C§° otrzymujemy

/vn(x)go(x) dx = /v(m)go(x — 11/72 —¢() dx — — /U(m)gp’(x) dx,

gdy n — oo. Stad v = 9,v. Wystepujaca tu pochodng nalezy rozumie¢ w sensie
dytrybucyjnym (stabym). Udowodniliémy zatem, ze B = 9, oraz, ze D(B) C

H'(R). Dowéd inkluzji w druga strone pozostawiamy Czytelnikowi. (]

Przykad 2.9. Rozwazmy réwnanie przewodnictwa ciepta

Oru = dOgzu w (0,7) x (0, 00),
w(0,t) =u(m,t)=0 dlat>0,
u(z,0) = ug(z) dla z € (0, ).

Rozwiazanie mozna otrzymac¢ metoda Fouriera rozdzielenia zmiennych (por. wy-
kiad pt. ,Réwnania hiperboliczne”). Jesli warunek poczatkowy ug € L?(0, ) to
mozemy go przedstawi¢ w postaci rozwiniecia Fouriera

oo
uo(x) = Z oy, sin kz.
k=1
Witedy rozwiazanie dane jest wzorem

u(z,t) = (Puo)(z) == Zake_ﬂth sin kx,
k=1

gdzie ciag {sinkz}r>1 jest ukladem zupelnym w L?(0,7). W tym przypadku
rozwazamy operator
Au = dOgzu
z dziedzina
D(A) = H*(0,7) N H}(0,)
(por. wyklad pt. ,Réwnanie Poissona”). Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdze-
nie, ze rodzina operatoréw

Py L*(0,7) — L*(0, )
jest Co-pélgrupa o.l.c. w L2(0, 7).

Zadanie 2.10. Uogdlnienie powyzszego przyktadu. Wykazacé, ze jesli mamy
ciag A\, — oo i uklad ortonormalny zupelny {ex}r>1 W przestrzeni Hilberta H

to
o0

Yiu= Z e M ep)er, t>0,
k=1
gdzie (-, -) oznacza iloczyn skalarny w H, a Y3, t > 0, okresla Cy-p6lgrupe o.l.c.
w H.
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Zadanie 2.11. Wykazaé, ze generatorem pélgrupy z poprzedniego zadania
jest

Au= = Me(u,ep)er  dlau € D(A),
k=1

z dziedzina

D(A) = {v €EH: Z |k (u, ex)|? < oo}.
k=1
Okazuje sie, ze generatorami Cy polgrup sa operatory domkniete.

Definicja 2.12. Niech X i Y bedg przestrzeniami Banacha. Operator li-
niowy A: D(A) — Y, D(A) C X, nazywamy domknietym gdy jego wykres jest
podprzestrzenia domknietg w X x Y.

Z definicji wynika, ze operator A: D(A) — Y jest domkniety wtedy i tylko
wtedy gdy dla dowolnego ciagu {u,} C D(A), jesli u, — u oraz Au, — y to
u € D(A)iy=Au.

Zadanie 2.13. Wykazaé, ze Au = du/dzx jest operatorem domknietym
w przestrzeni C([0, 1]).
Wskazéwka: skorzystaé z przedstawienia u(x) = u(0) + foz u'(s) ds.

Definicja 2.14. Niech A: X D D(A) — X bedzie o.l.d. Zbiér
0(A) ={A e C: X[ - A: D(A) — X jest bijekcja na X}
nazywamy zbiorem rezolwenty operatora A, a rodzing operatoréw
RA\:A) =\ —A)"Y Neo(A).

nazywa sie rezolwentq operatora A. Uzupelnienie 0(A) = C\ 0(A4) nazywamy
spektrum (widmem) operatora.

Whniosek 2.15. 7 twierdzenia o wykresie domknietym wynika, ze dla do-
wolnego A € o(A) operator R(\: A) jest o.l.c.

Zadanie 2.16. Udowodni¢ nastepujacy
Lemat. Jesli istnieje m > 0 takie, Ze dla kazdego uw € D(A)
(AL = A)ul| > mul],
to (M — A)~1 istnieje i jest o.l.c.

Zadanie 2.17. Udowodnié, ze jesli A jest o.l.d. w X a B jest o.l.c. to A+ B
jest o.1.d.
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Zadanie 2.18. Przy zalozeniach jak w poprzednim zadaniu wykazaé, ze
superpozycja operatoréw AB jest o.l.c. w X jesli B: X — D(A).

Wskazowka: udowodni¢, ze AB jest domkniety i skorzystaé z twierdzenia
Banacha o wykresie domknietym.

Twierdzenie 2.19 (Analitycznosé rezolwenty). Jesli A jest o.l.d. i Ny €
0(A) to By, C 0(A), gdzie

1
B,\O:{)\e(C:)\—A0|<}

[R(Xo = Al
oraz
R(A:A) =Y (Ao—N"R(X\o: A" dla X € By,
n=0

Szczegdtowy dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [3]. Wynika z niego
w szczegdlnosci, ze zbiér rezolwenty jest otwartym podzbiorem ptaszczyzny.

Stwierdzenie 2.20. Niech A bedzie o.l.d. Jesli funkcje f:(a,b) — D(A)
oraz Af:(a,b) — X sq ciggle (calkowalne w sensie Riemanna) to
b b
A/ f(t)dt:/ Af(t)dt.

Dowdd. Zapisa¢ sumy Riemanna i skorzystaé z tego, ze A jest o.l.d. O

Zadanie 2.21. Udowodnié

—

Lemat. Jesli A jest o.l.d. to D(A) jest przestrzenig Banacha D(A) z normg
llull = llull + |Aull, ue D(A).

Jesli 0 € p(A) to norma ||| - ||| jest réwnowazna ||ul|a = ||Aul|.

3. Podstawowe wlasno$ci Cy-polgrup i ich generatoréw

Okazuje sie, ze cigglosé¢ w zerze pélgrupy o.l.c. w X determinuje juz jej wzrost
wyktadniczy w normie L(X).

Stwierdzenie 3.1 (Oszacowanie wykladnicze). Niech S; bedzie Cy-pdlgrupg
w X. Wtedy istniejq liczby M > 0 i w € R takie, Ze

1Sl L(x) < Met, t>0.

Dowdd. Istnieje 6 > 0 taka, ze sup,e(os) [Stz(x) < oo bo w przeciw-
nym przypadku istniaby ciag ¢, \, 0 taki, ze S;, " oco. Z zalozenia jednak
dla dowolnego z € X mamy S; x — x. Zatem ciag ||.S, z|| jest ograniczony
dla dowolnego x. Z twierdzenia Banacha—Steinhausa istnieje M > 0 takie, ze
1St |L(x)y < M co przeczy przyjetemu zatozeniu.



ZAGADNIENIA EWOLUCYJNE 109

Niech zatem M = sup,¢ (g s [|St]|. Wezmy k € N takie, Ze spelnione sa nie-

réwnosci ké < ¢ < (k + 1)0. Wtedy zachodza nieréwnosci
1SellLxy = [St—ksSksllLix)
< |1Se=rsllLx) IS5 Ly < MM* < MM'? = Me+t,

gdzie w =In M /0. O

Zadanie 3.2. Udowodni¢

Whiosek. Niech Ty bedzie Co-pdlgrupg. Wiedy [0, 00) 3 t — Ty jest funkcjg
cigglq.

Stad niekiedy Cy-pdlgrupy nazywa sie pélgrupami mocno (ew. silnie) cig-

glymi.
Ponizsze twierdzenie zawiera podstawowe wlasnoci pélgrup i ich generatoréw.
Twierdzenie 3.3. Niech T; bedzie Cy pdlgrupg, a A: X D D(A) jej genera-
torem. Wtedy

(a) Diax e X
t+h

lim — Tixds = Tix.
h—0 h J,

(b) Dlax € X, [} Tyxds € D(A)

t
A(/ Tsxd5> =Tix — x.
0

(¢c) Jeslix € D(A) to Tyx € D(A) dlat > 0, oraz

d
%Ttm = ATt.’L' = TtAil'

(d) Dia x € D(A) zachodzi

t t
Tix — Tsx :/ Ty Ax dr :/ AT, xdr.

Dowdd. Punkt (a) wynika wprost z faktu , ze [0,00) > s — Tz jest funkcja
ciagla (patrz Zadanie 3.2). By dowiesé (b) zapisujemy

T, -1 [* 1/t
h / Toxds = f/ (Tsynx — Tsx) ds
hJo h Jo

Teraz wystarczy przejs¢ do granicy z h — 0.
PrzejdZzmy do dowodu punktu (c). Dla z € D(A) i A > 0 mamy

T, — 1 T, — 1 =
hh Ttx—Tt< hh )wﬂTtAx.
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Zatem Tix € D(A) oraz ATix = Ty Az a wiec
d+

%Ttx = AT,z = T} Ax.
Pozostaje pokazaé, ze
d-
ETﬁE = ATt£E

W tym celu zapisujemy

. Tix — Ty _px . The —x
1 —_ T =lm7T;_ | ———A
fo (B -t = gy (B2 -

+ lim (Ty—p Az — T; Ax) = 0.
RN\O

Przy przejsciu granicznym w pierwszym sktadniku w poprzedniej lini korzystamy
z tego, ze polgrupa jest ograniczona na zbiorach ograniczonych a w kolejnym
z ciaglosci pétgrupy (patrz Zadanie 3.2).

Dowdéd punktu (d) pozostawiamy Czytelnikowi. O

Z dowodu punktu (b) wynika wazny wniosek
Whniosek 3.4. Kazda Cy-pdlgrupa ma generator.

Dowdéd. Tak jak w punkcie (b) dowodzi sig, ze zbiér D(A) jest niepusty gdyz
zawiera elementy postaci fot Tsxds dla kazdego r € X it > 0. O

Twierdzenie 3.5. Jeli A jest generatorem Cy-pélgrupy o.l.c. to cl D(A) =
X i A jest o.l.d.

Dowdd. Wezmy dowolny = € X. Z (a) i (b) Twierdzenia 3.3 mamy

1 t
Ty = 7/ T.,xds.
t Jo

Wtedy z; € D(A) oraz 2y — x gdy t \, 0. Zatem cl D(A) = X. By wykazaé
domknietosé operatora wezmy ciag {z,} C D(A) taki, ze z, — x oraz Ax,, — y.
Wtedy z Twierdzenia 3.3(d) mamy

t
Tix, — xn, = / T, Az, ds.
0

Pod catka mozemy przejs¢ do granicy jednostajnie wzgledem n i ostatecznie po
przejéciu do granicy w powyzszej formule dostajemy

t
Ttxfx:/ Tsyds.
0

Dzielac przez t i korzystajac z punktu (a) w Twierdzeniu 3.3 otrzymujemy, ze
x € D(A), Ax = y. O

Ponizszy rezultat odpowiada na naturalne pytanie. Czy generator (o ile ist-
nieje) zadaje pélgrupe w sposéb jednoznaczny?
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Twierdzenie 3.6 (Jednoznacznosé). Jesli A >~ T, i B = Sy i A = B to
Tt:St dlat}O

Dowdéd. Przyjmijmy, ze x € D(A) = D(B) i wprowadZmy funkcje pomocni-
cza :R > s — T;_sSsx. Z punktu (c) Twierdzenia 3.3 wynika, ze jest ona réz-
niczkowalna. Po zrézniczkowaniu, co pozostawiamy Czytelnikowi, dochodzimy do
wniosku, ze ¢ = const. Skoro ¢(0) = ¢(t) wnosimy, ze Tix = Syz dla © € D(A).
Argument gestosci dziedziny D(A) pociaga za soba teze. |

Definicja 3.7. Jesli w = 0 to pdélgrupe o.l.c. nazywamy jednostajnie ogra-
niczong.

Definicja 3.8. Jesli w = 0i M = 1 to polgrupe o.l.c. nazywamy pélgrupg
kontrakcji (tzn. nierozszerzajocq) gdy || Tt nix) < 1.

Uwaga 3.9. Pélgrupy kontrakcji pelnia kluczowa role w réwnaniach réz-
niczkowych czastkowych typu parabolicznego i hiperbolicznego.

Stosunkowo tatwo sprawdzi¢, korzystajac z Definicji 2.2 i Stwierdzenia 3.1.

Whniosek 3.10. Operator A = T, wtedy i tylko wtedy, gdy wl + A = S; =
GWtTt.

wt

iw <0 to S jest polgrupa kontrakeji.
Nastepujace twierdzenie pochodzace od Hille i Yosidy podaje warunki ko-

Widzimy wiec, ze jesli || T;]| < e

nieczne i dostateczne na to, aby operator liniowy by generatorem Cj pdtgrupy
kontrakcji o.l.c.

Twierdzenie 3.11. Operator liniowy nieograniczony A: X D D(A) — X
jest generatorem Co-pdlgrupy kontrakeji Ty, t > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) A jest o.ld. icl(D(A) =X,
(b) Ry C o(A) i dla kazdego X > 0, ||[R(X : A)||L(x) < 1/A.

Szkic dowodu. (=) Domknieto$¢ operatora A wynika z Twierdzenia 3.5.
Sprawdza sie, ze rezolwenta operatora A jest przeksztalceniem Laplace’a pol-
grupy tzn.

R(A:A) = / e MTyx dt.
0

okreslonym dla {\ : re A > 0}. Stad juz tatwo wynika warunek (b) oraz oszaco-
wanie rezolwenty.

(<) Dowdd warunku wystarczajacego opiera si¢ o tzw. aproksymacje Yosidy
polegajaca na utworzeniu ciagu operatoréw ograniczonych i konstrukcji poszu-
kiwanej potgrupy jako granicy pétgrup generowanych przez te operatory ograni-
czone. Okredlamy zatem operator ograniczony (patrz Zadanie 2.18)

—1
Ay = XAR(N: A) = A(I - i\A) .
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Dowodzi sie, ze limy_ o, Axxz = Az dla z € X oraz, ze pdlgrupy generowane
przez A) zbiegaja niemal jednostajnie do pewnej Cy-pdlgrupy, ktérej generato-
rem okazuje sie by¢ A. O

Pelny dowdd tego twierdzenia mozna znalezé¢ w wielu ksiazkach, wspomnijmy
tu tylko dwie pozycje dostepne w jezyku polskim [10], [5]. Z przedstawienia
rezolwenty operatora A jako transformacji Laplace’a pélgrupy wynika

Whiosek 3.15. Jesli A > Ty, t > 0 to o(A) D {\ : reX > 0} i dla tych A

mamy
1
R(A: A < —.
1RO Az < —
Podobne argumenty do tych z Uwagi 3.10. prowadza do nastepujacego spo-

strzezenia

Wniosek 3.16. Jesli A = Ty i ||T¢|x) < e, w > 0 to rozpatrujemy
wtedy pétgrupe e“tT; = S;. Wtedy S; jest kontrakcjg i otrzymujemy analogiczne
sformutowanie powyzszego twierdzenia z nastepujgcym oszacowaniem rezolwenty

1
IR Allzeo) < o5

Nastepujace twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na to, aby
operator liniowy generowal pdlgrupe T; speniajaca ogdlne oszacowanie || T3] <
Me“t,

Twierdzenie 3.17 (Feller, Miyadera, Philips). Operator liniowy A: X D
D(A) — X jest generatorem pdlgupy o.l.c. spelniajgcej oszacowanie

ITy|| < Me*t  dlaw€R

wtedy 1 tylko wtedy gdy
(a) A jest o.l.d. iclD(A) =X,
(b) o(A)DR,={2€C:rez>w}

oraz dlam =1,2,... zachodzi oszacowanie
M
RN A)"| < ——— dla A€ R,,.
IRO: A7) < Gyt din

Zwroémy uwage, ze dla M < 1 powyzsze twierdzenie sprowadza sie do
przypadku kontrakcji z uwzglednieniem zaburzenia operatora A operatorem wl
(por. Wniosek 3.16). Iteracja rezolwenty w oszacowaniu rezolwenty wiaze sie
z trikiem polegajacym na przenormowaniu tak, aby w nowej réwnowaznej nor-
mie pélgrupa bya kontrakcja i mozna bylo zastosowaé Twierdzenie Hille—Yosidy.

Uwaga 3.18. Powyzsze twierdzenie mozna odnies¢ do stynnego problemu
Cauchy’ego poszukiwania cigglej funkcji ¢ o wartosciach zespolonych spelniaja-
cej réwnanie funkcyjne

o(t+s) = p(t)p(s), dlakazdego t,s € R.
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Wiadomo, ze jedynymi rozwiazaniami sa funkcje postaci p(s) = e, a € C. Po-
dobnie mozna postawi¢ problem poszukiwania rozwigzan tego réwnania funkcyj-
nego (dla t, s > 0) posérdd ciaglych funkeji o wartosciach w przestrzeni ograniczo-
nych operatoréw liniowych dziatajacych w pewnej przestrzeni Banacha. Twier-
dzenie 3.17 w potaczeniu z Twierdzeniem 3.28 daja rozwiazanie tego problemu.

Warunki wystarczajace a szczegdlnie oszacowanie rezolwenty w twierdzeniu
Hille-Yosidy bywaja trudne do sprawdzenia. Inne, niekiedy latwiejsze do spraw-
dzenia warunki daje twierdzenie Lumera—Philipsa, ktore operuje pojeciem dysy-
patywnosci operatora.

Jesli X jest przestrzenia Banacha to przez X* oznaczamy przestrzen do niej
dualna. Dziatanie funkcjonalu z* € X* na elemencie x € X oznaczamy przez
(x, z*).

Definicja 3.19. Dla 2 € X okreSlamy zbidr dualny F(x) C X* nastepujaco
Fla)={z" € X" : (z,2") = ||z]|* = [l«"|*}.

Jesli X jest przestrzenia Hilberta to F(z) = {z}. W ogdlnosci x — F(z)
jest odwzorowaniem wielowartosciowym. Aby sie o tym przekonaé, rozpatrzmy
przestrzen X = L1(0,1). Wtedy dla v € L'(0,1) mamy

F(u) :==sgnu
= {U € LOO(Ov 1) U= ”uHL1 (X{u>0} — X{u<0} + fX{u:O}); ||f||L°°(0,1) < 1}
Definicja 3.20. Operator liniowy A jest dysypatywny jesli dla kazdego = €
D(A) istnieje z* € X* taki, ze re (Az,z*) < 0.
Definicja 3.21. Operator liniowy A jest m-dysypatywny jesli jest dysypa-
tywny i istnieje liczba Ag > 0 taka, ze Im (Aol — A4) = X.

Ponizsze twierdzenie podaje inny niz w twierdzeniu Hille—Yosidy warunek
wystarczajacy na to aby operator liniowy generowal poélgrupe kontrake;ji.

Twierdzenie 3.22 (Lumer, Philips). Jesli A jest operatorem liniowym w X
oraz
(a) clD(A) =X,
(b) A jest m-dysypatywny,
to A jest generatorem Cy pétgrupy kontrakeji o.l.c. w X .

Dowéd tego twierdzenia znalezé mozna np. w [9] gdzie podany jest takze
warunek konieczny na to aby operator liniowy byl generatorem polgrupy o.l.c.

Ponizsze przyktady dotycza zagadnien ewolucyjnych w ktérych, dla prostoty,
poszukujemy funkeji dwéch zmiennych (¢, x). Przedstawienie ogdlniejszej sytuacji
wiaze si¢ z pokonaniem szeregu technicznych probleméw np. dotyczacych regu-
larnosci brzegu obszaru i wykracza poza ramy tego wykladu. Wybrane przyktady
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ilustruja najwazniejsze kroki, ktére trzeba wykonaé przy zastosowaniu przedsta-
wianej teorii do konkretnych réwnan rézniczkowych czastkowych.

Przyktady.

Przyktad 3.23. Rozwazmy zagadnienie poczatkowo-brzegowe dla nastepu-
jacego réwnania parabolicznego

Opu = Oy(adzu) + b0, + cu w (0,1) x (0, 00),

(3.1) u(0,t) =u(l,t) =0,

u(z,0) = up(x) dla z € (0,1).
Zaktadamy, ze a € C'([0,1]), b,c € C([0,1]), a(x) > a > 0 dla x € (0,1)
oraz b # 0. Przez || - ||oo 0znaczamy norme w przestrzeni L°°(0,1). Przyjmijmy

X = L%*(0,1) i okreslmy operator
D(A) = H2(0,1) 0 HL(0,1),
Au = 9,(adyu) + bOyu + cu  dlau € D(A).

Sprawdzimy, ze operator A + Al jest m-dysypatywny dla pewnego A < 0. Za-
uwazmy w tym celu, ze C5° C D(A). Wezmy u € D(A) i catkujac przez czesci
oraz korzystajac z nieréwnosci Younga z ,&” dostajemy

/ 0 (ad, uudx—|—/ buO. uda:+/ c|u|2d33—|—/\/ clul? dz
—a/ 1Oyul? da + |[b|2. / 1Ouf? do + / luf? do
+Hc||oo/ \u|2dx+)\/ u|? da.

Kladac e = a/||b||%, i dobierajac A spetniajace A < —||c|loo—||b]|%, /@ otrzymujemy
(Au+ Au,u) < 0.
Trzeba teraz pokazaé, ze dla pewnego Ag > 0
Im{(\o — A\ — A} = X = L*(0,1),
albo inaczej, ze dla dowolnego f € L?(0,1) istnieje u € D(A) taki, ze
(3.2) —0y(adzu) — bOzu — cu+ (Ao — Nu = f,
(3.3) u(1) = u(0) = 0.

Dobierajac Ag dostatecznie duze dowodzi si¢ stosujac Twierdzenie Laxa—Milgra-

a (patrz [5], por. takze wyklad pt. ,Réwnanie Poisssona”), ze istnieje do-
kladnie jedno stabe rozwiazanie u € HE(0,1). Dalej stosujac teorie regular-
noéci rozwiazan zagadnien eliptycznych (patrz [5]) dowodzi sie, ze rozwiaza-
nie (3.2)—(3.3) u € H?(0,1). Ostatecznie, stosujac twierdzenie Lumera—Philipsa
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i Wniosek 3.10, stwierdzamy, ze jesli ug € H?(0,1) N H}(0,1), to istnieje jed-
noznacznie wyznaczone rozwiazanie zagadnienia brzegowo-poczatkowego (3.1)
u € C1[0,00) : L?(0,1)). Zwréémy uwage, ze w przypadku gdy a, b, ¢ sa stalymi
wspotezynnikami, znajomosé podstaw teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pozwala znalezé rozwigzanie jawne powyzszego zagadnienia brzegowego.
Powyzsze rozwazania mozna przeniesé¢ bez istotnych réznic na przypadek
wielowymiarowy przyjmujac zamiast odcinka (0,1) obszar  C R? z brzegiem
klasy C?. Wtedy rozpatrujemy operator eliptyczny w postaci dywergencyjnej

d
A=— Z Oy, (k1 (2) O, u) — Zbkawku — cu,
k=1

k,l=1

)

z warunkiem brzegowym np. typu Dirichleta. Rozwiazalnos¢ odpowiedniego za-
gadnienia ewolucyjnego zapewnia tzw. warunek silnej eliptycznoci: dla kazdego
x € Qi kazdego &, & € R istnieje Cy takie, ze

d
Z ar1(2)&r& > Col€|?.

k=1

Aby skorzystaé z teorii regularnosci wystarczy przyjaé, ze ax,; € Lip(clQ)), by €
C(cl)) (por. [6]).

Dodajmy, ze rezultaty o generowaniu polgrup przez operatory eliptyczne zo-
staly udowodnione dla réznych warunkéw brzegowych i dla rozmaitych prze-
strzeni funkcyjnych takich jak na przyktad przestrzenie LP(2), p € [1,00) czy
Ck+a(Q) (por. [1], [8], [9]).

Przyklad 3.24. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe czastkowe
O + Ozv =0,

z warunkiem brzegowym v(0) = 0. Z réwnaniem zwiazany jest operator liniowy
Av = —0,v z warunkiem brzegowym v(0) = 0 okreslony dla

v € D(A) ={v € X : v jest absolutnie ciagta na (0,1) oraz v(0) =0, d,v € X}.

Przyjmijmy X = LP(0,1), 1 < p < oo, tatwo wtedy sprawdzi¢ poslugujac sie
nieréwnocia Holdera, ze dla dowolnego v, v € LP(0,1), zbiér dualny F(v) jest
jednoelementowy i ze wyznacza go funkcja v* = ||11||2L;IZO 1 |v[P=2 € L4(0,1) gdzie

1/p+ 1/q = 1. Rachujac sprawdzamy, ze
1

(Av,v*) = ————
p”'UHZ[),P2(071)

(D <0,

a wiec A jest dysypatywny. Rozpatrzmy teraz réwnanie rezolwenty (Al — A)v =
w, A > 0 czyli
0,v ==X v+w, v(0)=0,
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ktorego rozwiazanie ma jawna postaé
€T
v(z) = / e @ w(r)dr, € [0,1].
0

Widaé, ze dla dowolnego w € LP(0, 1) tak wyrazona funkcja nalezy do dziedziny
D(A).

Przyktad 3.25. Niech b e Ry, b#0

Oru = b0yu  dlax € Ry,
w(z,0) =up(x) dlazeR,.

Wtedy okreslamy

D(A) = H'(Ry),
A =bo,u.

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze A jest m-dysypatywny i A jest ge-
neratorem grupy translacji. Wtedy rozwiazanie réwnania przedstawia sie naste-
pujaco

(3.4) Tiug = ug(z + bt), wug € D(A).

Zwrbémy uwage, ze w powyzszych przykladach informacja o warunku brzego-
wym w zagadnieniu poczatkowo-brzegowym zostaje zawarta w definicji dziedziny
operatora. Jest to sytuacja typowa w réwnaniach rézniczkowych czastkowych.

Uwaga 3.26. Przyjmijmy, ze a, b, ¢ w réwnaniu z Przykladu 3.23 sa sta-
tymi wspélezynnikami. Przyjmijmy dalej, ze u(z,t) opisuje zageszczenie popu-
lacji pewnych organizmdéw np. bakterii. Wtedy pierwszy skladnik opisuje lo-
sowa migracje (dyfuzje) organizméw ze wspdlczynnikiem dyfuzji a. Drugi czlon
opisuje przemieszczanie sie organizméw w okreslonym kierunku z predkoscia b.
Moze ono by¢ wymuszone na przyktad przeptywem cieczy, w ktorej sie znajduja.
Ostatni czton za$ opisuje wzrost liczebnoéci populacji uwzgledniajacy rozmna-
zanie i $miertelnoé ze wspotczynnikiem wzrostu populacji c.

Uwaga 3.27. Niejawny schemat réznicowy zastosowany do zagadnienia po-
czatkowego

du

i Au
z jednej strony pokazuje jedna z mozliwych aproksymacji polgrupy a z drugiej
uzasadnia czesto stosowany zapis T; = e1* dla pélgrupy generowanej przez ope-
rator A. Mamy mianowicie

(3.5) ;o w(0) ==,
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un(t) = (z - t“*)"m.

n

Wtedy

Okazuje sig, ze dobrze znang z analizy formule graniczna na funkcje wykltad-
niczg mozna przeniesé¢ na operatory liniowe domkniete.

Twierdzenie 3.28. Dla dowolnego x € X

t —n n
Tix = lim (I— A) r = lim (nR<n : A)) z = ety
n— 00 n n—oo \ t t

niemal jednostajnie wzgledem t.

Dlatego czesto stosuje sie notacje A > et
sie formula wykladnicza, ktéra definiuje zarazem funkcje wykladnicza operatora
generujacego poétgrupe o.l.c.

, & powyzsze rOwnanie nazywa

Uwaga 3.29. Warto podkreslié, ze dla z spoza dziedziny D(A) zagadnienie
poczatkowe nie ma rozwiazania chyba ze uogdlnimy pojecie rozwiazania nazy-

Aty okreslona dla dowolnego

wajac rozwigzaniem uogélnionym formute u = e
x € X. Wtedy jednak w ogdlnosci rozwiazanie uogdlnione nie spelnia samego

rownania rézniczkowego.

W tym miejscu teoria rozwidla si¢ na dwa przypadki. Pierwszy dotyczy sytu-
acji, w ktérej pélgrupa operatoréw daje sie rozszerzy¢ dla ¢t < 0 tworzac grupe.
Jest to przypadek typowy dla r.r.cz typu hiperbolicznego oraz na przypadek,
gdy zagadnienie Cauchy ma rozwigzanie takze dla danej poczatkowej uy € X
spoza dziedziny operatora i wtedy dla dowolnego ¢ > 0 mamy Tiug € D(A). Jest
to tak zwany efekt regularyzacji danych poczatkowych typowy dla r.r.cz. typu
parabolicznego.

4. Generatory grup o.l.c.

Definicja 4.1. Grupg o.l.c. w X nazywamy rodzing operatorow spelniajaca
warunki
(a) TO = I,
(b) Tt+s = TtT€7 t,S € R?
(¢) limy_ Tz = = dla kazdego = € X.

Definicja 4.2. Operator A: X D D(A) — X jest generatorem grupy opera-
torow jesli istnieje granica
. Tz —x
lim —.
t—0 t
Uwaga 4.3. Z samej definicji wynika, ze je$li T}, t € R jest grupa o.l.c. to
Ty, t > 0 jest polgrupg ol.c. i A =Ty, t > 0. Wtedy Sy = T4, t > 0, jest takze
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Co-pélgrupa z generatorem —A. Oznaczmy
A-Tr, —A=T.

Ponizsze twierdzenie méwi, ze réwniez odwrotnie, jesli A = T,7, —A = T}
to A= T} gdzie Ty = T;F gdy t > 0 oraz Ty = T~ gdy t < 0.

Twierdzenie 4.4. Operator liniowy A: X D D(A) — X jest generatorem
grupy o.l.c. spelniajgcej oszacowanie ||Ty|| < Me*!*l dla w € R wtedy i tylko
wtedy gdy

(a) A jest o.l.d. iclD(A) =X,

(b) o(A) DR, ={z€C:rez| > w}

oraz dlan =1,2,... zachodz

M

[R(A:A)"] < Trer —o)m

dla A € R,,.

Sformutowanie Twierdzenia 4.4 nalezy poréwnaé¢ z Twierdzeniem 3.17 moé-
wigcym o generowaniu pélgrupy. Widzimy, ze w przypadku generatora grupy
rezolwenta zawiera¢ musi dwie roztaczne poélplaszczyzny.

Przyktad 4.5. Dla operatora Au = bd,u generujacego grupe translacji,
dzialajacego w przestrzeni X = L?(R) z dziedzina D(A) = H'(R) mamy osza-
cowanie

u
[ = Au) ™Y 2y < ”L;ﬁ“ dla u € L3(R), re A # 0,
re
co pozostawiamy Czytelnikowi do sprawdzenia. W tym przypadku M =1iw = 0.

Przykltad 4.6. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe dla uktadu réwnan réz-
niczkowych czastkowych pierwszego rzedu

d
Syu = Zaj(x)azju +b(z)u, = €R teR,
j=1

u(z,0) = up(x), r € RY

gdzie u = (u1, ... ,u,)T. Zakladamy, ze macierze a;(z), dla kazdego z € R? sg
hermitowskie (ew. symetryczne) rzedu n oraz, ze wspdlczynniki macierzy a; i b
sg dostatecznie regularne. Mozna udowodnié, przez bezposrednie sprawdzenie,
ze jedli przyja¢ X = L?(RY)™ to operator A zdefiniowany przez prawa strone
ukladu réwnai z dziedzina D(A) = H'(R?) spetnia warunek: istnieje 3 taka, ze
jesli |re A| jest dostatecznie duze to zachodzi oszacowanie

A — Aul|x > (fre A = B)||ul x,

dla kazdego u € X. Szczegbly znalezé mozna w [12].
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Przyktad 4.7. Réwnanie falowe (por. Przyklad 1.2)

Onu = Au, zeR teR,
u(l‘, O) = UO(x)a T € Rda
du(x,0) =uy(x), = €RY
Réwnaniu falowemu odpowiada grupa T3, t € R dzialajaca w przestrzeni Hilberta
H = H'(RY) x L*(R?), spelniajaca oszacowanie

T3l oy < €l

a wiec mamy tu M = 1 oraz w = 1. Operator L spelnia wtedy nastepujace
oszacowanie rezolwenty

1

AM—-L S —
10T = Dl < o=

dla [re A| > 1,

ktére otrzymuje sie stosujac transformate Fouriera. Szczegdly mozna znalezé np.
w [10].

Na koniec wspomnijmy, ze operator Schrodingera
A=iAu gdzie D(A) = H*(RY), (> = —1)

wystepujacy w mechanice kwantowe]j generuje grupe operatoréw unitarnych (tzn.
|StllLcxy = 1 dlat € R) w L*(R?) co jest wnioskiem z Twierdzenia Stone’a
(por. [10]).

5. Pélgrupy analityczne i réwnania paraboliczne

Okazuje sie, ze wspomniana wlasno$¢ regularyzacji zwiazana jest z mozliwo-
cia rozszerzenia analitycznego Cy polgrupy na pewien sektor w C zawierajacy
pélprosta (0, 00).

Definicja 5.1. Niech A = {z € C: 1 < argz < @2, p1 < 0 < @a}.
Rodzing T, z € A, T, € L(X) nazywamy pélgrupg analityczng w A, jesli

(a) z — T, jest funkcja analityczna w A,
(b) To=Toraz Ty, 1., = T, 1., dla 21,20 € A,
(¢) im,_o, ,eanT,x =2z dlaz e X.

Zalozenie. Przyjmujemy, ze A > T} oraz, ze

(a) 0 € o(4),
(b) istnieje const > 0 taka, ze || 13|z (x) < const.

Uwaga 5.2. Spelnienie warunku (a) mozemy zagwarantowaé rozpatrujac
operator A + ol dobierajac odpowiednie o (por. Stwierdzenie 3.10).
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Definicja 5.3. Operator liniowy domkniety A taki, ze clD(A) = X, na-
zywamy (-)wycinkowym jedli istnieja liczby M > 0 oraz 0 < § < m/2 takie,
ze

(a) o(A) D X5 ={\:]arg\| < 7/2+4 6} U {0},
(b) IR(A: A)llxy < M/|A] dla X € 5, X # 0.

Uwaga 5.4. Jesli A jest (-)wycinkowy to —A zwany jest operatorem wy-
cinkowym (ang. sectorial). To nazewnictwo jest konsekwencja dwdch konwencji
istniejacych w literaturze. Zgodnie z jedna z nich réwnanie rézniczkowe zapisuje

sie w postaci

du
— 4+ Au=0
dt+u ’

i wtedy A nazywamy wycinkowym a —A jest generatorem pélgrupy. Zgodnie
z druga

du
4
ar

i wtedy konsekwentnie A nazwali$my (-)wycinkowym.

Ponizsze twierdzenie jest kluczowe w teorii potgrup analitycznych. Wiaze ono
pojecie operatora wycinkowego (¢) z analitycznoscia pétgrupy (a) oraz, co wazne
z punktu widzenia réwnan rézniczkowych czastkowych, z wlasnoécia regularyza-
cji (wygladzania) polgrupy (d)).

Twierdzenie 5.5. Niech T; bedzie polgrupg jednostajnie ograniczong i A »
T; oraz 0 € o(A). Nastepujgce warunki sg réwnowazne

(a) Ty mozna rozszerzyé do pdlgrupy analitycznej T, w sektorze
As ={z:|argz| < 4}

1 T, jest jednostajnie ograniczona w kazdym domknietym sektorze Ay,
gdzie &' < 6,
(b) istnieje stala C taka, ze dla o > 0, T # 0 mamy

C
|R(c +it: A < m,

(c) operator A jest (-)wycinkowy,
(d) Ty jest rézniczkowalna w L(X) dla t > 0 oraz istnieje stala Cs taka, Ze

|AT,|| < %‘5 dla t > 0.
czyli, dla x € X, Tyxw € D(A) dlat > 0.

Dowdéd tego twierdzenia jest dlugi i dos¢ skomplikowany, mozna go znalezé
w [10]. Nieco odmienne wersje tego twierdzenia z dowodami zawarte sa takze
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w [1], [3], [4], [6]-[10], [12]. Kluczowa role w dowodzie pelni tzw. rachunek funk-
cjonalny Dunforda, w ramach ktérego operuje sie nastepujacym przedstawieniem

polgrupy
1
e At = — / eAN 4+ A)7LdN, ¢t >0,
27 J,

gdzie 7 jest odpowiednio dobrana krzywa zawarta w zbiorze o(—A). Twierdzenie
zilustrujemy cze$ciowo nastepujacym przykladem.

Przykltad 5.6. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe dla réwnania przewod-
nictwa ciepta

Oru(t,x) = ugy dlat >0, x € R,
w(0,2) =up(x) dlazeR.

Stosujac transformate Fouriera otrzymuje si¢ dobrze znany wzér na rozwiazanie

1 [ e
u@@:nw@w;ﬂﬂ/ el 4ty (y) dy.

Niech X = C,4(R) oznacza przestrzen funkcji cigglych majacych skonczone
granice w 00 z norma supremum. Okreslmy operator Ay: D(A,) = Cg2 (R) — X
jako Agu = uy,. Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 5.7. Spektrum operatora A, jest zawarte w (—oo,0]. Jesli A =
|Ne® dla 0] < T, to

1
R(MA < v 70
RN, Ag)ll (e, (®)) N cos(0/2)
i Ay jest generatorem potgrupy analitycznej.
Dowéd. Niech A = |Me? dla |§] < m. Skoro réwnanie Au — u” = 0 ma

jedynie zerowe rozwigzanie w Cy, to operator A\I — A, jest injekcja. By pokazac,
ze jest takze surjekcja potézmy A = u?
f € L*(R) N C,4(R) i zastosujmy transformate Fouriera do réwnania rezolwenty

, rep > 0. Przyjmijmy najpierw, ze

(5.1) Au—u" = f.

W konsekwencji po zastosowaniu odwrotnej transformaty Fouriera dostaniemy

dlax € R . -
=5 [ ) ds = f o)

gdzie hy,(x) = (1/2u)e~#*. Sprawdzimy, ze powyzszy wzér przedstawia rozwia-
zanie dla f € C,(R). W tym celu rozbijamy powyzsza catke na dwa skltadniki
[*+ [ iréimiczkujac dwukrotnie otrzymujemy (5.1). Zapisujac teraz

(@) = = / T e e — ) ds,

S 2u )
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wykazujemy, ze istnieja granice lim,_, 4+ u. Sprawdzimy teraz oszacownie rezol-
wenty. Z nieréwnoéci Younga dla splotu otrzymujemy

xSl

= = . O
e~ [N cos(6/2)

lullx = [[ROA = Ag) fllx < llpllprmllfllx

Whniosek 5.8. Jesli dla pewnego a € R
ITellLx) < Moe™  dlat >0,

to dla a' < a istnieje My > 1 takie, ze
M,
|AT || Lx) < Tlea todlat>0

1 0gdlnie, dla poteg naturalnych operatora zachodzi

M, .
A" Ty || nox) < t—ne“ b dlat>0.

Dowdd. Dowdd pierwszej czesei jest rachunkowy i opiera sie o wlasnos$é (d)
w Twierdzeniu 5.5 (por. [3]). Wykorzystujac wlasnosé pdlgrupy otrzymujemy

ATt Lx) = I(AT/n)" | ex)
< AT ll7x) < (Mt~ temat/mym = Mtme= . O

W dalszej czesci tego rozdzialu przyjmujemy, ze operator A jest wycinkowy
a wiec —A spenia warunki Definicji 5.3. Przy badaniu zagadnien semiliniowych
z operatorami wycinkowymi dazy sie do tego by wykazac¢ istnienie rozwiazania
tak aby z jednej strony obja¢ jak najszersza klase nieliniowych funkcji w samym
rownaniu a z drugiej aby zminimalizowa¢ wymagania co do regularnosci danych
poczatkowych. Aby to zrealizowaé¢ wprowadza sie rodzine przestrzeni Banacha
posrednich pomiedzy D(A) i X. Okazuje sig, ze taka rodzing stosunkowo tatwo
otrzyma¢é biorgc dziedziny dodatnich poteg operatora wycinkowego A%, o €
(0,1). Przypomnijmy, ze operator —A generuje pétgrupe e~ 4* oraz, skoro 0 €
o(—A), istnieja liczby v > 0 1 M takie, ze

(5.2) le= At < Me™ .
Przypomnijmy teraz wlasnosci funkcji Gamma Eulera
o0
I'(z) :/ t*"te7tdt, 2€C, rez >0
0

oraz

T(2)I(1 - z) =

- , O<rez <1.
sin wz

Dla a > 0 z samej definicji po zamianie zmiennych otrzymujemy

1 o]
—a _ ta—l —at dt.
Y / ‘
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Okazuje sie, ze ta formuta pozwala wprowadzi¢ definicje potegi operatora linio-
wego spelniajacego oszacowanie (5.2).

Definicja 5.9. Dla a > 0 definiujemy potege operatora wycinkowego A.

1 e A
AT = —/ t*te A gt
I'(a) Jo

Korzystajac z (5.2) widzimy, ze A~* € L(X). Korzystajac z wlasnosci funkcji

I' dla « € (0,1) mamy

sin T

AT =

/ tm(t + A)"ldt.
0

am
Nastepujace wlasnoéci wynikaja doéé tatwo z definicji

(W1) Dla o, 3 > 0 zachodzi A=(@+8) = A=*A=F A0 =],

(W2) Dla a € [0,1], ||[A~%|| < const.

(W3) Dla kazdego = € X, lim,—,0 A~ %z = .

(W4) Operator A~ jest réznowartoSciowy.

Dowéd (W4). Skoro o(A) 3 0, to A™1 jest réznowartosciowy, a wige takze

A" dla kazdego n € N. Niech A=%x = 0. Wezmy n > «. Wtedy mozemy zapisaé
A™"x = AT A% = 0. Zatem x = 0, co konczy dowdd. O

Zdefiniujemy teraz dodatnig potege operatora.

Definicja 5.10. Dla a > 0 okreélamy A® := (A7%)~! a dla a = 0 kla-
dziemy A% = I.
Whniosek 5.11. Dia o € R, A® jest operatorem domknietym (dla o < 0
ograniczonym) z dziedzing D(A%) = Im (A~%).
Twierdzenie 5.12.
(a) Dla o > 3> 0 mamy D(A®) C D(AP).
(b) Dia o >0, c1 D(A%) = X.
(c) Jesli a, 8 € R, to dla x € D(AY), gdzie v = max(«, B, + (), zachodzi

APy = A% APy,

Dowdd (a) i (b). Jedli przedstawimy A= = A=PA=(@=8) to oczywiicie
Im A= C Tm A=7 a stad (a). Mozna udowodnié, ze cl D(A") = X dlan € N.
WeZmy zatem « < n i korzystajac z punktu (a) dostajemy (b). a

Przypadek gdy a € (0,1] ma szczegllne znaczenie dla zastosowan w teorii
réwnan rézniczkowych czastkowych.

Wniosek 5.13. Dia o € (0,1] mamy D(A) C D(A*) C X.
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Nastepujace twierdzenie ma kluczowe znaczenie w zastosowaniach teorii pét-
grup analitycznych do badania r.r.cz. typu parabolicznego. Punkt (a) méwi,
ze startujac z dowolnego warunku poczatkowego w X rozwigzanie natychmiast
wpada do dziedziny operatora A* a punkt (c) daje bardzo wazne oszacownie p61-
grupy wykorzystywane przy badaniu zagadnieni semiliniowych (patrz Czesé 7).

Twierdzenie 5.14. Jesli — A jest generatorem polgrupy analitycznej Ty oraz
0 € o(A) to

(a) dlaa>0, T: X — D(A%), t >0,
(b) dla x € D(A%), T}A% = A°Tyx,
(c) istniejg state § > 0 i M, takie, zZe dlat > 0,
ATy € L(X), ||ATy|n(x) < Mat™%e™,
(d) jesli a € (0,1] i @ € D(A%) to | Tz — z|| < Cot®||A%z]].

Dowdd. Dowdd punktu (a) opiera sie o Wniosek 5.8. Dla dowodu czesei (b)
wystarczy przedstawi¢ @ € D(A®) jako x = A~y dla pewnego y € X, i skorzy-
staé¢ bezposrednio z Definicji 5.9. By dowies¢ punkt (¢) zauwazmy, ze skoro A*
jest 0.1.d. to takze A*T; jest 0.1.d. Z czedci (a) wynika, ze A*Ty jest okreslony dla
calej przestrzeni, a wiec na mocy twierdzenia o domknietym wykresie jest o.l.c.
Niech n — 1 < a < n. Korzystajac z Wniosku 5.8. dostajemy

AT || x) = A" A" T 1 ox)
1

< m /0 Sn_a_1||AnTt+sHL(X) ds

M, e 1 S(tts
< _n n—a—ly —n ,—0(t+s) d
T —a) /0 s (t+s) e S
M,e=% [ M,
< n n—a—1 1 N dy = a5t
I'(n — a)te /0 Y (1+v)™"dv o ©

co dowodzi punkt (c). Punkt (d) wynika z nastepujacego oszacowania. Wezmy
x € D(A%), wtedy oznaczajac kazdorazowo stala zalezna od « przez C, mamy

t
’ / AT,z ds
0

t
<ca/ 1| A% ds = Cot®|| A%,
0

|Tix — zl|L(x) =

t
| [ e
0

co koniczy dowdd. (Il

Definicja 5.15. Dla operatora wycinkowego A, 0 € o(A), definiujemy ro-
dzine przestrzeni Banacha

X% = D(A%) =Im (A7), julla = [lullxe = [| A%l x
oraz X" = X, X! = D(A).
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Twierdzenie 5.16. Jesli operator R(\ : A) jest zwarty, to wloZenie
DA cX*cXPc...cX'=X, 1>2a>3>0

jest geste, ciggle i zwarte.

Jest wiele rezultatow dotyczacych charakteryzacji przestrzeni X< oraz ich
zanurzen w inne znane przestrzenie np. przestrzenie Sobolewa oraz przestrzenie
typu C¥+. Ponizsze przyklady obejmujg podstawowe fakty.

Przyklad 5.17. A = [ — A, D(A) = H*R?). Wtedy X = H?*(R9)
(por. [2]).

Przyklad 5.18. Niech A bedzie operatorem wycinkowym w L4(2), gdzie
Q C R?, odpowiadajacym eliptycznemu regularnemu zagadnieniu brzegowemu
takiemu, ze D(A) C W™P(Q). Wtedy

d d
XY cwhkiQ) gdy k— - <ma——, ¢>p,
q D

X* cCr(Q) gdy0<u<ma—g.
Przyktad 5.19. Niech w € H, gdzie H jest osrodkowa przestrzenia Hilberta
a A operatorem danym przez rozklad spektralny (por. Zadanie 2.10). Przyklad
ten obejmuje np. operator Laplace’a z jednorodnym warunkiem typu Dirichleta
na brzegu regularnego obszaru ograniczonego w R? (patrz wyklad pt. ,Réwnanie
Poissona”) a ogdlniej dotyczy on operatoréw samosprzezonych

Aw = Z An{en, w)ey,.
n=1
Wtedy

A%w = ZA%(en,wﬁu, D(A%) = {w €H: Z)\%O‘|<en,w>|2 < oo}.
n=1

n=1

6. R6éwnania niejednorodne

W tej czesci zajmiemy sie zagadnieniem poczatkowym dla abstrakcyjnego
roéwnania jednorodnego postaci

d
(6.1) di: tAu = f(t), wX, t>0,

(6.2) u(0) = uo,

gdzie operator liniowy A jest generatorem Cy-polgrupy. Biorac pod uwage roz-
wazania z Czedci 1 nie jest zaskakujace, ze pojecie rozwiazania (6.1)—(6.2) wpro-
wadza sie w oparciu o formule Duhamela. Zobaczymy, ze w odréznieniu od r.r.z.
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cigglos$¢ funkcji f nie wystarcza do tego aby przej$¢ od formuly Duhamela do
rozwiagzania dostatecznie regularnego tak aby spenialo réwnanie (6.1). Dlatego,
oprécz rozwiazania calkowego speniajacego formule Duhamela wprowadza sie
pojecia rozwiazania klasycznego i silnego.

Definicja 6.1. Niech —A bedzie generatorem Cy-pélgrupy o.l.c. Przyjmijmy
r€XifelLY0,T: X). Funkcje u € C([0,T] : X) nazywamy rozwigzaniem
catkowym (6.1)—(6.2) (ang. mild solution), jesli spelnia réwnanie catkowe

u(t) = Tyx + /t Ti—sf(s)ds dlate]0,T).
0

Uwaga 6.2. Przestrzen Banacha L'(0,T : X) zawiera funkcje okreglone na
odcinku [0,T] o wartoSciach w przestrzeni Banacha X i catkowalne w sensie
Bochnera. Kompendium wiedzy o catce Bochnera znalezé mozna na przyktad
w [3] i [5]. Najogélniej méwiac jest to przeniesienie koncepcji catki Lebesgue’a
na przypadek funkcji o wartosciach w przestrzeni Banacha.

Ponizsze stwierdzenie mozna wykazac¢ z tatwoscia postugujac sie powyzsza
definicja i Stwierdzeniem 3.1.

Stwierdzenie 6.3. Jesli (ug, f) i (vo,g) nalezgce do X x L*(0,T : X) sta-
nowiqg pare danych w (6.1)—(6.2), to istnieje stala Kr zalezna od T taka, ze

lu —vlleqom:x) < Kr(lluo —vollx + IIf = gllzro.1:x))-

Uwaga 6.4. Konsekwencja tego stwierdzenia jest bardzo wazna w réwna-
niach rézniczkowych wlasnoé¢ ciagltosci rozwiazania w zaleznoci od danych oraz
jednoznaczno$é rozwiazania. Te cechy prawdopodobnie wyjadniaja nazewnictwo
angielskie (mild solution) i tym bardziej francuskie (bonne solution). Whasnosé ta
ma takze kluczowe znaczenie przy aproksymacji rozwiazan oraz przy dowodzeniu
istnienia rozwiazania zagadnien semiliniowych. Warto podkresli¢, ze rozwiazanie
caltkowe jest zadane dla dowolnego warunku poczatkowego w X niekoniecznie
z D(A). Przyjmujac f = 01 biorac dla przykladu pélgrupe translacji tatwo podaé
przyktad, dobierajac odpowiednio warunek poczatkowy, rozwiazania catkowego
ktore nie spetnia samego réwnania rézniczkowego.

Ponizszy przyklad (por. [10]) ilustruje fakt, ze mimo zalozenia ciaglosci f
startujac z warunku poczatkowego z D(A) rozwiazanie calkowe nie jest dosé
regularne by spelniato (6.1).

Przyktad 6.5. WeZzmy ug € D(A). Wybierzmy y € X tak aby Ty nie
nalezalo do D(A) dla wszystkich ¢ > 0 i polézmy f(s) = Tsy. Oczywiscie f €
C([0,T] : X). Zgodnie z definicja rozwiazanie catkowe odpowiadajace ug = 0 €
D(A) ma postaé

t
u(t) = / T, Tsyds = tTy.
0
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Przy zalozeniu przyjetym o y nie jest to funkcja rézniczkowalna.

Inna bardzo wazna w réwnaniach czastkowych wlasnoécia rozwigzania catko-
wego jest zachowywanie porzadku. Przyjmijmy, ze X = LP(Q), p € [1,00) oraz,
ze pbélgrupa generowana przez operator A zachowuje naturalny porzadek w X
lub innymi stowy zachowuje stozek dodatni w X tzn. zbiér

Xy ={veX:v>0pw w}

Takie pogrupy zwiazane sg typowo z zagadnieniami parabolicznymi. Do tego
aby potgrupa zachowywala porzadek wystarcza aby rezolwenta operatora mialta
te wlasnosé. Rzeczywiscie jesli f € X, pociaga za soba, ze u = R\ A)f €
X4, to stosujac formule wyktadnicza z Twierdzenia 3.28 wnosimy, ze T; réwniez
zachowuje X dla t > 0. Stad otrzymujemy

Whniosek 6.6. Zalézmy, zZe polgrupa T; zachowuje stozek dodatni w X =
LP(Q). Zatéimy dalej, ze ug1,upe € X oraz fi, fo € L(0,T : X). Przyjmijmy
takze, Ze u1,us sq odpowiednio rozwigzaniami (6.1). Jesliug o > w1 oraz fo > fi
to ug > u1 na Q x [0,7].

Dowdd. Wystarczy zapisaé¢ dla t € [0, 7]
t

s () — s (8) = Ty (0.5 — wo.t) + / To(folt — 1) — fult —r))dr O
0

Tego typu rezultat znany jest w teorii rownan rézniczkowych czastkowych
jako twierdzenie poréwnawcze, ktore zwykle otrzymuje si¢ jako wniosek z za-
sady maksimum. T'wierdzenia tego typu wykorzystuje sie takze w zagadnieniach
semiliniowych np. w celu udowodnienia nieujemnosci rozwiazan.

Zdefiniujemy teraz pojecie rozwiagzania klasycznego.

Definicja 6.7. Funkcje u:[0,t) — X nazywamy rozwigzaniem klasycznym
(6.1) jesli jest ciagtana [0, T) i r6zniczkowalna w sposéb ciagly na (0, T'). Ponadto
u(t) € D(A) dlat € (0,T) oraz u spetnia (6.1)—(6.2).

Uwaga 6.8. W powyzszej definicji i dalej méwiac o rézniczkowalnosci funk-
cji o warto$ciach w przestrzeni Banacha mamy na my$li istnienie pochodnej
Frecheta.

Nietrudno udowodnié, ze moze istnie¢ co najwyzej jedno rozwiazanie kla-
syczne oraz, ze kazde rozwiazanie klasyczne, o ile istnieje, jest rozwiazaniem
catkowym. Oto kilka zadan.

Zadanie 6.9. Udowodni¢ poprzez bezposrednie sprawdzenie nastepujacy
fakt. Jesli f € CY([0,7] : X), to rozwiazanie catkowe (6.1)-(6.2) startujace
z ug € D(A) jest rozwiazaniem klasycznym.

Nastepne zadanie sprowadza poszukiwanie rozwiazania do sprawdzenia czy
prawa strona jest rézniczkowalna w odpowiedniej przestrzeni funkcyjne;j.



128 D. WRZOSEK

Zadanie 6.10. Przyjmujac X = L?(0, 7) i korzystajac z poprzedniego zada-
nia wykazaé, ze nastepujace zagadnienie poczatkowo-brzegowe ma rozwigzanie
klasyczne

Oy — Oz = xsint dla (z,t) € (0,m) x (0, 00),
u(z,0) = up(x) w H?(0,7),
u(0,t) =u(m,t) =0 dlat>0.

Zadanie 6.11. Wykazaé, ze je$li — A jest generatorem potgrupy analitycznej
if = foe€ X todla dowolnego z € X rozwiazanie catkowe (6.1)—(6.2) jest
rozwigzaniem klasycznym.

Na koniec sformulujemy definicje rozwiazania silnego, ktore najkréocej rzecz
ujmujac spelnia réwnanie rézniczkowe prawie wszedzie w [0,7]. O zasadnosci
tego pojecia mozna sie przekonaé rozpatrujac (6.1)—(6.2) i ktadac A = 0 oraz
X = R!. Widzimy wtedy, ze

u(t) = ug +/O f(s)ds

nie jest w ogélnoéci funkcja rézniczkowalng jeli przyjmiemy f € L1(0,T). Po
zrézniczkowaniu widzimy jednak, ze u spelnia (6.1) prawie wszedzie w [0, T.

Definicja 6.12. Funkcje u: [0,t) — X rézniczkowalna prawie wszedzie i taka,
ze du/dt € L'(0,T : X) nazywamy rozwigzaniem silnym zagadnienia (6.1)—(6.2)
jesli u(0) =wup it € (0,T) oraz u spelnia (6.1) prawie wszedzie w (0, 7).

Uwaga 6.13. Mozna udowodnié¢, ze jesli funkcja f ma pochodng prawie
wszedzie oraz f € LY(0,7T : X), to dla dowolnego = € D(A) rozwiazanie calkowe
jest takze rozwiagzaniem silnym zagadnienia (6.1)—(6.2). Przykladem funkcji o tej
wlasnosci sa funkcje spelniajace warunek Lipschitza

1f(t) = f(t2)lx < Lty —t2f  dla ty, 5 € [0,T],

gdzie L > 0 jest pewna stala. Zwréémy tu uwage, ze znane z analizy twierdzenie
Rademachera o rézniczkowalnosci prawie wszedzie funkcji speniajacych warunek
Lipschitza przenosi sie na funkcje o wartosciach w przestrzeni Banacha o ile jest
to przestrzen refleksywna.

Uwaga 6.14. Jesli zatozymy, ze operator A jest generatorem pélgrupy ana-
litycznej to wykorzystujac oszacowanie w punkcie (d) z Twierdzenia 5.5. Mozna
pokazaé, ze jesli f € LY(0,T : X) oraz spetniony jest lokalnie warunek Holdera
na (0,T], tzn.

[f(t1) = f(t2)llx < Clty —t2|* dlaty,ta €10,7]

dla pewnej stalej C > 0 oraz a € (0,1], to dla dowolnego = € X rozwigzanie
catkowe (6.1)—(6.2) jest rozwiazaniem klasycznym.
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7. Zagadnienia semiliniowe

W tej czesci zobaczymy w jaki sposob teoria zarysowana w poprzednich cze-
Sciach daje sie wykorzystaé¢ do badania zagadnien semiliniowych postaci

(7.1) — + Au = F(t,u), wX,t>0,
(7.2) u(to) = uo.

Mozna bez trudu dowie$é nastepujace twierdzenie korzystajac z twierdzenia
o kontrakcji.

Twierdzenie 7.1. Przyjmijmy, Ze operator —A jest generatorem Cy-pol-
grupy o.l.c. Sy w X oraz, zZe F jest funkcjq ciggle wzgledem t oraz spelniajgcq
jednostajnie warunek Lipschitza wzgledem x € X. Wiedy zagadnienie (7.1)—(7.2)
ma dokadnie jedno rozwigzanie calkowe u € C([to,T]: X) zadane formulg

t
(7.3) u(t) = Si—touo + [ Si—sF(s,u(s))ds dlat e [to,T).

to
Dowdéd. Ustalmy warunek poczatkowy ug € X i zdefiniujmy przeksztalcenie
E:C([to,T) : X) — C([to,T) : X)

nastepujaco
t
(Bu)(t) = Spuo + | Si—sF(s,u(s))ds dlat e [to,T].
to
Punkt staty przeksztalcenia = jest zatem poszukiwanym rozwiazaniem. Znajdu-
jemy go metoda iteracyjna. Wezmy u,v € C([tg,T : X). W pierwszym kroku
mamy

IZu(t) - Zo(®)llx < K(t - to)lu — vl rix. tE [to.T],

gdzie K jest stala zalezng od sup,cpy, 1) 1St L(x), oraz stalej Lipschitza. W n-tym
kroku iteracji dostajemy

= (ET)"
IE"u — E"]l et 17:x) < o lu = vlleqo.ry:x)

i tak az do n = ng, dla ktérego (KT)™ /ng! < 1. Wtedy E™ jest kontrakcja
i pozostaje zastosowaé twierdzenie Banacha. Jednoznacznosé rozwiazania wynika
z zastosowania w typowy spos6b nieréwnosci Gronwalla. O

Uwaga 7.2. Podobnie do przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych
jesli F' spelnia lokalnie jednostajny warunek Lipschitza, tzn. dla dowolnego ¢,
ir > 0 istnieje stala L(t,,r) taka, ze

1F(t,u) = F(t,0)llx < Ltp,r)|lu = vllx,
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dla dowolnych w, v z kuli B(0,r) i t € [0,t,], to mozna udowodni¢ istnienie
rozwiazania calkowego okreslonego na pewnym przedziale [to, tmax). Co wiecej,
jesli tax < 00, to

lm [Ju(t)||x = co.

W tym celu pokazuje sie, ze mozna tak dobraé t; > tg, ze odwzorowanie =
przeksztalca kule w przestrzeni C([to, 1], X) o dostatecznie malym promieniu
zaleznym od ||ug||x w siebie. Dalej dow6d sprowadza sie do przypadku Twier-
dzenia 7.1, gdyz w tej kuli L(t, ) < oo.

Uwaga 7.3. Twierdzenia o regularnoéci dla zagadnien semiliniowych opie-
raja sie o wykorzystanie odpowiednich rezultatéw dla réwnania niejednorodnego.
Jesli ug € D(A) i F jest rézniczkowalna w sposéb ciagly na [tg, T] x X, to rozwia-
zanie catkowe po zmudnych rachunkach okazuje si¢ by¢ rowniez rézniczkowalne
w sposob ciagly i w tym miejscu wystarczy juz tylko skorzystaé z Zadania 6.9.
Istnienie rozwiazania silnego zagadnienia (7.1)—(7.2) opiera si¢ o nastepujacy
lemat

Zadanie 7.4. Udowodnié poprzez bezposrednie sprawdzenie
Lemat 7.5. Jesli F' spelnia warunek Lipschitza w postaci
(7.4) 1F(t1,u) = F(t2,v)l|x < L[ty — 2] + [lu —vl[x),

dla ty,ts € [to,T] i u,v € X gdzie L jest ustalong stalq, to rozwigzanie u zagad-
nienia (7.1)—(7.2) spelnia warunek Lipschitza na [0,T).

Stad i z Uwagi 6.13 wynika juz

Whiosek 7.6. Jesli ug € D(A) oraz F spelnia (7.4) to rozwigzanie calkowe
(7.1)—(7.2) jest rozwigzaniem silnym.

Przejdziemy teraz do zagadnien, w ktoérych operator —A w (7.1)—(7.2) jest
generatorem poélgrupy analitycznej. W kontekcie réwnan rézniczkowych czast-
kowych jest to przypadek semiliniowych réwnan parabolicznych. Dzieki wpro-
wadzeniu przestrzeni utamkowych mozna na ogél dopusci¢ szersza klase funkcji
nieliniowych niz poprzednio. Jak juz wspomnieliémy wczedniej, wybdr przestrzeni
ulamkowej w powiazaniu z twierdzeniami o wlozeniu (por. Przykad 5.18) winien
by¢ taki, by z jednej strony uchwycié nieliniowosci pojawiajace sie w réwnaniu
a z drugiej dopuscié¢ jak najszersza klase danych poczatkowych. Przyjmujemy
dalej dla uproszczenia, ze funkcja F' nie zalezy jawnie od t a wigc rozpatrujemy
przypadek autonomiczny. Zakladamy dalej, ze dla pewnego « € [0,1) odwzoro-
wanie

(7.5) F: X% — X spelnia lokalnie warunek Lipschitza.

Ze wzgledu na wyodrebnienie rodziny przestrzeni X wprowadza sie w tym przy-
padku pojecie X “-rozwiazania.
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Definicja 7.7. Jesli up € X dla « € [0,1)) to X “-rozwiazaniem zagadnie-
nia (7.1)—(7.2) nazywamy rozwiazanie klasyczne okreslone na pewnym odcinku
[0,T), ktére spelnia dodatkowo warunek

ue C(0T) : X¥).

Dowdd nastepujacego twierdzenia jest dlugi i zmudny cho¢ jego sformutowa-
nie wydaje si¢ by¢ do$¢ naturalne (por. [3], [8]-[10]).

Twierdzenie 7.8. Jesli ug € X i a € [0,1)) oraz F spelnia (7.5), to
istnieje dokladnie jedno maksymalane X -rozwigzanie u okreslone na [0, Tynax)
tzn.

Tmax =00 lub  limsup [Jul| xo = cc.
t/ " Tmax

Mozna udowodnié, ze X “-rozwigzanie zalezy w sposob ciaggly od warunku

poczatkowego z przestrzeni X .

Zadanie 7.9. Wykazaé istnienie rozwiazania u: Q x (0,7) — R nastepuja-
cego zagadnienia brzegowo-poczatkowego

(7.6) w—Au = f(u) wQx(0,T),
(7.7) u(,0) = uo(),
(78) u(oa t) = 07

gdzie Q C R3 jest obszarem ograniczonym z gladkim brzegiem.

Przyjmujemy, ze funkcja f:R — R spelnia lokalnie warunek Lipschitza.
Ustalmy, ze X = L?(Q), a wigc Au = Au dla u € D(A) = H?(Q) N H(Q),
lub w tym przypadku réwnowaznie D(A) = W22(Q) N W12(Q). Rozpoczynamy
od znalezienia « takiego aby funkcja

F:X*>uw— F(u)e X

zadana jako F'(u)(x) = f(u(x)) spelniala (7.5). W tym celu sprawdzamy z twier-
dzenia o wlozeniu (patrz Przyklad 5.18), ze dla « € [3/4, 1] zachodzi X* C C(Q).
Nastepnie zauwazamy, ze jeSli u,v € X% i max{||ul|xe, |v||x-} < K, to

1 () = f(v)lleo < LK) |u = ][ xe.
Korzystajac z wlozenia L*°(2) C LP(Q), p > 1, stwierdzamy, ze jesli
maX{Hu”XO‘ﬂ ”v”Xo‘} <K,
to istnieje stala Ly zalezna od L(K) i |Q] taka, ze dla u,v € X,
[ F(u) — F(v)||z2) < Liflu — vl xo.

Podsumowujac korzystajac z Twierdzenia 7.8 otrzymalidmy istnienie i jedno-
znacznos$é lokalnego w czasie rozwiazania dla ug € X, o € [3/4,1].
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Zauwazmy na koniec, ze nie wykorzystujac konsekwencji faktu iz polgrupa
generowana przez — A jest analityczna, a wiec dysponujac tylko Twierdzeniem 7.1
ewentualnie rezultatem wspomnianym w Uwadze 7.2, nie mozemy w ogdlnosci
nic stwierdzié o istnieniu rozwiazania zagadnienia (7.6)—(7.8). Latwo sprawdzié,
ze wtedy odwzorowanie F' nie jest na ogo6l dobrze okre$lone jako odwzorowanie
z L?(Q) w siebie (sprawdzmy np. dla f(u) = u?).

Aby przedstawi¢ typowe wykorzystanie wlasnosci operatoréw utamkowych
przytoczymy tu wraz z dowodem twierdzenie o istnieniu globalnego rozwiazania
zagadnienia (7.1)—(7.2) (por. [3]) przy zalozeniu, ze istnieje stala K taka, ze
funkcja F' jest subliniowa tzn. dlat > 0iv € X®

[1F()]lx < K1+ [Jv]lxa).

Ponizsze twierdzenie dotyczy istnienia rozwiagzania globalnego w czasie tzn.
okreslonego na calej pélprostej [0,00). Najczesciej w praktyce w celu uzyskania
tego typu rezultatu wykorzystuje sie specyficzne wtasnosci réwnania lub uktadu
rownan. Podobnie do przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajnych oszacowa-
nie subliniowe prawej strony pozwala udowodni¢ istnienie rozwigzania globalnego
w czasie. Najpierw przytoczymy lemat o kluczowym znaczeniu, ktérego dowdd
(nietrywialny) znalezé mozna np. w [2].

Lemat 7.10. Niech 6,a € [0,1), a > 0, b > 0 i niech y:[0,T) — R bedzie
funkcjq ciggle spelniajgcqg nieréwnosé

y(t) < 1% + b/o ﬁy(s) ds.

Wtedy

sup t%y(t) < K(a,b,6,0,T),
tel0,T)

gdzie K(a,b,0,a,T) jest funkcjq ciagle rosnacg wzgledem T

Twierdzenie 7.11. Przy zalozeniu, Ze A jest operatorem wycinkowym, fun-
kcja F w zagadnieniu (7.1)—(7.2) spenia (7.5) oraz (7.9), istnieje X *-rozwigzanie
(7.1)—(7.2) okreslone na [0, 00).

Dowdd. 7 Twierdzenia 7.8 wiemy, ze istnieje rozwiazanie lokalne w czasie
startujace z ug. Przyjmijmy, ze —A > S;. Kazda stala zalezna tylko od ustalonych
parametréw o, K, Thax lub ||ug|| i niezalezng od ¢ oznaczamy ponizej przez C.
Zal6zmy, ze Tiax jest pewna liczba dodatnia. Zatem dla ¢ € [0, Tiax) mamy

u(t) = Srug +/0 St s F(u(s)) ds.
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Dzialajac operatorem A®, korzystajac z Wniosku 5.11 i Twierdzenia 5.14, sza-
cujac otrzymujemy

t
[u(®)llxe < [SellLeolluollxe +/O [A%Se—sllex) 1 F (u(s)l|x ds

t e—a(t—s)
< Clluallxe +€ [ S (1 fult) o) s
o (t—s)

dla t € [0, Thax). Polézmy v(t) = |Ju(t)| x,. Wiemy z definicji X *-rozwiazania,
ze v jest funkcja ciagla na [0, Thax) oraz, ze v spelnia nieréwnosé typu Volterry
a mianowicie

t
1
dla t € [0, Timax), gdzie odpowiednio

ofig [Tt c
= (*A @—$ﬂ8) “p=c

Korzystajac z lematu otrzymujemy, ze SUD{[0, Thna) v(t) < C, co przeczy przyje-
temu zalozeniu a wiec rozwigzanie jest okreslone dla wszystkich ¢ > 0. a

Jesli dane zagadnienie ma globalne rozwiazanie w przestrzeni X, to rodzina
rozwiazan u(t,ug) zadaje w X* w naturalny sposéb ciagla pélgrupe ciaglych
przeksztalcen i dalej mozna juz formulowaé dla niej pojecia i problemy typowe
dla teorii uktadéw dynamicznych np. poszukiwaé zbiorow granicznych dla tra-
jektorii i globalnych atraktoréw etc. (patrz [2], [8]).

Uwagi konnicowe. Przedstawiliémy zarys teorii potgrup w kontekscie jej za-
stosowan do réwnan rézniczkowych czastkowych. Oméwimy teraz krétko dalsze
uogdblnienia tej teorii. Przede wszystkim nalezy wspomnie¢ o zagadnieniach nie-
autonomicznych postaci

d—u—i-A(t)u =ft), wX, dlat>0,

dt
u(0) = uo,

gdzie A(t), t > 0 jest zadana rodzing operatoréw liniowych. Rozwiazaniem od-
powiedniego problemu jednorodnego jest tzw. proces czyli dwuparametrowa ro-
dzina U(t, s), t > s > 0 operatoréw ograniczonych w X. Przy odpowiednich za-
lozeniach o rodzinie A(t), t > 0, dowodzi si¢ analogiczne twierdzenia jak w teorii
pélgrup (patrz [1], [6], [8], [10], [12]). Zagadnienie nieautonomiczne jest pierw-
szym krokiem w dowodzie istnienia rozwiazania réwnania quasiliniowego

d—u—l—A(u)u = f(u), wX, dlat>0,

dt
u(0) = uo,
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w ktérym rodzina operatoréw liniowych zalezy od niewiadomej funkeji w (por.
(1], [6], [8], [10], [12]). Aby podaé przyklad rozwazmy réwnanie dyfuzji z dyfuzja
zalezna od gestosci tzn.

ug = d(u)Au, d(§) >0, £e€R.

Tu z kolei mamy dwa przypadki, pierwszy gdy dziedziny operatorow A sg ta
sama przestrzenia i drugi trudniejszy gdy dziedziny zmieniaja si¢ wraz ze zmiang
rozwigzania.

Historyczna kontynuacja przedstawionej tu teorii polgrup jest teoria ope-
ratoréw monotonicznych (ew. akretywnych) i pélgrup nieliniowych. Stawia sie
w niej podobne pytania jak w teorii potgrup liniowych. Jest rzecza zadziwiajaca,
ze niektore metody z teorii liniowej np. aproksymacja Yosidy daja sie przenies¢
rowniez na teren teorii poélgrup nieliniowych. Przyktadami zagadnien, do ktérych
stosuje sie teoria pélgrup nieliniowych sa réwnanie filtracji (o$rodka porowatego)

ug=Au?, u>0 dlap>1,
i réwnanie zdegenerowanej dyfuzji
up = div|Vu|P2u, p>2.

Operator nieliniowy po prawej stronie zwany jest p-laplasianem.

Na koniec chce podkresli¢, ze oprocz zaprezentowanej tu metody poélgrupo-
wej w nieliniowych ewolucyjnych réwnaniach rézniczkowych czastkowych sto-
suje sie tez inne metody np. metody aproksymacyjne typu Galerkina lub oparte
na twierdzeniach poréwnawczych. Zaleta metody pélgrupowej jest jej elegancja
i abstrakcyjne sformutowanie. Bardzo czesto trudno jest sprawdzi¢ czy dane kon-
kretne zagadnienie spelnia zalozenia niezbedne by teoria zadzialata, ale jesli juz
je spelnia, to teoria daje bardzo wiele informacji.

Lieratura przedmiotu jest juz bardzo obszerna. Nizej podane referencje obej-
muja najwazniejsze pozycje ksigzkowe i wraz z cytowanymi w nich pracami daja
pelny przeglad literatury o zastosowaniu teorii pétgrup liniowych w réwnaniach
rozniczkowych czastkowych.
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