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PRZEDMOWA

Ksi¡»ka ta jest zapisem �Wst¦pu do matematyki� wykªadanego w latach
2013�14 i 2014�15 na Wydziale Matematyki i Informatyki UMK. Materiaª
obejmuje przede wszystkim podstawy logiki i teorii mnogo±ci.

Ka»dy z pi¦tnastu rozdziaªów zawiera zadania i uzupeªnienia. Nieco inn¡
struktur¦ ma ostatni rozdziaª po±wi¦cony Wacªawowi Sierpi«skiemu.

Rol¡ zada« jest dostarczenie przykªadów, a tak»e miejsca dla tego, co
wykªadowca miaªby niekiedy ochot¦ skwitowa¢ tradycyjn¡ formuª¡ �ªatwo
sprawdzi¢, »e�.

Litery N, N0, Z, Q, R, R+, C oznaczaj¡ w ksi¡»ce odpowiednio zbiór
liczb: � naturalnych, � naturalnych z zerem, � caªkowitych, � wymiernych,
� rzeczywistych, � nieujemnych (rzeczywistych), � zespolonych.

Rysunek na stronie tytuªowej przedstawia jeden z dowodów twierdze-
nia Pitagorasa. Znaleziony w notatkach mojego Dziadka, nauczyciela szkoªy
powszechnej, tutaj jest zaproszeniem do lektury.

Panu profesorowi Romanowi Dudzie dzi¦kuj¦ za cenne informacje o his-
torii Lematu Kuratowskiego-Zorna.

Dzi¦kuj¦ Krzysztofowi Ciesielskiemu za to, »e uwa»nie pochyliª si¦ nad
pierwsz¡ wersj¡ tej ksi¡»ki i przekazaª mi w recenzji wiele cennych uwag.

Grzegorzowi Jarzembskiemu dzi¦kuj¦ za dyskusj¦ o modelach i teorii liczb
naturalnych.

Panu Zbigniewowi Ankowskiemu dzi¦kuj¦ za znalezienie zwi¡zku zadania
o �zagnie»d»onych pierwiastkach� z Olimpiad¡ Matematyczn¡.

Sebastianowi Ruszkowskiemu dzi¦kuj¦ za rozwa»ania o pewniku ci¡gªo±ci
w modelu Cantora (zdawaª wtedy u mnie egzamin).

Dzi¦kuj¦ wszystkim, bez pomocy których nie mógªbym tej ksi¡»ki napisa¢,
w szczególno±ci Nauczycielom, Profesorom, Studentom, Kolegom i Pracow-
nikom Wydawnictwa.

Dariusz Miklaszewski



Rozdziaª 1

Liczby naturalne

Na pocz¡tku wielkiej przygody intelektualnej czªowieka zwi¡zanej z roz-
wojem matematyki pojawiªy si¦ liczby naturalne. Zbiór liczb naturalnych
{1, 2, 3, . . .} b¦dziemy oznacza¢ liter¡ N. Przez N0 oznaczymy zbiór liczb
naturalnych wraz z zerem. Wypada w tym miejscu wspomnie¢, »e niektórzy
autorzy zaliczaj¡ zero w poczet liczb naturalnych.

Zbiór liczb naturalnych ma dwie do±¢ oczywiste wªasno±ci:

(i) 1 ∈ N,

(ii) ∀n∈N n+ 1 ∈ N,
tzn. liczba jeden jest elementem zbioru liczb naturalych i dla ka»dej liczby
naturalnej n liczba n+ 1 jest liczb¡ naturaln¡.

Symbol ∀ nazywamy kwanty�katorem ogólnym i czytamy: dla ka»dego.
Implikacj¡ nazywamy ka»de zdanie postaci: je±li α, to β. Zapisujemy

je symbolicznie α ⇒ β, przy czym symbol ⇒ tak»e nazywamy implikacj¡.
Wªasno±¢ (ii) mo»e by¢ zapisana przy u»yciu implikacji:

∀n (n ∈ N ⇒ n+ 1 ∈ N),

tzn. dla ka»dego n mamy, »e je±li n jest liczb¡ naturaln¡, to n+ 1 jest liczb¡
naturaln¡.

Mówimy, »e zbiór A jest podzbiorem zbioru B i piszemy A ⊂ B, gdy

∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B).

�atwo si¦ przekona¢, »e ka»dy podzbiór A zbioru N o wªasno±ciach (i) i (ii)
(1 ∈ A i ∀n∈A n + 1 ∈ A) jest równy N. W samej rzeczy: 1 ∈ A; skoro




