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Wstęp

Skrypt, który oddajemy do rąk Czytelników, zawiera około 260 zadań opatrzonych
w bardzo szczegółowe rozwiązania. Obejmuje materiał poświęcony zarówno analizie ma-
tematycznej, jak i algebrze liniowej, który obowiązuje na uniwersytetach i politechnikach.
Niniejszy skrypt skierowany jest do osób szczególnie dociekliwych i bardzo zainteresowa-
nych matematyką.

Zbiór zadań składa się z czterech głównych rozdziałów podzielonych na podrozdziały.
Rozdział pierwszy poświęcony jest analizie matematycznej i obejmuje następujące zagad-
nienia: ciągi i szeregi liczbowe, rachunek różniczkowy i całkowy funkcji jednej i wielu
zmiennych oraz funkcje analityczne. Natomiast rozdział drugi porusza takie zagadnie-
nia, jak: macierze i wyznaczniki, przestrzenie i przekształcenia liniowe, wielomiany oraz
grupy. Z kolei rozdział trzeci oraz czwarty zawierają szczegółowe rozwiązania do zadań
z rozdziału pierwszego i drugiego. Ponadto w piątym rozdziale podaliśmy niezbędne de-
finicje i fakty potrzebne do rozwiązania zadań lub zrozumienia ich rozwiązań zawartych
w zbiorze. Jednakże główną uwagę skupiliśmy na podaniu mało znanych pojęć i faktów
z algebry liniowej, które będą bardzo użyteczne i niezbędne do rozwiązania zadań z tego
zbioru.

Zadania zawarte w naszym skrypcie pochodzą z różnych zbiorów zadań i czasopism
matematycznych. Wykorzystywaliśmy też listy zadań z międzynarodowych olimpiad ma-
tematycznych dla studentów: IMC, VJIMC, WLPMC ([28, 26, 27]). Źródła zostały wy-
mienione szczegółowo na końcu książki. Można tam również znaleźć listę zbiorów zadań,
które gorąco polecamy Czytelnikom do dalszej lektury. Wszystkie symbole i definicje wy-
stępujące w tym zbiorze są standardowe i powszechnie stosowane, ale na wszelki wypadek
niektóre z nich zostały zebrane i wyjaśnione w dziale Oznaczenia.

Jako autorzy chcielibyśmy podkreślić, że rozwiązania zadań umieszczone w tym zbio-
rze nie zawsze będą najkrótsze i najelegantsze. Pisząc ten zbiór zadań, a w szczególno-
ści rozwiązania, kierowaliśmy się tym, aby zaproponowane rozwiązanie zadania pomogło
Czytelnikowi lepiej zrozumieć omawianą tematykę i zauważyć związki pomiędzy różnymi
pojęciami, czasami bardzo odległymi. Co więcej, chcemy zwrócić uwagę Czytelnikowi, że
autorzy celowo nie umieszczali zadań mających charakter obliczeniowy, a raczej skupi-
li się na zebraniu zadań, których sformułowania są oryginalne i zmuszają do głębszego
zrozumienia teorii. Mamy nadzieję, że zadania z tego zbioru przyczynią się do szybszego
i głębszego zrozumienia zagadnień poruszanych na wykładach z analizy matematycznej
i algebry liniowej.

Zdajemy sobie sprawę z tego, że skrypt nie jest pozbawiony usterek. Dlatego też uprzej-
mie prosimy Czytelników o przesyłanie uwag o zadaniach zawartych w tym zbiorze oraz
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cym studentom: Bartoszowi Bieganowskiemu, Aureli Bartnickiej, Danielowi Strzeleckie-
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1. Analiza matematyczna
– zadania

1.1. Ciągi i szeregi liczbowe oraz funkcyjne

Zadanie 1.1. Niech x1, . . . , xn ­ −1 i
n∑
i=1

x3
i = 0. Udowodnić, że

n∑
i=1

xi ¬
n

3
.

Zadanie 1.2. Niech f : [0, 1]→ [0, 1] będzie funkcją ciągłą oraz niech

x0 ∈ [0, 1], xn+1 = f(xn) dla n ­ 0.

Udowodnić, że ciąg (xn) jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0.

Zadanie 1.3. Niech (xi) będzie ciągiem malejącym o wyrazach dodatnich.

(a) Udowodnić, że √√√√ n∑
i=1

x2
i ¬

n∑
i=1

xi√
i
.

(b) Pokazać, że istnieje taka stała C ∈ R, że

∞∑
m=1

1√
m

√√√√ ∞∑
i=m

x2
i ¬ C

∞∑
i=1

xi.

Zadanie 1.4. Dany jest ciąg (xn). Ciąg (yn) jest zdefiniowany następująco:

yn = xn−1 + 2xn.

Udowodnić, że ciąg (yn) jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy zbieżny jest ciąg (xn).
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10 1. Analiza matematyczna – zadania

Zadanie 1.5. Wyznaczyć sumę

4∑
i=1

2x2
i + 1

(x2
i − 1)2 ,

gdzie xi, i = 1, . . . , 4 są pierwiastkami równania x4 − x+ 1 = 0.

Zadanie 1.6. Obliczyć

lim
n→∞

1
n

(∏n
k=1(k + 1

n )
n!

)n
.

Zadanie 1.7. Niech (fn) będzie ciągiem funkcji rzeczywistych określonych na zbiorze
[0,∞) zdefiniowanym następująco:

f1(x) =
√
x, fn+1(x) =

√
x+ fn(x) dla n ­ 1.

(a) Znaleźć punktową granicę f(x) = lim
n→∞

fn(x) dla x ∈ [0,∞).

(b) Pokazać, że fn ⇒ f na zbiorze [K,∞) dla dowolnego K > 0, ale nie na zbiorze [0,∞).

Zadanie 1.8. Obliczyć

lim
n→∞

n

√√√√ n∏
k=1

(
1 +

(
k

n

)2
)
.

Zadanie 1.9. Niech x ­ 1. Pokazać, że

lim
n→∞

(2 n
√
x− 1)n = x2.

Zadanie 1.10. Udowodnić, że

lim
n→∞

(2 n
√
n− 1)n

n2 = 1.

Zadanie 1.11. Niech (xn) będzie rosnącym, nieograniczonym ciągiem liczb rzeczywis-
tych o tej własności, że

1
4 (xn + xn+1 + xn+2 + xn+3) ∈ {xn, xn+1, xn+2, xn+3}

dla dowolnego n ∈ N. Udowodnić, że ciąg (xn+1/xn) jest zbieżny i znaleźć jego granicę.

Zadanie 1.12. Znaleźć granicę

lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . .+
1√

n2 + n

)n
.

Zadanie 1.13. Znaleźć granicę

lim
n→∞

1 +
1
32 +

1
52 + . . .+

1
(2k − 1)2

1
22 +

1
42 +

1
62 + . . .+

1
(2k)2

.



1.2. Ciągi rekurencyjne 11

Zadanie 1.14. Niech n ∈ N, n > 0. Obliczyć

n∑
k=1

k + 4
(k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
n

k

)
.

Zadanie 1.15. Niech n ∈ N, n > 0. Udowodnić, że

2n−1

∣∣∣∣∣
bn−12 c∑
k=0

(
n

2k + 1

)
5k.

Zadanie 1.16. Niech x ∈ R będzie liczbą niewymierną. Udowodnić, że zbiór

Sx = {k + lx | k, l ∈ Z}

jest gęstym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

Zadanie 1.17. Udowodnić, że dla każdej liczby niewymiernej x ∈ (0, 2) liczba
√

3
2

jest punktem skupienia ciągu
(

sin(nπx)
)
.

1.2. Ciągi rekurencyjne

Zadanie 1.18. Ciąg (xn) jest zdefiniowany rekurencyjnie:

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 4, xn+3 = 3xn+2 − 3xn+1 + xn dla n ­ 0.

Znaleźć wzór na n-ty wyraz ciągu (xn).

Zadanie 1.19. Ciąg (xn) jest określony rekurencyjnie:

x0 = x1 = x2 = 1, det
(
xn xn+1

xn+2 xn+3

)
= n! dla n ­ 0.

Udowodnić, że wszystkie elementy ciągu (xn) są liczbami naturalnymi.

Zadanie 1.20. Ciąg (xn) jest zadany rekurencyjnie:

x0 = 1, xn+1 = 3xn + bxn
√

5c dla n ­ 0.

Obliczyć x2007.

Zadanie 1.21. Niech ciąg (xn) będzie zadany rekurencyjnie:

x1 = 1, xn+1 =

√
3xn + 1√
3− xn

dla n ­ 1.

Obliczyć
2013∑
n=1

xn.



12 1. Analiza matematyczna – zadania

Zadanie 1.22. Udowodnić, że ciąg (xn) zadany rekurencyjnie w następujący sposób:

x1 = 1, xn+1 =
1
2

(
xn +

2
xn

)
dla n ­ 1

jest zbieżny.

Zadanie 1.23. Zbadać zbieżność ciągu (xn) określonego w następujący sposób:

x0 = 3, xn+1 =
1

x2
n − xn + 4

dla n ­ 0.

Zadanie 1.24. Udowodnić, że ciąg (xn) zadany rekurencyjnie w następujący sposób:

x1 = 0, x2 = 2, xn+2 = 2−xn +
1
2

dla n ­ 1

jest zbieżny i znaleźć jego granicę.

Zadanie 1.25. Udowodnić, że ciąg (xn) zadany rekurencyjnie w następujący sposób:

x0 = a ­ 0, xn =
√

2
(
xn−1 − ln(1 + xn−1)

)
dla n ­ 1

jest zbieżny.

Zadanie 1.26. Niech a1 = 1 oraz an =
1
n

n−1∑
k=1

akan−k dla n ­ 2. Udowodnić, że

(a) lim sup
n→∞

n
√
an ­

2
3
,

(b) lim sup
n→∞

n
√
an ¬

7
10
.

Zadanie 1.27.

(a) Niech (an) będzie ciągiem liczb rzeczywistych spełniającym warunki:

a1 = 1, an+1 >
3
2
an dla n ­ 1.

Udowodnić, że ciąg
an(

3
2

)n−1

ma skończoną granicę lub jest rozbieżny do +∞.

(b) Pokazać, że dla dowolnego α > 1 istnieje taki ciąg (an), że

a1 = 1, an+1 >
3
2
an dla n ­ 1

oraz
lim
n→∞

an(
3
2

)n−1 = α.




