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Wstep

Skrypt, ktory oddajemy do rak Czytelnikow, zawiera okolo 260 zadan opatrzonych
w bardzo szczegdlowe rozwigzania. Obejmuje material poswiecony zardéwno analizie ma-
tematycznej, jak i algebrze liniowej, ktéry obowigzuje na uniwersytetach i politechnikach.
Niniejszy skrypt skierowany jest do oséb szczegodlnie dociekliwych i bardzo zainteresowa-
nych matematyka.

Zbiér zadan sklada sie¢ z czterech gléwnych rozdzialéw podzielonych na podrozdzialy.
Rozdzial pierwszy poswiecony jest analizie matematycznej i obejmuje nastepujace zagad-
nienia: ciggi i szeregi liczbowe, rachunek rozniczkowy i caltkowy funkcji jednej i wielu
zmiennych oraz funkcje analityczne. Natomiast rozdzial drugi porusza takie zagadnie-
nia, jak: macierze i wyznaczniki, przestrzenie i przeksztalcenia liniowe, wielomiany oraz
grupy. Z kolei rozdzial trzeci oraz czwarty zawieraja szczegblowe rozwigzania do zadan
z rozdzialu pierwszego i drugiego. Ponadto w piatym rozdziale podaliémy niezbedne de-
finicje i fakty potrzebne do rozwiazania zadan lub zrozumienia ich rozwiazan zawartych
w zbiorze. Jednakze gtéwna uwage skupiliSmy na podaniu malo znanych poje¢ i faktow
z algebry liniowej, ktore beda bardzo uzyteczne i niezbedne do rozwigzania zadan z tego
zbioru.

Zadania zawarte w naszym skrypcie pochodza z réznych zbioréw zadan i czasopism
matematycznych. Wykorzystywalismy tez listy zadan z miedzynarodowych olimpiad ma-
tematycznych dla studentéw: IMC, VJIMC, WLPMC ([28, 26, 27]). Zrodla zostaty wy-
mienione szczegbétowo na koicu ksiazki. Mozna tam réwniez znalezé liste zbioréw zadan,
ktore goraco polecamy Czytelnikom do dalszej lektury. Wszystkie symbole i definicje wy-
stepujace w tym zbiorze sa standardowe i powszechnie stosowane, ale na wszelki wypadek
niektore z nich zostaly zebrane i wyjasnione w dziale Oznaczenia.

Jako autorzy chcieliby$my podkresli¢, ze rozwiazania zadari umieszczone w tym zbio-
rze nie zawsze beda najkrotsze i najelegantsze. Piszac ten zbior zadan, a w szczegdlno-
Sci rozwigzania, kierowaliémy sie tym, aby zaproponowane rozwiazanie zadania pomogto
Czytelnikowi lepiej zrozumie¢ omawiana tematyke i zauwazy¢ zwiazki pomiedzy réznymi
pojeciami, czasami bardzo odlegtymi. Co wiecej, chcemy zwrocié uwage Czytelnikowi, ze
autorzy celowo nie umieszczali zadan majacych charakter obliczeniowy, a raczej skupi-
li sie na zebraniu zadan, ktérych sformulowania sa oryginalne i zmuszaja do gtebszego
zrozumienia teorii. Mamy nadzieje, ze zadania z tego zbioru przyczynia sie do szybszego
i glebszego zrozumienia zagadnienn poruszanych na wyktadach z analizy matematycznej
i algebry liniowej.

Zdajemy sobie sprawe z tego, ze skrypt nie jest pozbawiony usterek. Dlatego tez uprzej-
mie prosimy Czytelnikow o przesylanie uwag o zadaniach zawartych w tym zbiorze oraz
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informacji o zauwazonych bledach na adres: robo@mat.umk.pl lub bua@mat.umk.pl.
Dzieki Wam uda nam sie go udoskonali¢.

Autorzy dziekuja studentom Wydzialu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Miko-
taja Kopernika w Toruniu, ktérzy byli bardzo krytycznymi recenzentami zadan zamiesz-
czonych w tej ksiazce i znalezli tez sporo bledéow. Co wiecej, sporo rozwigzan zawartych
w tym zbiorze pochodzi wlasnie od Nich! Szczegdlne podziekowania sktadamy nastepuja-
cym studentom: Bartoszowi Bieganowskiemu, Aureli Bartnickiej, Danielowi Strzeleckie-
mu, Jakubowi Siemianowskiemu, Sebastianowi Ruszkowskiemu, Mariuszowi Kanieckiemu
oraz Januszowi Schmude.

Dziekujemy rowniez swoim Rodzinom: Robert Skiba — Zonie Ani i dwém malym syn-
kom: Jakubowi i Rafatowi, Patryk Miziula — mamie Bozenie i narzeczonej Judycie. To
dzieki ich zyczliwemu wsparciu i zrozumieniu udalo sie doprowadzi¢ do korica projekt
napisania tej ksigzki.

Torun, grudzien 2013

Autorzy



1. Analiza matematyczna
— zadania

1.1. Ciagi i szeregi liczbowe oraz funkcyjne

n
Zadanie 1.1. Niech xq,...,2, > —11 Y 23 = 0. Udowodni¢, ze
i=1

zn:xi < ﬂ.
i=1 3
Zadanie 1.2. Niech f: [0,1] — [0, 1] bedzie funkcja ciagla oraz niech
xo € [0,1], Tny1 = f(zn) dla n>0.

Udowodnié, ze ciag (x,,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

lim (zp41 —x,) =0.

Zadanie 1.3. Niech (z;) bedzie ciagiem malejacym o wyrazach dodatnich.

(a) Udowodnié, ze

Zadanie 1.4. Dany jest ciag (z,). Ciag (yn) jest zdefiniowany nastepujaco:
Yn = Tp—1 + 2z,

Udowodnié, ze ciag (y,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest ciag ().
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Zadanie 1.5. Wyznaczy¢ sume

Z 227 +1
, (1.271)2’

=1
gdzie z;, i = 1,...,4 sa pierwiastkami réwnania 2* — z + 1 = 0.
Zadanie 1.6. Obliczy¢
n
(Il (k+ 2
n—oo N n!

Zadanie 1.7. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji rzeczywistych okreslonych na zbiorze
[0, 00) zdefiniowanym nastepujaco:

fl(x):\/gv fn+1(x):\/m dla n>1.

(a) Znalez¢ punktows granice f(z) = lim f,(z) dla z € [0, 00).
(b) Pokazaé, ze f, = f na zbiorze [K, c0) dla dowolnego K > 0, ale nie na zbiorze [0, 00).

Zadanie 1.8. Obliczy¢

Zadanie 1.9. Niech x > 1. Pokazaé, ze

lim (2¢/x —1)" = 22

n—oo

Zadanie 1.10. Udowodni¢, ze

lim 7(2 Yn—1)"

n—o0 ’[’L2

=1.

Zadanie 1.11. Niech (z,,) bedzie rosnacym, nieograniczonym ciagiem liczb rzeczywis-
tych o tej wlasnosci, ze

1
Z(xn + Tn+1 + Tn+2 + mn+3) S {l‘ny Tn+1, Tn42, xn+3}
dla dowolnego n € N. Udowodnié, ze ciag (2,41/%,) jest zbiezny i znalezé jego granice.

Zadanie 1.12. Znalez¢ granice

1 1 1 "
lim + +.. 4+ — .
n—00 (\/n2 +1 Vn2+2 vn? —|—n>

Zadanie 1.13. Znalez¢ granice

U N T
. 32 52 T (2k—1)2
lim .
T T T T
22 042 0 62 T (2Kk)2



1.2. Ciagi rekurencyjne

Zadanie 1.14. Niech n € N, n > 0. Obliczy¢

n

k+4 n
Z (k+1)(k+2)(k+3) <k)

=1

Zadanie 1.15. Niech n € N, n > 0. Udowodnié, ze

L7L71

> (k)

k=0

2n71

Zadanie 1.16. Niech x € R bedzie liczba niewymierna. Udowodnié, ze zbior
So={k+Iz|kleZ}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

Zadanie 1.17. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby niewymiernej z € (0,2) liczba

jest punktem skupienia ciggu (sin(nm:)).

1.2. Ciagi rekurencyjne

Zadanie 1.18. Ciag (x,) jest zdefiniowany rekurencyjnie:
r0=0, x1 =1, z9=4, Tpt3 = 3Tpio — 3Tpy1 + 2, dla n > 0.
Znalez¢ wzor na n-ty wyraz ciagu ().

Zadanie 1.19. Ciag (x,) jest okreslony rekurencyjnie:

T x
Tog=T1 =T2 =1, det " ") =l dla n>0.
Tn42 Tn43

Udowodnié, ze wszystkie elementy ciagu () sa liczbami naturalnymi.

Zadanie 1.20. Ciag (z,,) jest zadany rekurencyjnie:

xo =1, Tni1 = 32n + |2,V5] dla n > 0.
Obliczy(’: 22007-

Zadanie 1.21. Niech ciag (z,) bedzie zadany rekurencyjnie:

\/gxn +1
AR ey

x1 =1, dla n>1.

Obliczy¢
2013

an.

n=1

11

V3
2
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Zadanie 1.22. Udowodni¢, ze ciag (x,) zadany rekurencyjnie w nastepujacy sposob:
1
=1, Tptl = = (xn—l——) dla n>1
2 Tn

jest zbiezny.
Zadanie 1.23. Zbada¢ zbieznosé ciagu (x,,) okreslonego w nastepujacy sposob:

1
1‘0:3, $n+1:m dla n > 0.

Zadanie 1.24. Udowodnic, ze ciag (x,) zadany rekurencyjnie w nastepujacy sposob:
_ 1
1 =0, xo=2, xn+2:2x"+§ dla n>1

jest zbiezny i znalezé jego granice.

Zadanie 1.25. Udowodni¢, ze ciag (z,) zadany rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

o =a >0, Ty = \/Z(xn_l—ln(l—l—xn_l)) dla n>1

jest zbiezny.

Zadanie 1.26. Niech a; =1 oraz a,, = Z axan_r dla n > 2. Udowodnié, ze

(a) limsup /a, >

n—oo

(b) limsup /a, <

n—oo

O‘\] cmw

Zadanie 1.27.

(a) Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spelniajacym warunki:
3
a; =1, An+t1 > ian dla n > 1.

Udowodni¢, ze ciag
Qnp

(3"

ma skoniczona granice lub jest rozbiezny do +oc.

(b) Pokazaé, ze dla dowolnego « > 1 istnieje taki ciag (ay), ze

3
ap =1, Gnt1 > §an dla n>1

oraz
. QA
nlggo (3)"*1 -
2






