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Stowo wstepne

Analizujac wyrazenia jezyka naturalnego lub formuly jezyka sztucz-
nego zwykle postugujemy sie stricte wypowiedzianymi regutami syntak-
tycznymi budowy wyrazen tego jezyka badZ pewnymi quasi-regutami do-
tyczacymi pewnych umoéw. Najczedciej analizujemy najbardziej zewnetrz-
ne funktory wystepujace w analizowanych wyrazeniach. Postepujac ana-
logicznie rozpatrujemy coraz bardziej wewnetrzne operatory. W szcze-
gblnoéci czynnosci te przeprowadzamy gdy analizujemy formuty réwno-
wazno$ciowe, ktére wyrazaja zwiagzki miedzy funktorami.

Celem pracy jest oméwienie pewnych klas logik réwnoéciowych wy-
razonych zaréwno w jezyku teorii modeli jak i ujetych aksjomatycznie.

W niniejszej pracy wskazemy pewne ogélne zwiagzki zachodzace mie-
dzy wybranym klasami logik a odpowiadajacymi im podlogikami genero-
wanymi przez tzw. réwnosci, czy szerzej formuty P-zgodne. Wybierajac
ze zbioru formut tylko te formuty, ktére maja pewng okreslong strukture
(i domykajac ten zbior ze wzgledu na okreslony operator konsekwencji)
otrzymujemy podsystem logiki wyjsciowej. Klasa modeli otrzymanej logi-
ki jest wieksza w sensie inkluzji od klasy modeli odpowiadajacej wyjscio-
wej logice. Takie podejécie daje pewien szerszy wglad w istote logik. Pro-
wadzac takie badania mozemy ‘patrzeé¢’ na dany system z pewnej ‘odle-
glodci’. Majac taka perspektywe mozemy rozwazac istotne aspekty kazde-
go systemu i pyta¢ o skoniczona bazowalno$é¢, algebry wolno-generowane,
modele podprosto-nierozkladalne (i inne) oraz badaé, na ile sa one powia-
zane (odpowiednio) z baza réwosciowa, algebrami wolno-generowanymi,
modelami podprosto-nierozktadalnymi wyjsciowego systemu. W niniej-
szej pracy bedziemy ‘patrzeé’ z szerszej perspektywy na klase modeli
zwiazang z logika klasyczna, logika wielkowartosciowa i kwantows.

Przypadek logik réwnoéciowo definiowalnych jest w literaturze sze-
roko znany. Omoéwimy wyniki dotyczace tego przypadku by nie uchy-
bi¢ kompletnosci rozwazan. Natomiast przypadek logik zdaniowych w
kontekscie procedury P-zgodnoéci jest — jak mniemamy — zagadnieniem
nowym.

Rozwazmy wiec logike zdaniowa L — czyli zbiér domkniety na pod-
stawianie i regute odrywania, w ktérej jezyku wystepuje implikacja. Po-
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nadto, niech dany bedzie podzial zbioru funktoréw rozpatrywanego je-
zyka. Elementy podzialu zwaé¢ bedziemy partycjami.

DEFINICJA 0.0.1. Niech dana bedzie logika zdaniowa L oraz partycja P
zbioru statych Const. Méwimy, ze formuta A jest teza P-zgodna logiki
L wtw

1. A jest teza logiki L oraz

2. A jest albo formulg o postaci ~ B, dla pewnego B, albo A jest
albo formuta o postaci B §C', gdzie B, C € For przy czym istnieje
m € P, takie ze zar6wno funktor gtéwny formuly B jak i funktor
gtéwny formuly C naleza do .

Latwo widaé, ze:
TWIERDZENIE 0.0.1. Jesli dana bedzie dowolna logika zdaniowa L w je-
zyku ze stalymi logicznymi Const = {~ A\, V,—}, taka ze

1. tezq L jest prawo toZsamosci,

2. L jest domknieta na regule przechodniosci implikacyi.

FakT 0.0.1. Jesli dana jest dowolna logika zdaniowa L w jezyku ze staly-
mi logicznymi Const oraz podzial P = {Const}, to zbior wszystkich tez
P-zgodnych logiki L stanowi maksymalny pod wzgledem inkluzji podzbior
zbioru L zawierajgcy P-zgodne tezy logiki L.



Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

Pojecie rozmaitosci algebr wprowadzit Garret Birkhoff w latach trzy-
dziestych ubieglego wieku. Od tamtego czasu powstalo wiele prac zwia-
zanych z ta tematyka. Badaniami dotyczacymi rozmaitosci algebr zaj-
mowali sie miedzy innymi: A. Tarski, B. Jénsson, R. Dedekind, J. von
Neuman, G. Griter, R. McKenzie. Jednym z kluczowych wynikéw uzy-
skanych w zakresie tej problematyki jest twierdzenie (zwane twierdze-
niem Tarskiego-Birkhoffa), ktére méwi, ze klasa algebr ustalonego typu
jest rozmaitodcia wtedy i tylko wtedy, gdy jest klasa réwnoéciowo defi-
niowalng. Z jednej strony mamy wiec klase domknieta na obrazy homo-
morficzne, podalgebry i produkty algebr, z drugiej strony klase, ktérag
mozna scharakteryzowaé za pomoca pewnego uktadu réwnoéci. Jednym
z najbardziej znanych przyktadéw rozmaitosci jest klasa wszystkich al-
gebr Boole’a. Czasami wygodnie jest patrzeé na klase algebr Boole’a jak
na klase, ktéra wyznacza pewien znany zbiér rownosci. W pewnych zas
sytuacjach jak na klase, ktéra ma te ceche, ze obraz homomorficzny,
podalgebra i produkt dowolnej rodziny algebr Boole’a jest algebra Bo-
ole’a. Tej wlasnoéci nie ma np. klasa cial. I czy powiemy, ze klasa cial
nie jest réwnos$ciowo definiowalna, czy zauwazymy, ze produkt dwoéch
cial nie zawsze jest cialem, to tak naprawde stwierdzimy, ze klasa ciat
nie jest rozmaitoécia. Twierdzenie Tarskiego-Birkhoffa w naturalny wiec
sposéb taczy algebre z logika matematyczng. To z kolei przyczynito sie
do szybkiego rozwoju badan nad klasami algebr. Majac pojecie rozma-
itosci algebr nasuwa sie pytanie o podklasy wyjsciowej klasy, ktére sg
domkniete na te same operatory co wyjsciowa klasa algebr. W ten spo-
sOb — bardzo naturalny w algebrze — pojawia sie pojecie podrozmaito-
$ci danej rozmaitosci. Wiadomo tez, ze wszystkie podrozmaitosci danej
rozmaitosci z relacjg inkluzji tworza krate. Krata ta jest dualnie izomor-
ficzna z krata teorii réwnosciowych, ktore rozszerzaja teorie definiujaca
wyjsciowa rozmaito$¢. Zatem to, co da sie udowodni¢ w odniesieniu do
kraty teorii rownosciowych, mozna wyrazi¢ w jezyku rozmaitosci. Trud-
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no$é¢ polega jednak na tym, ze niewiele mozna powiedzie¢ na ten temat
w ogdélnym przypadku ([54, 58, 67, 80]). Kraty rozmaitoéci badZ teorii
rownosciowych dla klasycznych klas algebr byty i sa nadal szeroko badane
([59, 68, 77, 91, 92]).

Wiadomo, ze krata podrozmaitosci takich rozmaitoéci jako jedna
z klas zawiera wyjSciowg rozmaitoé¢. Jesli przyktadowo ze zbioru row-
nosci definiujacych dang rozmaito$¢ wybierzemy tylko tzw. formuty P-
zgodne (definicje tego pojecia podajemy na s. 19), to otrzymamy mniej-
sza w sensie inkluzji teorie réwnosciowa i tym samym wieksza klase mo-
deli. Dla tej wiekszej klasy modeli znalezienie kraty jej podrozmaitosci
(w przypadku ogdlnym) wydaje sie bardzo trudne. Potwierdzeniem praw-
dziwosci powyzszego zdania moga by¢ liczne przyklady nieregularnych i
czesto zaskakujacych krat rozmaitosci wyznaczonych przez tzw. réwnosci
P-zgodne czy inne typy réwnosci o szczegdlnej strukturze.

Ujmijmy to w sposéb bardziej formalny. Niech 3 bedzie zbiorem row-
noéci typu 7! i niech Mod(X) bedzie klasa wszystkich algebr spelniaja-
cych X. Klase algebr K nazwiemy rownosciowo definiowalna, jesli istnieje
zbiér réwnosci ¥ typu 7, taki ze K = Mod(X).

Zacytujmy teraz znane twierdzenie:

TWIERDZENIE 1.0.2 (G. Birkhoff [7], A. Tarski [116]). Klasa algebr jest
klasqg rownosciowo definiowalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozmaito-
Scig.

Jesli 3 jest zbiorem réwnosci ustalonego typu, to Cn(X) oznacza do-
mkniecie zbioru ¥ na reguly Birkhoffa.

Zauwazmy, ze dla kazdego zbioru ¥ réwnosci typu 7 spelniony jest
warunek:

(1.0.1) Cn(X) =Cn(Cn(X%)).
Zbiér Y réwnosci typu 7 nazywamy teorig rownosciowa, gdy
Cn(X) =3%.

Ponadto, jesli dane sa dwie teorie réwnosciowe X1 i Yo, to X1 N Yo jest
najwieksza teorig réwnosciowa zawarta w 31 i X9, natomiast Cn(3qUXs)
jest najmniejsza teoria réwnosciowa zawierajaca X1 oraz Yo. Oznaczmy
zbiér wszystkich réwnosci typu 7 przez Id(r). Znanym faktem jest, ze

Podstawowe pojecia podano w Dodatku na s. 116
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rodzina {¥ C Id(7) : ¥ = Cn(X)}, uporzadkowana relacja inkluzji, two-
rzy krate. Kazdej teorii réwnosciowej ¥ odpowiada rozmaito$¢é Mod ()
i odpowiednio$é ta jest wzajemnie jednoznaczna. A zatem zbidr wszyst-
kich rozmaitosci typu 7, uporzadkowany relacja inkluzji, tworzy krate,
ktora jest dualnie izomorficzna z kratg teorii réwnosciowych typu 7, przy
czym

(1.0.2) Mod(Zl) V Mod(zg) = Mod(El N 22),
(1.0.3) Mod(Zl) N Mod(zg) = Mod(Cn(Zl @] 22))

Jesli K jest klasa algebr, to Id(K') oznacza zbiér wszystkich réwnosci

spelnionych w klasie K. Przywolajmy tatwy w dowodzie, nalezacy do
folkloru fakt:

FakT 1.0.2. 1. Jesli dane sa klasy algebr K1 i K9 oraz kazda algebra
z klasy K1, jest réwniez algebrg klasy Ks, to Id(Kg) C Id(Ka).
2. Jesli ¥ C Xg, to Mod(X2) C Mod(%,).

1.1.  Struktury krat teorii réwnosciowych

Odwotamy sie do wyniku pochodzacego z [67].

Rozwazmy klase Mod(X) wszystkich algebr spelniajacych wszystkie
réwnosci ze zbioru X. Niech dana bedzie rozmaito$¢ V' oraz niech L£(V')
bedzie krata wszystkich podrozmaitosci rozmaitosci V. Niech £(X) ozna-
cza krate wszystkich rozszerzen teorii 3. Dla kazdej kraty £ rozmaitosci,
niech £° bedzie krata teorii, dualna do kraty £. Jak juz wspomnielismy:

FakT 1.1.1. 1. Kraty L(Mod(X)) i £L(X)? sq izomorficzne.

2. Kraty L(Id(V))? i L(V) sq izomorficzne.

Doniostg role w wyznaczaniu zwigzkéw miedzy algebra a logika ode-
gral Malcev [73]. Postawil on miedzy innymi problem charakteryzacji
kraty L(V).

Mamy znany:

FakT 1.1.2. Kazda skoniczona krata dystrybutywna jest izomorficzna
z kratg L(X), dla pewnej teorii 3.

Jedli dana jest krata L, to L 41 oznacza krate z dodanym elementem
najwiekszym 1.
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FAkT 1.1.3 ([97]). Dla kazdej kraty algebraicznej L, krata L+ 1 jest izo-
morficzna z kratq teorii rownosciowych rozszerzajgcych pewng teorie 3.

Przypomnijmy standardowe pojecia uzyte w kolejnym lemacie.

DEFINICJA 1.1.1. Niech dana bedzie algebra 2 = (A, {fi}icr), dwuargu-
mentowa operacja termowa f oraz a,b € A.

1. Moéwimy, ze a jest lewym zerem wzgledem operacji termowej f
wtw dla dowolnego = € A, zachodzi: f(a,x) = a.

2. Méwimy, ze b jest lewa jedynka wzgledem operacji termowej f
wtw dla dowolnego y € A, zachodzi: f(b,y) = y.

3. Méwimy, ze operacja f ma lewa jedynke w algebrze 2l wtw istnieje
lewa jedynka wzgledem operacji f.

LeMAT 1.1.1 (McKenzie, [78, 67]). Jesli ¥ jest teorig réwnosciowq, to
L(X) jest izomorficzna z kratq kongruencji Con2l pewnej algebry 2 majq-
cej binarng termowq operacje b, przy czym A ma lewe zero i lewq jedynke.

Niech M} bedzie krata o k atomach, majaca 0 i 1. Zatem M3 jest
krata przedstawiong na Diagramie 1.2

Diagram 1. Krata M3

Znane jest twierdzenie Dedekinda stanowiace, ze krata L nie jest mo-
dularna wtedy i tylko wtedy, gdy krata N5 (przedstawiona na diagramie
2) moze by¢ zanurzona izomorficznie w krate L. Z kolei G. Birhoff po-
kazal, ze krata L nie jest dystrybutywna wtedy i tylko wtedy, gdy krata
M5 lub krata N5 moga byé zanurzone w krate L. Interesujace wydaje
sie pytanie, czy jest jaki$ zwiazek krat My oraz N, czyli krat, ktére sg
istotne dla probleméw — nazwijmy to — dystrybutywnosci i modularno-
$ci z kratami teorii réwnosciowych. Okazuje sie, ze prawdziwe sg dwa
ponizsze twierdzenia:

2Zwykle oznaczana przez ‘Ms’.



