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Wstep

Od momentu wprowadzenia rachunku ekonomicznego do dziatalnosci czlowieka zdarzenia wyjat-
kowe (ekstremalne), charakteryzujace si¢ niespotykanymi odchyleniami od sytuacji ,normalnych”,
powodowaly ogromne trudnosci w podejmowaniu decyzji ekonomicznych. Zdarzenia ekstremalne
rozumiane negatywnie przysparzaja najwiekszych trudnosci, poniewaz powoduja one najdotkliw-
sze straty, czy tez nawet skutkuja upadkiem podmiotéw gospodarczych. W zwiazku z tym poznanie
mechanizméw rzadzacych tymi wydarzeniami, modelowanie oraz prognozowanie ma kluczowe
znaczenie dla prowadzenia wszelakiej dziatalno$ci gospodarczej. Najlepiej widoczne jest to w za-
rzadzaniu ryzykiem, gdzie zgodnie z regula 20/80 mozna przyjac zalozenie, ze okoto 20% najwigk-
szych strat powoduje okoto 80% strat catkowitych. Oznacza to, Ze uchronienie si¢ od tych 20%
przypadkéw moze mie¢ ogromne znaczenie w powodzeniu finansowym kazdego przedsigwzigcia
gospodarczego.

Do pewnego momentu, w klasycznym modelowaniu ekonometrycznym wszystkie obserwacje
ekstremalne traktowane byty jako obserwacje odstajace, co skutkowalo najczesciej pominigciem ich
w badaniach. Takie podejscie byto niewtasciwe nie tylko z punktu widzenia wspomnianej reguty
20/80, ale réwniez z punktu widzenia procesu generujacego dany szereg obserwacji. Skoro rzeczywi-
sty proces generujacy dane (DGP) dopuszcza ekstremalne realizacje, to nalezy je uwzgledni¢ w mo-
delowaniu i prognozowaniu. Potwierdzeniem rangi analizy wydarzen ekstremalnych w ekonomii
jest wypowiedz wieloletniego szefa Fed, Alana Greespana, ktdry podczas konferencji Joint Central
Bank Research Conference w Waszyngtonie stwierdzil: ,,Z punktu widzenia menedzera zarzadza-
jacego ryzykiem, niewlasciwe uzycie rozktadu normalnego moze prowadzi¢ do zanizenia ryzyka.
Ze strony banku centralnego konsekwencje s3 jeszcze bardziej powazne, poniewaz czgsto musimy
koncentrowac si¢ na lewym ogonie rozkladu w formulowaniu polityki pozyczkodawcy ostatniej in-
stancji. Polepszanie opisu rozkladu o wartosci ekstremalne ma najwyzsza wage”. Dlatego tez po-
wstanie teorii wartosci ekstremalnych (ang. Extreme Value Theory, EVT), mogacej opisa¢ ekstrema
wszystkich klasycznych rozkladéw statystycznych, miato kluczowe znaczenie dla zmiany spojrzenia
na sytuacje ekstremalne, wystepujace w réznych dziedzinach zycia i nauki. Pierwsze zastosowania
teorii wartosci ekstremalnych datuje si¢ na lata 30. XX wieku, natomiast pierwsze zastosowania
w ekonomii nastepowaly okolo 2000 roku. Na gruncie ekonometrii finansowej uwzglednienie
ekstremow w finansowych szeregach czasowych zbieglo sie z wprowadzeniem do modeli klasy
GARCH rozkladéw warunkowych o grubszych ogonach niz ogony rozkladu normalnego (np. En-
gle, Bollerslev [1986], Osiewalski, Pipien [1999], Osiewalski, Pipien [2000], Fiszeder [2001], Piontek
[2002]). Skutkowato to licznymi pracami, w ktérych podejmowano préby ustalenia, jakiego rozkta-
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du warunkowego nalezy uzy¢ do opisu finansowych szeregéw czasowych. Jednak opisane rozwia-
zanie nie probuje ustali¢ rzeczywistego zachowania sie¢ ekstremdéw, powodujac narazenie inwestora
na straty w przypadku, kiedy zachowanie i charakter ekstreméw zmienia sig, co szczegdlnie moze
wystepowaé w okresach zwigkszonej zmiennosci czy tez, tym bardziej, w sytuacjach kryzysowych.
W zwigzku tym uwzglednienie w ekonometrii finansowej metod i narzedzi z teorii wartosci ekstre-
malnych, mogacych rozwiaza¢ omawiane problemy, wydaje si¢ bardzo uzyteczne.

Wraz z us$wiadomieniem sobie waznosci wydarzen ekstremalnych i ich wptywu na dziatalnos¢
ekonomiczng cztowieka nastgpil znaczny rozwoj prac z zakresu zastosowan EVT w ekonomii. Wy-
korzystanie metod i narzedzi EVT w ekonomii i finansach doprowadzilo do nowych rozwigzan
i wnioskow dotyczacych takich probleméw, jak: szacowanie ryzyka, mozliwych maksymalnych strat
(zyskow) poniesionych przez inwestora czy tez modelowania finansowych szeregdw czasowych.
Powyzsze przestanki sklonily autora niniejszej pracy do podjecia badan z przedstawionego zakresu.

Gloéwnym celem pracy jest prezentacja i rozszerzenie mozliwych zastosowan metod i narzedzi
teorii wartosci ekstremalnych w ekonometrii finansowej, ze szczegdlnym uwzglednieniem proble-
mu mierzenia ryzyka rynkowego w finansach. Celami szczegétowymi pracy sa:

— uporzadkowanie i usystematyzowanie zagadnien zwigzanych z teorig wartosci ekstremal-
nych w ekonometrii finansowej,

— usystematyzowanie wiedzy na temat nieparametrycznych estymatoréw indeksu wartosci
ekstremalnych oraz zbadanie estymatoréw nieparametrycznych pod wzgledem dokladnosci
mierzenia grubo$ci ogonéw rozktadu,

— prezentacja parametrycznych metod estymacji teorii wartosci ekstremalnych mozliwych do
zastosowania w ekonometrii finansowej,

— autorska modyfikacja metody POT, uwzgledniajaca modele zmiennosci,

— zastosowanie metody POT z modelami zmiennosci do szacowania wartosci zagrozonej
(VaR), oczekiwanego niedoboru (ES) oraz spektralnej miary ryzyka (SRM) w celu mierzenia
ryzyka rynkowego,

— wyznaczenie Sredniej dlugosci serii zwrotow ekstremalnych odpowiadajacych najczesciej za
zalamania miar ryzyka,

— zastosowanie modelu warunkowej zmiennosci wartosci ekstremalnych (CEVV) do modelo-
wania zmiennosci ekstreméw,

— zastosowanie miary PML (PMG) do wyznaczenia prawdopodobnej maksymalnej straty (zy-
sku) na rynku kapitalowym.

Omawiane zagadnienia rozpatrywane s3 z punktu widzenia ilo§ciowego zarzadzania ryzykiem
(ang. quantitative risk management), przez ktére rozumie si¢ uzywanie metod ekonometrycznych,
stuzacych do oszacowania ryzyka w procesie jego zarzadzania. Nalezy rozr6zni¢ ogoélne pojecie za-
rzadzania ryzykiem, ktdre jest znacznie szersze, od ilo§ciowego zarzadzania ryzykiem, skupiajacego
sie na metodach majacych oszacowac ryzyko. W tym kontekscie praca koncentruje si¢ na estymacji
takich miar ryzyka, jak: warto$¢ zagrozona (VaR), oczekiwany niedobdr (ES) oraz spektralna mia-
ra ryzyka (SRM) z wykorzystaniem teorii wartoéci ekstremalnych. W zakresie estymacji wartodci
zagrozonej powstalo bardzo wiele prac, zaréwno teoretycznych, jak i empirycznych (np. Alexander
[2010d]), natomiast niewiele z nich explicite uwzglednia ekstrema. Z drugiej strony badan empi-
rycznych dotyczacych jakosci estymacji oczekiwanego niedoboru, a szczegoélnie spektralnej miary
ryzyka, jest bardzo niewiele. Sktonilo to autora niniejszej pracy do badan poglebiajacych wiedze na
ten temat oraz badan przynoszacych nowe wnioski, czy tez rozwigzania. Nalezy wyjasnié, ze roz-
wazania zaprezentowane w pracy skupiajg si¢ na zagadnieniach zwigzanych z jednowymiarowym
podejsciem do EVT.
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Praca skifada si¢ ze wstepu, trzech rozdziatow, zakonczenia oraz zatgcznikéw. Zakres poszczegdl-
nych rozdzialow przedstawia si¢ nastepujaco.

Rozdzial pierwszy ma charakter wprowadzajacy do problemu grubych ogonéw rozkiadow i eks-
tremow w finansowych szeregach czasowych. W rozdziale tym przedstawione sa podstawowe defi-
nicje z tego zakresu oraz powigzania wlasnosci finansowych szeregéw czasowych z ekstremami tych
szeregow. Wazng cze$¢ stanowi tutaj okreslenie przyczyn powstawania ekstremoéw, a w konsekwen-
cji grubych ogonéw we wspomnianych szeregach. W dalszej czesci tego rozdziatu zaprezentowane
s3 podstawy teoretyczne EVT, w ktorej to sformulowane jest fundamentalne twierdzenie Fishera
i Tippetta dotyczace zbieznosci ciggu ekstreméw do uogdlnionego rozktadu wartosci ekstremal-
nych (ang. Generalized Extreme Value Distribution, GEV). W koncowej czeéci tego rozdziatu przed-
stawione sa metody estymacji rozkladu GEV oraz drugiego rozkladu powigzanego bezposrednio
z ekstremami, czyli uogélnionego rozkladu Pareto (ang. Generalized Pareto Distribution, GPD).

W rozdziale drugim skupiono si¢ na problemie metod estymacji w teorii wartosci ekstremal-
nych. Przedstawione s tutaj dwie grupy metod: nieparametryczne oraz parametryczne. W pierw-
szej kolejnosci rozwazono metody nieparametryczne, stuzace jako narzedzie oceny grubosci ogo-
noéw rozkladu. Potwierdzenie obecnosci grubych ogonéw rozkladu pozwala na stosowanie bardziej
zaawansowanych metod teorii wartosci ekstremalnych. W kontekscie metod nieparametrycznych
w pracy rozwazono wiele estymatoréw nieparametrycznych, zaczynajac od estymatora Pickandsa,
a konczac na estymatorze zaproponowanym przez Fraga Alves i in. [2008]. Estymatory niepara-
metryczne zostaly poddane badaniu symulacyjnemu ze wzgledu na doktadno$¢ oszacowan, w celu
wyboru tych najdokladniejszych. W drugiej czesci tego rozdziatu zaprezentowano metody parame-
tryczne w EVT z zastosowaniem do przykladéw empirycznych. W szczegdlnosci przedstawiono tu-
taj takie koncepcje, jak: metode blokéw, poziom zwrotu, indeks ekstremalny oraz metode przekro-
czen powyzej progu (ang. Peaks over Threshold, POT). Omoéwienie powyzszych koncepcji wsparte
jest wieloma przykladami empirycznymi.

W rozdziale trzecim zaprezentowane zostaly zastosowania teorii wartosci ekstremalnych w eko-
nometrii finansowej. W tej czgsci pracy przedstawione sa metody estymacji miar ryzyka rynkowego
(wartos¢ zagrozona, oczekiwany niedobor, spektralna miara ryzyka) z wykorzystaniem EVT. Poka-
zane jest rowniez polaczenie modeli zmiennosci z metodami teorii wartosci ekstremalnych, ktore
stanowi bardzo ciekawe narze¢dzie uwzglednienia ekstreméw w finansowych szeregach czasowych.
W tym przypadku autor podaje wlasng koncepcje takiego polaczenia, uzasadniajac to z obu punk-
tow widzenia: teoretycznego i empirycznego. W dalszej czesci tego rozdzialu przedstawiony jest
model warunkowej zmienno$éci wartosci ekstremalnych (ang. Conditional Extreme Value Volatility,
CEVYV), stanowigcy oddzielne podejscie do tematu modelowania zmiennosci w ekstremach. Na ko-
niec zaprezentowana jest koncepcja prawdopodobnej maksymalnej straty (ang. Probable Maximum
Loss, PML), miary umozliwiajacej oszacowanie maksymalnej mozliwej straty przez inwestora. Caty
rozdzial podparty jest licznymi wynikami empirycznymi z zakresu finansowych szeregéw czaso-
wych. Nalezy tutaj dodag, ze ,,produktem ubocznym” pracy sg pewne rozwigzania i miary dla me-
tod testowania wstecznego (ang. backtesting) w kontekécie mierzenia ryzyka.

Niniejsza praca przede wszystkim rozwija dotychczasowe badania z zakresu modelowania i pro-
gnozowania ekstremow w finansowych szeregach czasowych, ale réwniez prezentuje nowe metody
czy tez rozwigzania w omawianym zakresie. Wyniki zawarte w pracy powstaly czesciowo w trakcie
realizacji projektu badawczego pt. ,,Rynek kapitalowy Chin i jego powigzania z procesami gospodar-
czymi na $wiecie — analiza ekonometryczna” (N N111 328839), finansowanego w latach 2010-2012
przez Narodowe Centrum Nauki. Wszystkie obliczenia zostaly wykonane w programie EViews v.7.2
zakupionym w ramach Projektu ,,Stypendia dla doktorantéw 2008/2009 ZPORR”, wspoétfinansowa-
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nym w 75% ze sSrodkéw Europejskiego Funduszu Spotecznego i w 25% ze srodkéw Budzetu Panstwa
w ramach Dzialania 2.6 ,,Regionalne Strategie Innowacyjne i transfer wiedzy” Zintegrowanego Pro-
gramu Operacyjnego Rozwoju Regionalnego. Teoria wartosci ekstremalnych i jej narzedzia nie sa
standardowo oprogramowane. Dlatego wszystkie wykonane obliczenia wymagaly przygotowania
procedur autorskich.

Chcialbym podzigkowa¢ wszystkim osobom, ktére przyczynily sie¢ do powstania tej pracy. Po-
dzigkowania nalezg si¢ osobom uczestniczacym w seminarium doktorskim prowadzonym przez
Pana Profesora Jozefa Stawickiego oraz Panig Profesor Magdalene Osinska. Zawsze bede pamietal
dyskusje naukowe prowadzone podczas tych spotkan. Szczegolne podzigkowania nalezg si¢ Pani
Profesor Magdalenie Osinskiej za opieke nad praca, wszelkie uwagi krytyczne oraz pomysty na dal-
sze badania. Dziekuje takze mojemu Kierownikowi, Panu Profesorowi Jerzemu W. Wisniewskiemu,
oraz Kolezankom i Kolegom z Katedry Ekonometrii i Statystyki na Wydziale Nauk Ekonomicznych
i Zarzadzania UMK za pomoc, wsparcie oraz inspiracje do ciaglej pracy nad tematem teorii warto-
$ci ekstremalnych.



Podstawy teorii wartosci ekstremalnych

1.1. Grube ogony i ekstrema w finansowych szeregach czasowych

Ostatnie 30 lat przyniosto znaczny rozwdj ekonometrii, zwlaszcza ekonometrii finansowej, w ktorej
nowa metodologia, jak réwniez nowe mozliwosci w zakresie oprogramowania spowodowaty szybki
rozwoj. Analiza finansowych szeregéw czasowych stala sie bardzo popularna w badaniach nauko-
wych, ale nie oznacza to, ze sa one tatwe do opisania. Ekonometria finansowa wylonita si¢ jako
jedna z najbardziej tetnigcych Zyciem dyscyplin ostatniej dekady, skutkujaca znaczng liczbg prac
teoretycznych i ich zastosowan. Dane finansowe ukazane s3 w wielu formach i kazda z nich ma
swoje osobliwosci (Pagan [1996]).

W badaniach empirycznych, jak réwniez coraz czesciej w praktyce, stosuje si¢ szeregi czasowe
stop zwrotu instrumentdéw finansowych. Jest kilka powodéw, dla ktérych uzywa si¢ stop zwrotu,
a nie samych szeregéw czasowych cen. Jeden z najwazniejszych jest zwigzany z uzytecznymi wtas-
no$ciami tych szeregéw dla analizy statystycznej. Zwykla (prosta) stope zwrotu na okres ¢ oznaczy-
my nastepujaco:

P-P
R =-t—1100%. (1.1)

t
t—1

Logarytmiczna stopa zwrotu zostanie oznaczona w sposob nastepujacy:
r, =In(P, / P,_)100%, (1.2)

przy czym P, oznacza ceng instrumentu finansowego w chwili .

Z powodu lepszych wlasnosci statystycznych, do ktérych mozna zaliczy¢ przyjmowanie przez stopy
logarytmiczne wartosci z calej osi rzeczywistej, co ma znaczenie przy modelowaniu ich za pomoca
rozkltadéw prawdopodobienstwa z nieograniczonym nosénikiem, cz¢sciej stosowana jest logaryt-
miczna stopa zwrotu. Zaréwno zwykle stopy zwrotu, jak i logarytmiczne stopy zwrotu majg wady
i zalety (patrz np. Fiszeder [2009]), jednak w niniejszej pracy, tak jak w zdecydowanej wiekszosci
prac badawczych, uzyto tych drugich.

Badania nad szeregami finansowymi doprowadzity do porozumienia w sprawie niektérych spo-
réw podczas analizy wlasnosci tych szeregdw, ale za to wygenerowaty nowe wyzwania i kontrowersje.
Latwo sobie wyobrazi¢, ze te same wydarzenia czy zbiory informacji nie maja koniecznie takiego
samego wplywu na rézne aktywa, a co za tym idzie — na rézne rynki. Szeregi stop zwrotu otrzymane
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z réznych rynkéw ujawnig nieco inne wlasciwoséci. Na przyklad zwroty kursow walutowych maja
nieco inne wlasnosci niz zwroty z notowan cen akcji, zwroty cen energii albo zwroty cen indeksow
spotek technologicznych. Dlatego tez wigcej niz poétwiekowe empiryczne wyniki badan nad finanso-
wymi szeregami czasowymi wskazuja, ze ze statystycznego punktu widzenia pozornie przypadkowe
wahania stop zwrotu wspoldziela pewne nietrywialne wlasnosci. Takie wlasciwosci w wielu instru-
mentach, rynkach i okresach czasu nazywane sg empirycznymi wlasnosciami (cechami) szeregow
finansowych (ang. stylized empirical facts, stylized facts). Empiryczne wlasnosci szeregéw finanso-
wych sg uzyskane przez podniesienie do wspolnego mianownika wlasnosci zaobserwowanych w ba-
daniach nad r6znymi rynkami i instrumentami (Cont [2001]).

W ekonometrii finansowej czesto méwi sie o grubych ogonach rozkladéw, ale rzadko podaje
sie definicje rozktadéw z grubymi ogonami. W teorii prawdopodobienstwa znane sg nastepujace
definicje:

Definicja (1.1). Rozklad z cigzkim ogonem (ang. heavy-tailed distribution) (Rolski i in. [1999], Asmussen
[2003])

Rozktad zmiennej losowej X z pewna funkcjg dystrybuanty F ma ciezki prawy ogon, jezeli

lime™P[X > x]=c0 VA >0. 1.3)
W przypadku lewego ogona ta definicja jest odpowiednio zmieniona. Rozklady z ci¢zkimi ogonami
sg to rozklady, ktérych ogony nie sa ograniczone wykladniczo, tzn. majg grubsze ogony niz rozklad
wykladniczy'. Jezeli granica w definicji (1.1) jest skonczona, to rozklad zmiennej losowej X ma pra-
wy lekki ogon (ang. light-tailed). Réwnowaznie (1.1) moze by¢ przedstawiona przy uzyciu funkcji
tworzacej (generujacej) momenty. Funkcja tworzaca (generujaca) momenty (MGF) zmiennej loso-
wej X jest okreslona nastepujaco: M, (s) = E[e™],s € R. Jezeli funkcja tworzaca momenty dystry-
buanty F jest nieskoniczona (M, (s) = ) dla kazdego s >0, to rozklad zmiennej losowej X opisanej
dystrybuanta F ma cigzki prawy ogon. Inaczej mowiac, jezeli rozklad zmiennej losowej X na zbiorze
R” jest taki, ze nie wszystkie momenty sg skonczone, tzn. j: x* f(x)dx =0 dla pewnego k, wtedy
dystrybuanta F ma prawy ciezki ogon. W tym przypadku mozemy znalez¢ takie k >1, ze k-ty mo-
ment jest nieskonczony, kiedy moment k —1-szy jest skonczony. Przykltadami rozkladéw z cigzkim
ogonem sa: rozklad Pareto, rozklad logarytmiczno-normalny, rozktad Léviego, rozklad Cauchy’ego,
rozklad Burr? czy tez rozktad t-Studenta.

! Rozklad wyktadniczy opisuje czas pomiedzy zdarzeniami podlegajacymi procesowi Poissona, tj. procesowi,

w ktorym zdarzenia pojawiaja si¢ w sposob ciagly i niezalezny ze stalym $rednim tempem pojawiania si¢. Formalnie
funkcja gestosci prawdopodobienstwa (PDF) rozktadu wyktadniczego zadana jest nastepujaco: f(x;A)=Ae ™, x>0,
a dystrybuanta (CDF) rozkladu wyktadniczego nastepujaco: F(x;A)=1—e*,x>0.

2 Rozktad Burr, pomimo pewnych trudnosci estymacyjnych (Wang, Keats, Zimmer [1995]), ostatnimi czasy staje
sie coraz bardziej popularny w teorii wartosci ekstremalnych (Shao [2004], Nadarajah, Kotz [2006]).
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Definicja (1.2). Rozklad z dlugim ogonem (ang. long-tailed distribution) (Asmussen [2003], Fossiin. [2011])

Rozklad zmiennej losowej X z pewng funkeja dystrybuanty F ma dlugi prawy ogon jezeli V¢ >0

ImP[X >x+t|X >x]=1 (1.4)

X—>0

albo rownowaznie
F(x+t) ~ F(x) kiedy x — oo, gdzie F(x)=1-F(x)=P[X > 0],

gdzie F(x) jest funkcja ogona (ang. tail function)?.

Intuicyjna interpretacja rozkladéw z dltugimi ogonami jest nastepujaca: jesli ogon rozkladu prze-
kracza pewien wysoki poziom (prawdopodobienstwo zbiega do 1), tzn. ze przekroczy jakikolwiek
wysoki poziom. Jezeli wiemy, ze sytuacja jest zla, tzn. ze prawdopodobnie jest gorsza, niz myslimy.
Wszystkie rozktady z dlugimi ogonami maja cigzkie ogony. Twierdzenie przeciwne jest falszywe.
Rozklady z dtugimi ogonami posiadaja uzyteczne wlasnosci (Foss i in. [2011]). Zal6zmy, Ze nie-
zalezne zmienne losowe X,,.. X, z odpowiadajacymi dystrybuantami F,...F, maja dlugie ogony.
Wtedy:
1. Dla dowolnej stalej ¢, oraz ¢, >0 dystrybuanta zmiennej losowej ¢, X, + ¢, ma dlugi ogon.
Jesli F(x)~ ZZ=1C1<Fk(x)’ gdzie c,...,c, >0, wtedy dystrybuanta F ma dtugi ogon.
Jesli F(x)=min(F,(x),...,F,(x)), wtedy dystrybuanta F ma dtugi ogon.
Jesli F(x)=max(F,(x),...,F,(x)), wtedy dystrybuanta F ma dtugi ogon.
Dystrybuanta zmiennej losowej min(X,,..., X, ) ma dlugi ogon.

A

Dystrybuanta zmiennej losowej max(X,..., X, ) ma dtugi ogon.

Definicja (1.3). Rozklad z grubymi ogonami (ang. fat-tailed distribution)
Rozklad zmiennej losowej X ma gruby ogon, jezeli

lim P > x] - 2 = (), (1.5)
gdzie L(x) jest wolno zmieniajacg si¢ funkcja (ang. slowly-varying function)*, (np. funkcja logaryt-
miczna albo stata), natomiast a jest wykladnikiem potegi.

Wartos¢ a $wiadczy o ksztalcie ogona rozkladu, przy czym najczesciej wyrdznia sie nastepujace
przypadki:
— Bardzo grube ogony 0 <a <1:
— Zar6éwno pierwszy moment zwykly, jak i drugi moment centralny zmiennej X sa nieskonczo-
ne. Ten przypadek jest rzadki na rynkach finansowych.
— Grube ogony z nieskonczonym drugim momentem 1<o¢ <2:
— Czesto obserwowany przypadek, w ktérym srednia jest skoniczona, natomiast wariancja jest
nieskonczona.
— Grube ogony ze skoniczong wariancja o >2: Ten przypadek jest rowniez czesty dla finanso-
wych szeregow czasowych.

* Przedstawiona definicja réwniez jest spelniona w przypadku, kiedy wstawimy -t do réwnania (1.4).
*  Formalna definicja wolno zmieniajacych sie funkcji bedzie podana w pdzniejszej czeéci pracy (podrozdziat 1.3).





